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REPRÉSENTATION MÉTAPLECTIQUE ET CONJECTURES DE HOWE

par Jean-Loup WALDSPURGER

85

Séminaire BOURBAKI

39ème année, 1986-87, n° 674
Novembre 1986

1. INTRODUCTION : LES FONCTIONS THÊTA

1.1. Soient n un entier pair;;;: 2 , Q EM(n,71) une matrice symétrique à coeffi-
cients diagonaux pairs, telle que la forme quadratique tyQy sur IRn (considéré
comme espace de matrices colonnes) soit définie positive. Pour z , Im(z) > 0 ,
posons

Il existe un entier NQ > 0 tel que 8Q soit une forme modulaire de poids n/2

pour le groupe de congruence r(NQ) (={QESL(2,Z);6 =1 1 mod NQ}), cf.[S] p.789.
La fonction 8Q ne dépend que de la classe d’équivalence de Q pour l’équivalence
définie par l’action de SL(n,2Z) .

1.2. Soit A l’anneau des adèles de 4~ . On peut déduire de 8 une fonction 6A
sur SL(2,Q)BSL(2,A) de la façon suivante. Pour tout nombre premier p , soit Q

K le complété p-adique de C’est un sous-groupe ouvert compact de

SL(2,QJ . Soit 6 E SL(2,A) . D’après l’égalité :

(cf.[10]; le groupe SL(2,Q) est plonge "diagonalement" dans SL(2,A)), il existe
a’ tel que pour tout nombre premier p , la composante en p de Q’Q ap-
partienne à K . Choisissons un tel Q’ , notons a" la composante réelle de o’o.
Il existe un unique triplet (a,b,a), avec a,b ~ R , a > 0 , a E tel que

On pose

S. M. F.
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Ce terme ne dépend pas du choix de o’ .

1.3. Soit 0(Q) le groupe orthogonal de la forme quadratique définie par Q .
Grâce à la théorie du genre ([19] p.347, [4] p.88), on peut "ajouter une variable" 
dans les fonctions thêta ci-dessus, plus précisément définir une fonction c~ sur

(0(Q,Q)~0(Q,A)) x (SL(2,Q)BSL(2,A)) de la façon suivante. Soient g E 0(Q,A) et,

pour tout nombre premier p, g~ sa composante en p . Il existe un réseau de Q ,
noté gS , , tel que pour tout p , son complété p-adique soit Choisissons

une base de g71n sur 7l et notons gQ la matrice de la forme quadratique dans
cette base. Elle vérifie les mêmes propriétés que Q , et sa classe d’équivalence
est bien déterminée. On pose

La fonction 6 ainsi définie est une forme automorphe ([2] §4.2) en chacune des

variables.

1.4. Notons 81’ resp. O2, resp. 0 3 , l’espace engendré par les translatées par
l’algèbre de Hecke, resp. par le groupe SL(2,A) , resp. par le groupe

0(Q,A) xSL(2,A), ’ des fonctions 8 Q ’ , resp. 8A, resp. 8 . Le problème de la détermi-

nation des éléments de 01 1 propres pour les opérateurs de Hecke, ’ et des valeurs

propres associées, se transforme en celui de la détermination des sous-représenta-
tions irréductibles de la représentation de SL(2,A) dans e~ . L’égalité entre
les opérateurs de Hecke et ceux définis à l’aide des matrices de Eichler-Brandt

([4] p.109,148) se transforme en une égalité entre deux endomorphismes de ®3 ,
l’un défini à l’aide de la représentation de SL(2,A) dans ® 3 , l’autre à l’aide
de celle de 0(Q,A).

Remarque.-En fait cela n’est pas exact. Pour traduire les opérateurs de Hecke Tp
ou les matrices de Eichler-Brandt associés en termes de groupes, il faudrait

introduire les groupes GL(2) et GO(Q) (groupe des similitudes) au lieu de SL(2)

et 0(Q) . Par contre les opérateurs ou les matrices associées se traduisent

bien comme on l’a dit. Les matrices de Eichler-Brandt auxquelles il sera fait

allusion dans la suite seront supposées être associées à des opérateurs T 2 .

1.5. Remarquons qu’on peut adéliser la formule (1) du §1.1 1 elle-même. Posons 

(vu comme variété définie sur Q ). La matrice Q définit une forme quadratique

q sur Y(Q), puis par complétion sur Y(R) . Soit z E ~ , , Im(z) > 0 . Notons zf~
la fonction sur Y(R) : zf ~ (y) Pour un nombre premier p , soient

L 
P 

le complété p-adique de qui est un réseau dans Y( ) , et f 
P 

la

fonction caractéristique de L . ° Posons zf = zf]R n f . 
° C’est une fonction sur

Y (A) et (1) s’écrit



Sous cette forme, il est clair que la présence cachée d’une variable dans le groupe
orthogonal provient de l’action naturelle de ce groupe dans l’espace des fonctions
sur Y(A) . On va voir que la variable dans le groupe SL(2,A) (i.e. z ) provient
elle aussi d’une action de ce groupe dans cet espace de fonctions. C’est l’un des

résultats essentiels de l’article [21] de A. Weil.

2. LE GROUPE MÉTAPLECTIQUE, LA REPRÉSENTATION MÉTAPLECTIQUE ( [21 ]) .

2.1. Soient k un corps infini de caractéristique différente de 2, W un espace
vectoriel sur k de dimension finie, muni d’une forme symplectique  , > . Le

groupe d’Heisenberg H(W,k) est l’ensemble W x k muni du produit

Si k est muni d’une topologie, donc aussi W, on munit H(W,k) de la topologie
produit. Dans la suite, on pourra considérer W et H(W) comme des groupes algé-
briques définis sur k .

2.2. Supposons d’abord k local non archimédien. Soit ~ un caractère de k

(i.e. un homomorphisme continu de k dans C~) , non trivial.
Notation. Soit G un groupe. L’expression "(p,S) est une représentation de G"

signifie que S est un espace vectoriel complexe et p un homomorphisme de G

dans GL(S) .

THÉORÈME (Stone, Von Neumann).- Il une représentation lisse irréductible

(03C103C8,S) de H(W,k) telle que 03C103C8((0,t)) =03C8(t)idS pour tout t E k . unique
à équivalence près. ([14],[20], voir aussi [12] §1.3, [3] ch.V, [13]).
("lisse" signifie que pour tout ses , le stabilisateur de s dans H(W,k) est

un sous-groupe ouvert).

2.3. Le groupe symplectique Sp(W,k) agit dans H(W,k) de façon naturelle.
Soit (p~,S) une représentation de H(W,k) comme ci-dessus. Pour a E Sp(W,k) on

peut définir une représentation po de H(W,k) dans S par po(h) = p (oh) . Elle
vérifie les mêmes propriétés que p~ . . Il existe donc Q E GL(S) tel que

Cet opérateur M03C3 est unique à un scalaire près, et o r-3 M est une représenta-
tion projective de Sp(W,k) . Soit Sp(W,k) l’unique revêtement à deux feuillets
(non trivial) de Sp(W,k) . Alors il existe une unique représentation lisse w 

de Sp(W,k) dans S qui relève cette représentation projective. 
’

RemaAque 1. Par commodité, nous notons Sp(W,k) comme s’il s’agissait d’un groupe
algébrique. Ce n’en est pas un.



Remarque 2. L’extension Sp(W,k) se décrit concrètement au moyen d’un cocycle
appartenant à H2(Sp(W,k), {±1 }) ([15], th.2.2,[18]).

2.4. Variante. Notons Sp(W,k) le sous-groupe de Sp(W,k) x GL(S) formé des couples
vérifiant la relation (1) du §2.3. Le groupe [x agit sur GL(S) par

homothéties, et sur Sp(W,k) via cette action sur GL(S) . Il existe une unique re-
présentation C -équivariante de Sp(W,k) dans S qui relève la représentation
projective de. Sp(W,k) ; à savoir (o,M ) ~ M . On la note encore (jj .

Identifions {±1} au noyau de la projection Sp(W,k) ~ Sp(W,k) . On a un
isomorphisme

I ~ 
N

Selon les auteurs, l’un ou l’autre des groupes Sp(W,k) ou Sp(W,k) est appelé
groupe métaplectique. La représentation est appelée représentation métaplecti-
que, ou "de Weil".

2.5. Soient G un sous-groupe de Sp(W,k), G, resp. G , son image réciproque
dans Sp(W,k) , resp. Sp(W,k) . Dans la suite, on étudie exclusivement les repré-
sentations de G , resp. G , telles que ~r(±1 ) _ ±id V ( {±1 ~ désignant ici le
noyau de la projection Sp(W,k) --~ Sp(W,k)) , resp. 7r(z) = zidV pour tout 

Elles sont dites Il y a équivalence entre ces deux catégories de
représentations, ce qui permet de transporter sur l’une les notions définies pour
l’autre (par exemple la lissité). Une fonction f sur G telle que f(zg) = zf(g),
resp. f(zg) = z -1f(g) , pour tous g E G , est dite resp. 

2.6. Il y a différents modèles possibles pour les représentations p, et m, , en
particulier les modèles de Schrôdinger. Soit une polarisation complète
(i.e. X et Y sont deux sous-espaces totalement isotropes supplémentaires). Soit
S(Y) l’espace des fonctions localement constantes à support compact sur Y , à
valeurs complexes. On peut réaliser p~ dans S(Y) par :

pour peut écrier explicitement la représen-

tation 03C903C8 de Sp(W,k) ([15] th.2.2, [21] ] §1.13).

2.7. Pour k=R ou C , il y a des constructions analogues. On doit utiliser des
représentations unitaires au lieu de représentations lisses ([12], [21]). Quand
k=C , , il n’y a pas de revêtement non trivial de et est une repré-
sentation de ce groupe lui-même. On pose dans la suite Sp(W,C) .

2.8. Conservons la situation du §2.1, en supposant maintenant k global. On note

k~ le complété de k en une place v , 0 son anneau des entiers quand v



est finie, A l’anneau des adèles de k . Soit ~ un caractère non trivial de

A/k . Pour toute place v de k , fixons un modèle (p , S ) de la représentation
de H(W,k ) associée . 

v 
V

Notons a l’ensemble des places archimédiennes de k . Pour ~ est

un espace de Hilbert. Posons Sa (complète du produit tensoriel). Le
vEa

groupe lI H(W,k ) agit dans Sa . On note le sous-espace des vecteurs L
vea 

de cette représentation.
Fixons un réseau L de W(k) . Soit v une place finie de k , notons L

le complété de L dans W(kv) . Supposons v impaire, 03C8v non ramifié, et L
autodual, i. e (remarquons que ces hypothèses
sont satisfaites pour presque toute place v) . Le sous-espace des vecteurs de

Sv fixés par V X V est de dimension 1. Fixons un tel vecteur nor

nul sv , notons ~ le fixateur de sv dans Sp(W,k ) . C’est un sous-groupe
ouvert compact qui relève le stabilisateur de ^ v dans 

On peut définir le produit restreint fi Sp(W,kv) sur toutes les places de

k , relativement aux sous-groupes v . C’est une extension de Sp(W,A) par

fl3 {±1} , sommé sur les places non complexes. Ce dernier groupe s’envoie par produit
v

sur {±1} , notons N le noyau de cette application. On pose

Notons Sa le produit restreint 0 S , sur les places non-archimédiennes de k ,

relativement aux vecteurs sv , et Le produit tensoriel des 03C903C8v
définit une représentation % de Sp(W,A) dans S°° .

2.9. Variante. Essentiellement comme §2.4, on peut définir un sous-groupe Sp(W,A)
de Sp (W,A) x GL (S°°) , et une représentation ~ de Sp (W,A) dans SOO . On a un
isomorphisme

2.10. Les groupes H(W,A) et H(W,k) agissent dans SOO et dans son dual

(algébrique).

THÉORÈME. L ’ espace des formes linéaires sur S~ fixées pan H(W,k) est de d,c:-

1 ([6] ] th. 4 .1 ) .

Le théorème est un analogue adélique du lemme ci-dessous. Pour f E S (R)

(espace des fonctions de Schwartz sur R) , , définissons f 1 ’ f 1 E S (R) par

pour tout t E lR (on reconnaît l’action de certains éléments de H(R2,]R)) .



Lemfi.,e. - Soit g une forme linéaire ôun s(R) telle que £(f) = l(f1) = 
pour toute f e S ( R) . . Alors ÀZ existe c e C te&#x26; que

pour toute f E S(R) .

Soit une polarisation complète (définie sur k ). Pour toute place
v finie, resp. archimédienne, réalisons dans S(Y(k V )) , resp. v 

)) , ’

grâce au modèle de Schrôdinger. Alors et la forme linéaire 8

définie sur S°° par

engendre la droite des formes linéaires fixées par H(W,k) ([21] §16 à 20).
On peut déduire du théorème que l’extension Sp(W,A) (et a fortiori Sp(W,A))

est scindée au-dessus de Sp(W,k) , i.e. il existe un sous-groupe de Sp(W,A) ,
d’ailleurs unique, qui se projette bijectivement sur Sp(W,k) . On identifie
Sp(W,k) et ce sous-groupe.

Soit 8 une forme linéaire sur S°° fixée par H(W,k) , non nulle. Pour
s e S°’ et QE Sp(W,A) , on pose = 8 ° 

w, (a)s . Cela définit une fonction spé-
cifique (cf. §2.5) sur Pour toute place v archimédienne,
fixons un sous-groupe compact maximal K de Soit S° le sous-espace
des éléments de S~° qui sont K~-finis pour toute place v archimédienne. Si

ses° , alors 6 est une forme automorphe sur .

3. PAIRES REDUCTIVES DUALES ([6] §5).

3.1. Conservons la situation du §2.1. Soient U1’ Uz deux sous-groupes de

Sp(W,k) . On dit qu’ils forment une paire réductive duale si
(i) U1 et Uz agissent dans W de façon absolument semi-simple ;
(ii) U1 est le commutant de Uz dans Sp(W,k) et vice-versa.

3.2. Soient I un ensemble fini et pour i El, un espace symplectique sur
k et U(1)) une paire réductive duale dans Supposons que
W est la somme directe orthogonale des W~ . . Alors ( n , n U2 ) (i) est

iEI ici 
"

une paire réductive duale dans Sp(W,k) . . Réciproquement toute paire réductive
duale dans Sp(W,k) est un tel produit de paires U(1)) irréductibles,
i.e. pour lesquelles il n’existe pas de telle décomposition (non triviale).

3.3. Nous allons décrire la classification des paires réductives duales irréducti-
bles ([6] §5, [22] §18,27; on utilise [1] ch.10). Soit (U1’UZ) une paire réduc-
tive duale dans Sp(W,k) , irréductible. Deux cas se présentent.



Type I. Il existe une algèbre à division D de centre une extension finie sépara-

ble de k , munie d’une "involution" (i.e. d’un antiautomorphisme involutif) L ;

pour i =1,2 , un D-module Wi muni d’une forme  , >i D-sesquilinéaire

~i-hermitienne, où Ei E{±1} et clc2 = -1 , de telle sorte que

où pour i = 1,2 , U(Wi) est le groupe d’isométries de  , >i , et trD/k est la

trace réduite habituelle.

Type II. Il existe une algèbre à division D de centre une extension finie sépara-
ble de k , deux D-modules X1 et X2 , tels que-en notant et X*

son dual, on ait muni de la forme symplectique naturelle, et
.

3.4. Réciproquement de telles données définissent une paire réductive duale dans

Sp(W,k) , aux deux exceptions suivantes près, toutes deux du type I :

(a) D est commutative, D,~ k , W1 =D muni d’une forme quadratique ,

W~ est symplectique : dans ce cas le commutant de est Sp(W,k) tout

entier et non pas .

(b) D est une algèbre de quaternions munie de l’involution usuelle, = D

muni d’une forme antihermitienne; le commutant de est plus gros que

U(WZ,k) .
3.5. Variante. Soient U~, U~ deux sous-groupes algébriques de Sp(W) définis sur

k . On dit qu’ils forment une paire réductive duale algébrique (sur k) si pour

toute extension k’ de k , est une paire réductive duale dans

Sp(W,k’) . Il résulte de la classification ci-dessus que l’application
est une bijection entre l’ensemble des paires réductives

duales algébriques sur k et celui des paires réductives duales dans Sp(W,k) .

3.6. Plaçons-nous dans la situation du §2.2 ou 2.6 (i.e. k est local). Soit (U1’UZ)
une paire réductive duale irréductible dans Sp(W,k) et considérons le groupe

U1 . Sauf dans le cas ci-dessous, l’extension Sp(W,k) est scindée au-dessus de

U1 . Notons que ce ne serait pas vrai pour l’extension Sp(W,k) .

L’exception est le cas de type I où D est commutative, T =idr. , W1 est sym-

plectique et W~ quadratique. Alors Sp(W,k) est scindée au-dessus de

U1 (=Sp(W1,D)) si et seulement si la dimension sur D de V’2 est paire.

3.7. Conservons la situation du §2.2 ou 2.6. Soit une paire réductive
duale dans Sp(W,k) , notons U1 ’ ÛZ les images réciproques de U~ 1 et U 2 dans



Ces deux groupes commutent grâce au :

’LMMe.- Soient 1, 2 deux éléments de o., 03C32 leurs images dans
Sp(W,k). Si 03C31 et 03C32 commutent, alors 1 et 2 commutent.

On peut alors se demander s’il existe un lien entre les décompositions des
restrictions à U~ et ÎL de la représentation métaplectique . Un problème
analogue se pose globalement.

3.8. Placons-nous dans la situation du §1.1. Posons k = , ,W.=Q~ muni

de la forme quadratique définie par Q, muni d’une forme symplectique,

W=W~W~ . Alors U(W~) =0(Q) , =SL(2) . Ces deux groupes forment une

paire réductive duale algébrique dans Sp(W) . Soit une base symplectique
de posons ~Qe. , . Alors est une polarisa-’ 

Q 
’ ’ 

Q 
" ’

tion complète. Le modèle de Schrôdinger réalise la représentation métaplectique
de Sp(W,A) dans Ici l’extension Sp(W,A) est scindée au-des-

sus de et SL(2,A) , qu’on peut donc identifier à des sous-groupes de
Pour la fonction 6 (cf. §2.9) définit par restriction

une fonction sur 0(Q,A) xSL(2,A) . Soit e l’espace des fonctions ainsi obtenues.
Il contient l’espace e~ (cf. §1.4). Les matrices de Eichler-Brandt établissent
un lien entre la décomposition de e en composantes irréductibles pour l’action
du groupe SL(2,A) et son analogue pour le groupe 0(Q,A).

4. LES CONJECTURES DE HOWE.

4.1. Plaçons-nous dans la situation du §2.2 (k est local non archimédien). Soient

((jj ,S) un modèle de la représentation métaplectique de CU1’UZ) une

paire réductive duale dans Sp(W,k) , une représentation lisse irréducti-
ble spécifique de U1 (cf. §2.5). Supposons Hom1 (S,V1) ~ {0} . On dit alors que
q 1 dans (jo . Posons S(03C01) = nKer(f) , ’ où f parcourt Hom?j 
et SEiT.] ] = S/S(7r.) . ° Grâce au §3.7) ’ cet espace est muni d’une action de 1  2 .
On montre qu’il existe une représentation lisse de notée 6(V.)) ,
unique à isomorphisme près, telle que , muni de l’action produit
de 3. °

Conjecture.- Il existe un unique sous-espace 6(V.)’ de 03B8(V1) , invariant pa/L
, tel qae la représentation de 2 dans 6(V.)/6(VJ’ soit irréductible

([6] §6).

Admettons que cette conjecture est vraie, notons ’~ la représentation de ÏJ~
dans 03B8(V1)/03B8(V1)’ . On dit alors que 03C02 correspond à .

4.2. Quand k est archimédien, la conjecture analogue a été énoncée et démontrée

par Howe ([7] ; voir aussi [9]). Quand k est fini, une telle conjecture serait



fausse ( [8 ]) .

4.3. Plaçons-nous dans la situation du §2.7 (k est global), dont on utilise les

constructions. Soit une paire réductive duale algébrique (sur k) dans

Sp(W) . Soient i E {1,2} et une représentation admissible irréductible spé-

cifique (cf. §2.5) de U.(A) . D’après Howe, on dit que ~ri est automorphe si
i i 

N

elle intervient comne sous-représentation de la représentation de dans

l’espace des formes automorphes spécifiques sur (cette définition

diffère un peu de la définition habituelle).

Soit ~r1 une représentation admissible irréductible spécifique de 
Pour toute place v de k , il existe une représentation lisse irréductible 
de U1(k~) , unique à isomorphisme près, telle que ~r1 soit isomorphe à un pro-
duit tensoriel restreint ® ~1 ,v . Supposons que pour toute place v, ’~1 ,v
intervienne dans la représentation métaplectique 03C903C8v , et admettons que la con-v

jecture 4.1 est vraie. Soit 03C02 w 
la représentation de correspondant à

03C01 > V ’ 
. D’après le §6.3 ci-dessous, 03C02 > v 

est non ramifiée pour presque toute pla-
ce v, et on peut former un produit restreint 03C02 = ® qui est une repré-
sentation admissible irréductible de 

Conjecture.- Sous ces hypothèses, si 03C01 est automorphe, 03C02 l’est aussi ( [6 ] § 8) .

4.4. Soient (c~~,S) un modèle de la représentation métaplectique de Sp(~~,A) ,
V1 un sous-espace irréductible de l’espace des formes automorphes cuspidales
([2] §4.4) spécifiques sur U1 (k)BU1 (A) , ~r1 1 la représentation de U1 (A) dans V1 .
Soit v1 ~ V1 , ’ non nul. Alors v1 1 est à décroissance rapide. Pour s ~ So

(cf.§2.10), on peut définir une fonction sur par

Cette fonction est automorphe. Notons 8CV1) le sous-espace engendré par ces
fonctions quand s parcourt S° (il est indépendant du choix de v1) . Il est

stable par U2(A) . Supposons :
(i) la conjecture 4.1 est vraie ;
(ii) 6(VJ est contenu dans l’espace des formes cuspidales sur 
(iii) e (vl ) ~ {o} .

On montre alors ([16] th.I.2.2) que 8(V1) est irréductible et réalise la repré-
sentation TIZ . La conjecture 4.3 est donc vraie dans ce cas.

La condition la plus difficile’à lever semble être qui paraît liée à
la non-nullité de la valeur en un certain point d’une fonction L associée à 03C01
([17]).



5. LES RÉSULTATS DE KUDLA ([11]).

5.1. Plaçons-nous dans la situation du §2.2, soient D , W~ , W~ , e., e~
comme au §3.5 type 1 (à ceci près qu’on note W~ , les espaces notés W. ,

W~ au §3.5). Par convention on accepte que ou soit nul. Supposons

et anisotropes. Pour i=1,2 , soit H. =D~ muni de la forme

e.-hermitienne : 

Pour n E:N , soit la somme orthogonale de et de n copies de H..
i

C’est un espace du même type que W~~) . Notons son groupe d’isométries.i i

Soit l’ensemble des termes (n , ... ,n .,n’ ) tels que r z 0 , nj E :N ,
nj >_-1 1 pour j =1, ... ,r , n’ E:N n1 +. , , +nr + n’ 

= n . Les classes de conjugaison

de sous-groupes paraboliques de sont en bijection avec E(n) . Pour
e = (n ,...,n ,n’) E , un sous-groupe de Lévi L d’un parabolique P cor-

respondant à e est isomorphe à x Ui ’

Remarque.- Ceci n’est vraiment correct que si est connexe (algébriquement).
Mais même dans le cas contraire, on peut définir de façon ad hoc la notion de

sous-groupe parabolique pour que la description ci-dessus soit valable.

Soient maintenant n,m deux entiers, posons =W(n)1 ~ W(m)2 , muni de

sa forme symplectique (cf. §3.3). Alors est une paire réductive

duale dans L’image réciproque de resp. de 

dan s ne dépend pas de m, resp. n , à isomorphisme près (cela ne
serait pas vrai dans C’est cette extension qu’on considère

ci-dessous.

Soient de nouveau n E:N , i E{1,2} . Notons l’ensemble des termes

tels que e E £(n) , pour tout j =1,...,r , s. est une représentation lisse irré-

ductible cuspidale de est une telle représentation spécifique de
. Si 6 est une représentation de GL(t,D) , notons 6* la représentation

de GL(t,D) définie par 6*(g) = ô(T(tg _ 1)) . Soient c comme ci-dessus,
c = ((n1 ,... ,n_,n’ ) , ,81 ,... S_ ,~rc) E Ci .On dit que c et c sont équivalents si

r = r , ~rc = ~rc et s’il existe un sous-ensemble Rc { 1, ... ,r} et une permutation
s de l’ensemble {1,...,r} tels que pour j E {1 , ... , r} , 

si j~R , 03B4j =03B4*s(j) si j~R . Notons cl (c) la classe d’équivalence de c .



Pour c comme ci-dessus, on construit la représentation 03B41 ~ ... ~03B4r ~ 03C0c de
Le , qu’on prolonge en une représentation de Pe en faisant agir trivialement
le radical unipotent de Pe (sur lequel l’extension métaplectique est scindée).
Par induction (normalisée de telle sorte que l’induite d’une représentation unitai-
re soit unitaire) on obtient une représentation lisse de U~n) , notée I(c).
L’ensemble des sous-quotients irréductibles de I(c) ne dépend que de la classe
de c . Soit 03C0 une représentation lisse irréductible spécifique de (n)i .
Alors il existe c tel que 03C0 soit un sous-quotient de I(c) . La classe
de c est bien déterminée, on la note 

5.2. Soient n ~ N , (03C01,V1) une représentation lisse irréductible spécifique de

U(n) . ° Pour (U(n), U(m)) formant aire duale dans

(on suppose W(n,m) ~ {0}), on peut associer à 03C01 une représentation
lisse (03B8m(03C01) , 8m(V1 ) ) de U2 (cf. §4.1; éventuellement 8m(V1 ) _ {0}) . °

PROPOSITION. - Il existe un m que 03B8m(V1) ~ { 0 } .
Notons le plus petit entier m tel que gm(V1 ) ~ {0} .
THEOREME.- Supposons 03C01 cuspidale. Alors :

(i) 1 1 )(03C01) Côt irréductible Ct cuspidale i

(ü) ~,~ m>m(~r1) , 6m(V1) e~~ nan rr.u,Q, 6m(~1) e~~ e~ par5
cuspidale ([11 ] th.2.l; la démonstration utilise [16]).

5.3. Pour 03C01 lisse et irréductible non nécessairement cuspidale, on a le résul-
tat suivant. On note | | le caractère valeur absolue de GL(1,D) .

( 1 ) Pour tout m , de longueur finie.
(2 ) c = ( (n1, ...,nr,n’) , d 1, ... , s , E C (n) tel que Supp(03C01) = ci (c) ,

m tel que 03B8m(V1) ~ {0} et 03C02 un sous-quotient irréductible de 03B8m(03C01) .

Posons

Alors

(1) ôÀ bs 0 , Supp(03C02) * Ci d) , où d Ê est donné pAB

d =  n~ , ... ,n~ , i , ... , i ,m,~> > , ô ~ , ... , ô~ , i 1 ... , i 1 ~~~ , , i j ~~ ~ , , 8~~,cj ,~> > ;
(ii) ôà b >0 , alors on peut remplacer c pan élément équivalent, de 

sorte QUe n1 
* 
° ° ° * nb * 1 , ô i 

* Î Î a+b-1,° ° ° , ôb * Î Î a , °f Supp l’2 ) * Cl (d) , °Ù



6. LES RÉSULTATS DE HOWE

6.1. Plaçons-nous dans la situation du §2.2, soient D, ‘’d1, U2, U2 comme au

§3.3, type I. Notons OD l’anneau des entiers de D. Supposons :
(i) la caractéristique résiduelle de k est ~ 2 ;

non ramifiée;
(iii) D = k ou D est l’extension quadratique non ramifiée de k (et T est

l’élément non trivial de 

(iv) pour i =1,2 , il existe un réseau autodual Li dans Wi (i.e Li est

un OD-module de type fini, engendrant Wi sur D , et
Li = ~w E ~Q Li, OD) . "

On fixe deux tels réseaux L1, L2 .
THÉORÈME (Howe) .- Sous ces hypothèses, .ea, conjecture 4.1 1 vraie pour .ea, paire

duale (U1,U2) . °
6.2. Pour i = 1,2 , notons Ki le stabilisateur de Li dans Ui . C’est un sous-
groupe compact maximal de Ui et l’extension est scindée sur On peut
identifier canoniquement Ki à un sous-groupe de Ui .

Soient un modèle de la représentation métaplectique de Sp(W) ,
(03C01,V1) une représentation lisse irréductible spécifique de U1 intervenant dans

c~~ (cf. §4.1), la représentation lisse irréductible de Û2 qui lui

correspond grâce au théorème f~.1.

SÀ 
. VK11 ~ {0} , alors VK22 ~ { 0 } ( I 6 ] th . 7 .1. b ) .

(VK11, etc..., désigne le sous-espace des éléments de V1 fixés par K1) .
Pour i =1,2, notons l’algèbre des fonctions f sur il. à valeurs

complexes, antispécifiques (cf. §2.5), à support compact modulo et biinva-

riantes par K.. Cette algèbre agit dans SK1K2 grâce à . Notons H. 
1 

son

image dans . 

’ 

PROPOSITION.- On H1 =H2 ([6] th.7.1.c).

6.3. Exemple. Pour k = Qp , et pour la paire (O(Q,Qp), SL(2,Qp)) de l’exemple
3.8, HZ est l’algèbre engendrée par l’opérateur de Hecke La proposition

implique qu’il existe 1 
tel que h agisse comme T 

p 
2 dans Essen-

tiellement, c’est le rôle des matrices de Eichler-Brandt d’exprimer la valeur
exacte de h.



6.4. Donnons une idée générale des démonstrations des théorèmes 6.1 et 6.2. Posons
L = L1 ~ L2 cW . C’est un réseau autodual de iV . Notons ~k l’anneau des entiers

D
de k , posons C’est un sous-groupe de H(1~’,k) . Rappelons que
H(W,k) agit dans S . Le sous-espace SA des invariants par A est de dimension

1. Fixons s E SA , s0 ~ 0 . On a s Pour i =1, 2 , notons fl(Û. ) l’ al-

gèbre des fonctions sur Ui antispécifiques, à support compact modulo C  ,
biinvariantes par un sous-groupe ouvert de Ui . Cette algèbre agit dans S grâce
à c~~ . Un point central de la démonstration est le
THÉORÈME.- On a SK1 = H(Û ) s .

La démonstration est technique (!), utilisant le "modèle-réseaux" de la repré-
sentation métaplectique, qui est bien adapté à l’étude de l’action des sous-groupes
compacts.

Soient (~rl,V1) une représentation lisse irréductible spécifique de U1 in-

tervenant dans c~~ , (6(~r1),8(V1)) la représentation lisse de Û2 qui lui est
associée (cf. §4.1). On suppose V 1 1 ~ {o} .

N N

6.5. Soit V2 un quotient irréductible de 8(V~) . On a une surjection U1 x U2
équivariante S ~ V1~V2 . Comme K1 est compact, on en déduit une surjection

2-équivariante SK1 ~ VK11~V2 . D’a p rès le théorème 6.4 , SK1 = H C U s .
K N KKD’ où Û 1 K 1 ~V2 = H(U 2 )p (s ) . 0 En particulier 0 . hiais s p E S 

1 2 donc

p(s0) ~ VK11~VK22 , et VK22 ~ {0} .
6.6. Supposons la conjecture 4.1 fausse pour 03C01 . Alors 6(V1) a un quotient de
la forme avec V2 et V2 irréductibles. On a une surjection Û1x 2-équi-
variante S ~ V1 ~ (V ®V’ ) . Posons X = V 1 ~ (Û 2 ®V’K2) . On a de même une sur-
jection p : S 

1 2 
~ X , qui est H(U1//K1) X H(2//K2)-équivariante. D’après le

théorème 6.4, SK1 = d’où S 1 2 = De même

SK1 KZ = H (U //K ) s . ûn en déduit:

Lemme. - Soient Y un eôpace vectoriel sur C , A,B deux de

End(Y) , ye Y. Supposons
(i) Y=Ay=By ;
(ii) A et B commutent.

A le commutant de B dans End (Y) et 

Donc H(U1//K1) est le commutant de H(U2//K2) dans End(X) . Mais la projection



de X sur le facteur VK11~VK22 appartient à ce commutant et n’appartient pas à

H(U1//K1) . Contradiction qui démontre la conjecture pour 
Maintenant le §6.5 démontre le théorème 6.2.

6.7. Pour démontrer 6.1 quand V~ 1 est nul, on doit généraliser le théorème 6.4
et les raisonnements ci-dessus en remplaçant K1 et K2 par des groupes de con-

gruence convenables.

Notons que la démonstration de la conjecture pour k=R suit essentiellement

les mêmes chemins. Par contre la démonstration de l’analogue réel du théorème 6.4.

est très différente.
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