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PRINCIPE D’INCERTITUDE ET MICROLOCALISATION

[d’après C. Fefferman et D.H. Phong]

par Nicolas LERNER
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1. INTRODUCTION

Le principe d’incertitude, dans son expression la plus intuitive, 1 affirme qu’on
ne peut déterminer à la fois la position x d’une particule et sa quantité de

mouvement 03BE avec une précision arbitrairement petite. Il constitue donc une U-

à la localisation dans l’espace de phase (V,a) ( V espace des (x,03BE) ,
V = ~ x ]R~ ~ a est la forme symplectique) . Considérons une famille ~ _ (E ) vEN
d’ellipsoïdes recouvrant l’espace de phase, i.e.

où gv est une forme quadratique définie positive et X un point de V . La

famille E respecte le principe d’incertitude s’il existe une constante h telle

que, pour tout v ,

où g~ est la forme quadratique duale de a par rapport à la forme symplecti-
que. Rappelons la définition de g : la forme symplectique a s ’ identifie avec

cj : V -~ V*, -0, o(X,Y) = . La forme quadratique g s’iden-

tifie avec g : V --~ V* , g* = g , 1 g > 0 , g(X,Y) = On définit

alors d* g" ~ o : c’est une forme quadratique définie positive sur V . Par

exemple si

le principe d’incertitude (1.1) s’écrit

La version quantique du principe d’incertitude est que les opérateurs de

position x . et de quantité de mouvement Q i ~ ~xj ne commutent pas. Utilisant

cette remarque simple et profonde, il est facile d’établir les classiques "relations
d’incertitude". Considérons un oscillateur
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On a l’identité (norme et produit scalaire L2 )

On obtient donc

Réutilisant (1.3) pour An = 1 et mirmnisant, 1 il vient également

La quantité 2 dans (1.4) est un invariant symplectique de la forme
quadratique Q noté Tr+Q ( [ 21 ], [17], [ 18 ], [19] ] ch. 22). L’inégalité (1.4) est
optimale, i.e. la plus petite valeur propre de Q est 2~ Tr+ Q. Il y a évidem-
ment un lien entre l’analyse microlocale des équations aux dérivées partielles et
la mécanique quantique, celle-là cherchant notamment à "quantifier" des partitions
plus ou moins raffinées de l’espace de phase.

2. MICROLOCALISATION ET PARTITION DE L’ESPACE DE PHASE

2.1. Le calcul de Weyl - Hörmander

Nous décrivons ici brièvement la présentation des opérateurs pseudo-différen-
tiels donnée par Hormander [18] ] ([19] ] ch. 18). Soit (V,a,g) un espace vectoriel

symplectique riemannien. Les symboles de poids m ( m est une fonction sur V à

valeurs strictement positives) sont les fonctions a E C°°(V) dont la croissance

est contrôlée par g, i.e.

On dira dans ces conditions que a appartient à S(m,g) . Cette métrique g in-

duit une localisation dans l’espace de phase : en tout point X E V (e.g.
X = (x, ~) E un voisinage pertinent est la gX boule de centre X et de

rayon fixé. Il est clair d’après des contre-exemples classiques [4] ] que des con-
ditions doivent être imposées à g si on désire disposer d’un calcul pseudo-dif-
férentiel intéressant (e.g. les symboles d’ordre 0 (poids 1 ) se quantifient
en opérateurs bornés sur L2 ). Hörmander, à la suite des travaux de R. Beals et
C. Fefferman [2], [3], [1] ] a dégagé les trois conditions simples suivantes.



(i) La métrique g va>r,i.e C > 0 que, poun tout

(X,Y)

Notons que les fonctions poids m dans (2.1) sont astreintes à varier lente-

ment (i.e. il existe C tel que, pour tout (X,Y) , r implique

m~  m(X)m(Y)-’ _ C ) et à vérifier )~ . La pre-
mière condition (i) de variation lente ne fait pas appel à la structure symplecti-

que de l’espace de phase et permet d’obtenir de bonnes partitions de l’unité de V
+m

i.e. S (p (X) = 1 , la somme étant localement uniformément finie et (p étant

de poids 1 uniformément (i.e. sup ~03C6(k)03BD~g03BD = Ck  + ~ , g03BD étant la métrique
sur le support de (p ). Cette condition est en fait la seule hypothèse de "régu-
larité" utile : si (i) est vérifiée, on peut construire une métrique riemannienne

uniformément équivalente à la précédente. La condition (ii) est une version du

principe d’incertitude ; notons que g étant une forme quadratique définie posi-
n

tive, on peut supposer (cf. [ 19 ] ch. 21 ) g = 7 hj (dy2j + avec

a =  d~j A dyj . La condition (ii) signifie alors max hj ~ 1 .
La condition (iii) est liée au lemme de Cotlar sur la presque-orthogonalité

([5], [19] ] ch. 18) et permet de traiter les interactions à longue distance dans

l’espace de phase.
On quantifie les symboles par la formule de Weyl [26], aW désignant l’opé-

rateur quantifiant a . On a

03B8 = (,) , 03B8 . M étant l’opérateur autoadjoint x . x +  . D .
Notons également la formule utilisée dans [25],

où l’opérateur de symétrie de phase ~ unitaire et autoadjoint sur L2 , est

défini par

L’intérêt de cette quantification réside dans son invariance symplectique qui



s’exprime par la formule de Segal [23] ([19], ch. 18). Pour toute transformation

symplectique linéaire X , y il existe U unitaire sur L2 avec

( U est élément du groupe métaplectique, revêtement à deux feuillets du groupe
symplectique). La formule de Weyl est plus (anti) symétrique que la formule usuelle
et présente notamment l’avantage de quantifier en opérateurs (formellement) auto-

adjoints les symboles réels (notons que cette dernière propriété n’est pas carac-

téristique de la quantification de Weyl ; c’est la formule d’invariance symplec-

tique (2.9) qui caractérise la formule de Weyl). Rappelons également l’expression
de la formule de Leibniz (composition des symboles) dans ce cadre, a # b dési-

gnant le symbole de a b . On a

La forme asynptotique de (2.10) est

Notons que les deux premiers termes sont ab + 2014y ~a,b~ , ( ~ ) désignant le cro-

chet de Poisson. Notons également que (-1)N 

THÉORÈME 2.1.- 1) Si a E S(l,g) (2.2) , â ~ (L2) .

2.2. L’inégalité de Fefferman - Phong

La problématique générale des inégalités de Gârding est la suivante. On cher-
che à déterminer l’ordre de grandeur de la plus petite valeur propre d’un opéra-
teur (pseudo) différentiel moyennant une condition sur son symbole. Cette question

est non seulement intéressante en elle-même (e.g. Etude du spectre d’opérateurs
de Schrôdinger -A+V(x) ), mais elle joue un rôle central en équations aux dé-

rivées partielles. En effet, les estimations a du type

(cf. e.g. [8], [19], ch. 27) peuvent être évidemment reformulées en termes de



positivité de P* P . C. Fefferman et D.H. Phong [9] ] ont obtenu une inégalité avec

gain de deux dérivées en développant des méthodes d’analyse micro locale non homa-

gène inaugurées par R. Beals et C. Fefferman [2] ] pour prouver une partie des oon-

jectures de Nirenberg et Treves [22] ] sur la résolubilité locale d’EDP. On a le

théorème suivant, Su désignant les symboles a E tels que

(les semi-normes de a sont les meilleures constantes C o ) -op

THÉORÈME I.- Soit a ~ S  , a ~ 0 . Il existe C ne dépendant que. d’un nombre

fini fixé de semi-normes de. a que

Ce théorème affirme par conséquent qu’une condition suffisante pour qu’un opéra-
teur d’ordre 2 soit semi-borné (inférieurement) sur L2 est que son symbole
soit positif (ou borné inférieurement). Notons également que ce théorème se gé-
néralise sans difficulté nouvelle aux classes introduites dans le paragraphe 2.1

([19], ch. 18). Donnons une idée de la preuve de ce résultat.

a) Décomposition de Calderon - Zygmund
On peut aisément se ramener au cas p. = 2 et, utilisant la terminologie du

paragraphe 2.1, on a

La première idée est d’utiliser un découpage de l’espace de phase qui dépende de
la fonction a elle-même. Il existe une métrique g conforme à G

(gx = ~, (X)’’ A(X) telle que

et a E S (À-2,g) . En outre g est une bonne métrique (i.e. vérifie les proprié-
tés (2.3) (2.4) (2.5)). On remarque ensuite que la positivité de a permet de

supprimer les termes a’ (X) ) |gX et a"’ (X) ) |gX dans l’expression de À-2 : ces

termes sont majorés par les autres.

b) 

On a avec 03BB2 (X) ~ 1 + a (X) + |a" (X) |gX . °
. Si a N À-2, a est équivalent à son poids (et à cause de la lenteur de g

(2. 3) , le reste sur une g boule). Il s’agit de "boites" elliptiques :
E S(À-,g) et la positivité de â en découle aisément.

. Si ~,2 N 1 , alors a est un symbole de poids 1 donc borné sur L2 ; ces

boîtes sont négligeables.



2. Si ~,2 N ~a"~g , ~ il y a une direction dans laquelle a" est elliptique, e.g.
~2a ~03BE21 elliptique (i.e. équivalent à son poids symbolique). En utilisant le théorème
des fonctions implicites, on obtient facilement

où 03BE1 E S (À,g) et où b est un symbole positif ne dépendant pas de E1 . Ces
boites sont non dégénérées.

c) Récurrence sur la dimens ion

Le symbole b = b(x1,x’,E’) peut être associé à un opérateur sur 
et une récurrence sur la dimension permet de conclure.

Notons que de nombreux points techniques sont occultés par ce bref résumé qui pré-
tend seulement donner les grandes lignes de la preuve.

2.3. Commentaires

Cette inégalité est très forte dans le sens où on peut trouver des opérateurs
d’ordre strictement supérieur à deux de symbole positif et non semi-bornés sur
L2 . Néanmoins, certains opérateurs semi-bornés d’ordre 2 ont des symboles ten-

dans vers -~ comme |03BE| dans certaines directions. Ce dernier phénomène est

typique de l’oscillateur harmonique (1.2, 1.4) et a mené C. Fefferman et D.H. Phong
à une formulation du principe d’incertitude ([10], 1 [11], [12], [13], [14]) plus
souple que celle qui s’appuie sur des quantités comme la trace+ du Hessien

([21], [18], [19] ch. 22).

Si a(x,E) est le symbole d’un opérateur (pseudo) différentiel autoadjoint A,

la première version du principe d’incertitude disait que chaque boite de volume

symplectique 1 (e . g.  b- ~ ~ ) ) devait compter pour une

valeur propre. Par conséquent, le nombre N (~,) de valeurs propres inférieures. à À

devait être donné par le volume de

On peut voir aisément que cette fornule classique, correcte dans les cas ellip-

tiques [15] ] ([19] ] ch. 17 , 1 29) est grossièrement fausse pour des opérateurs de

type 1.2 (e.g. avec n = 2 1 ). Au lieu de mesurer l’importance
d’une partie E de l’espace de phase par son volume symplectique, on examinera

le nombre de cubes unité "tordus" (i.e. image par transformation canonique du

cube unité) disjoints qu’on peut placer dans E . Nous verrons que, pour n ~ 3

et des opérateurs de Schrôdinger, on a N (~,)  Vol~ (S (a,~,) ) [24], mais que dans

l’exemple 1. 2 ci-dessus, (S (a,À)) pour À proche de 1 : l’ensem-

ble S (a, À) bien que de volume très grand est sans importance.



3. LE PRINCIPE D’INCERTITUDE REVISlTÉ

3.1. Théoràne

Soit a un symbole E S(A2,dx2 + A22 = G) . Soit ~ une transformation ca-

nonique (~* (~) = 0) telle que

Qo étant une ro boule de volume 1 centrée en 0 Q

étant une G boule centrée en V (0) . On suppose

pour 1 ~ k ~ L .

(Notons que lorsque (3.2) est vraie pour tout k , a o 0 E S (112,A S ro ) ) .
Si @ vérifie (3.1) et (3.2) pour 1 ~ k ~ L avec un ô > 0 , on dira que
est une transformation test de type (L,ô) .

THÉORÈME II.- pauh e > 0 donné, il existe (L ,ô ) tels que a E S (A2 ,G)
ut et 

(3.3) min ( max ~ transformation 0(Qo)
test de type 

Ce théorème donne donc une condition suffisante pour que â soit semi-borné

inférieurement par il suffit de s’assurer que le maximum du symbole sur
certaines boîtes test de volume 1 (les D(Qo) ) est ~ A~ .

Rappelons le théorème d’Egorov [7], [16], [6], [12] ] ([19], ch. 25), un outil

essentiel, avec le théorème I, dans la preuve du théorème II.

THÉORÈME 3.1.- Soit G une forme quadratique définie positive et X 

formation canonique x : QG - QG , où QG et G sont des G-boules. Suppo-
sons

Alors si a E S (A2 , G) réel s upporté dans Q , on a a o x E S (A2 , G) et

(a o = U* â U + R, où U un opérateur (intégral de Fourier) borné s un L2

d où la norme  (L2) de R ne dépend que d’ un nombre fini fixé de semi-normes

de a et de x .

3.2. Une idée de la preuve

Comme dans la preuve du théorème I, on utilise une décomposition de Calderón -

Zygmnd du symbole non-négatif a. Évidemment, les boîtes "elliptiques" ne po-
sent pas de problème et vu l’hypothèse (3.3), il n’y a pas de boîtes négligeables.



Il reste donc les boîtes non dégénérées et, en utilisant les remarques de la

preuve du théorème I, ainsi que le théorème d’Egorov, il est facile de se ramener

à l’étude d’une équation de Schrodinger avec un potentiel pseudo-différentiel

La preuve du théorème II s’effectue par récurrence sur la dimension et le

point clé est le théorème suivant, également prouvé inductivement.

Si A est un opérateur autoadjoint et K un scalaire, on notera A A K le

minimum (au sens spectral) de A et de K ; on a

THÉORÈME 3.2.- Si a et b sont des symboles positifs de S (A2 ,G) , on a

La preuve du théorème 3.2 est longue et technique et s’inspire de l’étude de

l’opérateur de Schrodinger associé à ~2 + V (x) , où V (x) >_ 0 avec

IDa V(x)  C A2 . L’hypothèse est

Il vient max V(x) >_ 2- K , en utilisant la famille de cubes
1 /2

Par ailleurs, le comportement de V est presque polynômial :

Remarquons que si P est un polynôme de degré ~ d sur [0,1] , ,

Il existe donc un intervalle I c: [0,1] ] de longeur 1 2 C-1d i tel que

En appliquant ces remarques à V (x + ~K-~ ~2 ) , il vient

et par suite



soit le résultat.

3.3. Conclusion

Le développement des méthodes de C. Fefferman et D.H. Phong a également donné
de nombreux résultats pour l’équation de Schrodinger [14]. Nous avons donné à la
fin de la section 3.2 (essentiellement) la preuve du "Main lemma" de [ 14 ] .

Notons que les problèmes ouverts sont nombreux et que, 1 par exemple, 1 pour les
conditions suffisantes du type tr+ a >_ 0 , les résultats optimaux ne sont

pas connus (c6. [18] ] pour une inégalité avec gain de 6/5 ). L’univers des sys-
tèmes semi-bornés ([20], [17]) reste assez peu exploré.

Les idées nouvelles foisonnent dans ces travaux : microlocalisation au "ni-

veau II" (cf. [14]), i.e. décomposition de Calderon - Zygmund qui donne une décan-

position de Fefferman - Phong des symboles non négatifs en trois volets, réduction
du nombre de variables, nouvelle vision du principe d’incertitude. Nous renvoyons
le lecteur curieux des raffinenents de ces méthodes à la difficile et intéressante

discussion du paragraphe 4 de [14].
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