Asterisque

JOSEPH OESTERLE
Dégénérescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham

Astérisque, tome 152-153 (1987), Séminaire Bourbaki,
exp.n° 673, p. 67-83

<http://www.numdam.org/item?id=SB_1986-1987__ 29 67_0>

© Société mathématique de France, 1987, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique 1’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SB_1986-1987__29__67_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BOURBAKI Novembre 1986
39éme année, 1986-87, n° 673

DEGENERESCENCE DE LA SUITE SPECTRALE DE HODGE VERS DE RHAM
[d'aprés Deligne et Illusie]

par Joseph OESTERLE

Introduction

Soit X wun schéma propre et £isse sur un corps k (ou pour ceux qui préfé-
rent une variété algébrique camplé&te non singuliére définie sur k ). Les germes
de formes différentielles sur X , avec la différentielle extérieure, forment un
complexe de faisceaux Q;(/k sur X appelé le complexe de De Rham. Son hypercoho-
mologie, notée HBR(X/k) , s'appelle la cohomologie de De Rham de X et est 1'abou-
tissement d'une suite spectrale régulidre
(1) 'Y = 8 () = H ()
appelée suite spectrale de Hodge vers De Rham.

Les espaces vectoriels Hj (X,Q)i(/k) et HISR(X/k) sont de dimension finie
sur k . Notons leurs dimensions hlrJ] et b -

THEOREME 1.- Supposons k de caractéristique 0 . On a b = .+E' h''J pour tout
i+j=m
m20.

Cet énoncé peut se reformuler de la fagon suivante :

THEOREME 1'.- Supposons k de caractinistique 0 . La suite spectrate de Hodge
vers de Rham dégénere en E, .

Jusqu'en 1984, toutes les démonstrations du théordme 1 utilisent comme ingré-
dient essentiel la théorie de Hodge qui &tablit l'analogue de ce théoréme pour une
variété analytique camplexe k&hlérienne compacte.

La premiére démonstration n'utilisant pas la théorie de Hodge est due 3 Fal-
tings : compte tenu de 1'égalité de la dimension b de HgR(x/k) sur k etdecelle
du groupe de cchamologie &tale l—fgt(x X E,Qp) sur a)p (8galité obtenue en com-
parant sur € les cohomologies étale, singulidre et de De Rham), ainsi que de chan-
gements de base standard, le théoréme 1 se déduit du résultat suivant, amnoncé par
Faltings en 1985 ([Fa]) et qui résout une conjecture de Tate :

Soit k un corps de caractéristique 0 , camplet pour une valuation discrate

S.M.F.
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J. OESTERLE

3 corps résiduel parfait de caractéristique p>0, X wm schéma propre et lisse
sur k, C le complétéd d'une cloture algébrique k de k (sur lequel Gal (k/k)
agit par continuité), X, ¢ Gal(k/k) — Z. le caractdre cyclotomique et C(n) le
C-espace vectoriel C sur lequel Gal (k/k) agit par (0,x) = o(x)xp( o) . 0na
alors une décamposition de Hodge - Tate ( C-linéaire et campatible & 1l'action de
Gal (k/k) )

H3 % K@) ®@p c~ o ) (K, ) B C-1)) -

Kato ([Kal), lorsque X est projectif, puis Fontaine et Messing ([F;M]) lors-
que X est propre, montrent que les conclusions des théorémes 1 et 1' restent va-
lables lorsque k est un corps parfait de caractéristique p > 0 , pourvu que l'on
ait dim X< p et que X se reléve en un schéma propre et lisse sur l'anneau
W(k) des vecteurs de Witt de k . Des arguments standard permettent d'en déduire

les théordmes 1 et 1' dont on cbtient ainsi la premiére démonstration purement algé-
brique.

Deligne et Illusie ([D;I]) améliorent les résultats de Kato, Fontaine et
Messing. Leur démonstration, objet du présent exposé, est étonnamment &lémentaire.
Ils obtiennent en particulier :

THEOREME 2 (Deligne - Illusie) .- Supposons k de caractiristique p >0 . St X
admet un nelevement plat sun £'anneau Wa(k) des vectewws de Witt de Longueur 2

sut k,oma b = Z h*'d pour tout m<p .
m  i+j=m

Lorsqu'on omet 1'hypoth@se concernant 1'existence d'un relévement plat
sur Wz (k) , des contre-exemples (c§. 7.1) montrent que la conclusion du théoréme 2
n'est plus nécessairement vérifiée. Si X satJ.sfaJ.t aux hypoth&ses du théoréme 2
et si l'ona dimX<p, l'égalité b = +§=m ni73  vauten faitpour tout m (cf.
§ 6) ; on ne sait pas si ceci reste vrai lorsque dim X2 p+1 .

Le théordme 2 est obtenu comme conséquence de résultats beaucoup plus précis
sur le complexe de De Rham de X , pour 1'énoncé desquels nous renvoyons aux §5
et § 6. Ces résultats fournissent &galement des renseignements sur 1'cbstruction a
relever un schéma propre et lisse sur un Corps parfait k de caractéristique
p > 0 en un schéma plat sur Wz (k) (cf. § 6).

Raynaud a remarqué que les résultats de Deligne et Illusie permettent d'obte-
nir un théoréme d'annulation de type Kodaira en caractéristique p > 0 :

THROREME 3 (Raynaud) .- Soit X un schéma connexe projectif et Lisse de dimen-
sion n Awr un conps k de caractinistique p >0, admettant un ncﬁévemeni plat
swi W (k) . Soit L un faisceau inversible ample sur X . Ona Y (x,ch/k(Z)L)
pour i+3 > sup(n,2n-p) (ou ce qui nevient au meme par dualite de Serne

Hj (X,Q;/k ®L-1) =0 powr i+3j<inf(n,p) ).
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(673) SUITE SPECTRALE DE HODGE VERS DE RHAM

Cela fournit, par les mémes arguments de changement de base que précédemment,
la premiére démonstration non transcendante du théoréme d'annulation classique :

COROLIAIRE (Kodaira - Akizuki - Nakano) .- Soit X un schéma connexe profectif et
Lisse de dimension n tur un conps k de caractéristique 0 , et s0it L un
faisceau inversible ample sur X . On a HI (x,n;(/k ®L) =0 pouwr i+3j>n .

1. UNAPER(;UDEIATHfDRIEDEHOD(E

1.1. Camplexe de De Rham d'une variété différentielle campacte

Soit X une variété différentielle réelle campacte de dimension n . Notons
Qi (X) 1l'espace vectoriel des formes différentielles de classe C. et de degré i
sur X , et d la différentielle extérieure. Le complexe de De Rham &* (X)

) 00— @0x Ha1®) —...- Lo — 0

est un camplexe elliptique (i.e. pour tout x € X et tout E € TX(X)* non nul, les
symboles des opérateurs différentiels intervenantdans (2) appliquésad E forment une
suite exacte). Ses groupes de cohamologie, notés I-%R(X,R) , sont donc des espaces

vectoriels de dimension finie sur R . Ils s'identifient aux groupes de cohomologie
du faisceau localement constant R , car les faisceaux de formes différentielles ot

sont fins et forment une résolution de R .

Supposons maintenant la variété X munie d'une métrique riemannienne. On en
déduit des métriques sur les fibrés At (T(X)*) et une forme volume dV sur X ,
d'oll des produits scalaires sur les espaces vectoriels Qi(x) , définis
par <w,w'> = fx <w ,w>dV . Il existe un (unique) opérateur différentiel d* ad-
joint de d par rapport § ces produits scalaires. L'opérateur différentiel
A = d*d+dd* est appelé Le Laplacien. On a <Aw,w> = <dw,&> +<d*w,d*w> . Pour
qu'une forme différentielle w vérifie Aw =0 , il faut et il suffit que 1'on
ait dw =d*» =0 . On dit alors que w est haumonique. Notons #" 1'ensemble
des formes harmoniques de degré m . Le théonlme de Hodge - De Rham affirme (entre
autres) que l'application linéaire cancnique K" — H;'R(X,]R) est bijective pour
tout m>0 .

1.2. Le cas des variétés analytiques camplexes campactes

Soit Y une variété analytique complexe compacte de dimension n . Notons X
la variété différentielle réelle de dimension 2n sous-jacente, et Qi'j le
faisceau des formes différentielles de classe C. sur X & valeurs complexes et de
bidegré (i,j) . Alors iﬁ?j Qi’j(X) est le complexifié? de Q* (X) et 3 ce titre
est muni d'une conjugaison complexe pour laquelle @1+/J(X) = QI+l (X) . La différen—

tielle extérieure d se décampose en d'+d" , avec d' et d" bihamogénes de
bidegrés (1,0) et (0,1) respectivement.
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J. OESTERLE

Pour tout i =2 0 , le complexe

(3) 0 — a0 I ghrlg 4% @ gl o

est elliptique, et ses groupes de cohomologie, notés H ,’.J , sont donc des espaces
vectoriels de dimension finie sur T . Notons QY le faisceau sur Y des formes

différentielles holomorphes de decré i . On a des isamorphismes canoniques

(a) o) ~ B (v,0))

car les faisceaux Q3 sont {ins et forment une résolution du faisceau Qt sur
1'espace topologique Y = X (lemme de Dolbeault).

Notons I{;R(Y €) les groupes de cohomologie HER(X R) ® € du complexe
Q* (X) ®]Rﬂ: . Ce camplexe est le complexe simple associé au blcomplexe (@ ’J(X)) :
la filtration du bicamplexe par le premier indice fournit la suite spectrale de
Hodge vens De Rham
) g =md sy = o,
dont les différentielles d'’J sont déduites de a' .

On déduit de cette suite spectrale 1l'existence d'une filtration sur HanR(Y,ﬂ:) p
appelée {Ltrhation de Hodge, dont le gradué associé est G9El pmei . Camme Ei'j est
un sous-quotient de EJ;’J , on a, en posant b = dim X-%‘R Y,C) et
ntd = aim wv,ay)
6) b < I nird,

i+j=m
avec égalité pour tout m = 0 si et seulement si E,i’ = Ei'j quels que soient
i,j , c'est-d-dire si et seulement si la suite spectrale (5) dégénére en E, .
Choisissons maintenant une métrique hermitienne h sur Y . Alors g = Reh

est une métrique rlemannienne sur X , et pour le produit scalaire associé sur
(%) ® C (cg. 1.1), les espaces R ’J(X) sont deux & deux ort-hogonaux. La théo-
rie de Hodge appliquée au camplexe elllpthue (3) montre que si H i3 désigne le
noyau de A" = d"*d" + 4d"d"* dans Q 'j(x) , l'application linéaire canonique

ute 3 — Hé,,:’ est bijective.
En général, les formes w € ut ne sont pas hawmoniques, car il n'existe pas

de lien simple entre A" et A = d*d + dd* .

1.3. Théorie de Hodge pour les variétés kdhlériennes
Reprenons les notations de 1.2. La partie imagiraire d'une métrique hermi-
tienmne h sur Y est une 2-forme différentielle de type (1,1) sur X . On dit

que h est ki#hlérienne lorsque cette 2-forme est fermée ; ceci &quivaut a 1'exis-
tence au voisinage de tout point de Y d'un systéme centré de coordonnées locales
(B3 3. i = gt *
(2y) | cqen, G2NS lequel h\'azg_’ 5om) = 608 + o(]|z]) . Les laplaciens A = d*d+dd* ,
A' = 4d'*d'+d'd'* et A" = d"*d"+4d"d"* sont alors liés par les &galités
= 2A' = 2A" , de sorte que toute forme harmonique w vérifie
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(673) SUITE SPECTRALE DE HODGE VERS DE RHAM

d'w=3d"w =4ad"*w = d"*w = 0 , et que 1'on a, avec les notations de 1.1 et 1.2, la
décomposition de Hodge
(7 Hee= & 1.
i+j=m
De plus, puisque A commute & la conjugaison complexe, on a
(8) Hilj = HJ'l .
THEOREME 4.- Soit Y une vaniété analytique complexe compacte kihlirienne (i.e.
sun Laquelle AL existe une métrnique kdhlénienne).
ayna b = Z nisd quel que 404t m .
L
b) On a hlrsJ =hJrl quels que solent i et j .
c) La suite spectrale (5) dégénere en Eq .
d) Ona & =0 pour toute forme différentielle holomonphe sur Y .

e) Pour tout m , L'entier b
me;éO pour 0 <m<n.

ome1 AT pain ; 44 Y est de dimension n , on a

Les assertions a) et b) résultent de (7) et (8), et c) équivaut a a) (cf. 1.2).
L'assertion d) traduit la nullité des différentielles di" 0 de la suite spectrale
(5), nullité qui résulte de c). Le fait que b, ..
conséquence immédiate de a) et b). Supposons Y de dimension n et soit h une

métrique kdhlérienne sur Y . La 2-forme o = Imh est alors fermée. On a donc

d™ =0 pour tout m . Si "

soit pair pour tout m est une

était exacte pour un entier m, 0<m<n, il

en serait de méme de W , ce qui est absurde car T est la forme volume associée

a4 h . Ceci prouve que me#O pour 0 <m<n.

1.4. Exemples de variétés analytiques camplexes non k#hlériennes

a) Soit G (resp. L ) le groupe des matrices /é 2 g) avec a,b,c dans C
(resp. dans Z + Z i ) . La variété analytique camplexe Y = G/L est compacte.
Notons w1, w2, ws les formes différentielles holamorphes de degré 1 sur Y,
invariantes sous l'action de G et induisant sur l'espace tangent 3 G en 1'élé-
ment neutre les formes linéaires qui a § §§) associent u , v et w respecti-
vement. On a dws = w1 A w2 # 0 , de sorte que Y n'est pas kdhlériemne. En re-
marquant que la suite spectrale (5) peut se calculer 3 l'aide du bicamplexe des
formes différentielles invariantes, on montre d'ailleurs que l'on a h°’' = 2

et h'°=3,donc h'° #h%"' , et b, =4 <h'° +ho’" .

b) La surface de Hopf est le quotient de T2 - {(0,0)} par le groupe de trans-
formations engendré par (z,w) > (22,2w) . C'est une surface analytique complexe
compacte, homéamorphe & $3 x §' (pour le voir, utiliser 1'homéomorphisme &vident
entre C2 - {(0,0)} et 53 x ]RI) . En particulier pour cette surface, by est
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J. OESTERLE

égal & 1 , donc impair, et b, est nul. La surface de Hopf n'est donc pas k&hlé-
rienne, ni méme homéamorphe & une variété kdhlérienne.
1.5. Exemples de variétés analytiques camplexes kdhlériennes

a) Il existe sur l'espace projectif PR (C) une unique métrique hermitienne h
invariante par le groupe unitaire U(n+1) pour laquelle les droites (camplexes) de
PR (T) sont d'aire 1 ; on l'appelle la métrique de Fubini - Study. Camme toute for-
me différentielle de classe C  de degré impair sur la variété différentielle sous-

jacente & PN (TC) invariante par U(n+1) est nulle, la 2-forme Imh est fermée
et h est une métrique k&hlérienne.

b) La restriction de h & une sous-variété analytique Y de PR (L) est une
métrique kadhlérienne sur Y . (Lorsque la sous-variété Y est campacte, on sait
d'aprés un résultat de Chow ([Ch 1]) qu'elle est l'ensemble des points camplexes
d'un sous-schéma propre et lisse de 1'espace projectif.)

c) Il existe des variétés kdhlériennes campactes qui ne se plongent pas dans un
espace projectif : c'est le cas par exemple des tores analytiques camplexes qui ne
sont pas des variétés abéliennes. Pour qu'une variété k#hlérienne campacte connexe Y
se plonge dans un espace projectif (et donc soit algébrisable), chacune des condi-
tions suivantes est nécessaire et suffisante :

- il existe une métrique kdhlérienne h sur Y , telle que la classe de cohomo-
logie de la 2-forme Imh appartienne & H2(Y,0) ([Kol) ;

- le degré de transcendance sur € du corps des fonctions méromorphes sur Y
est égal a4 la dimensionde Y ([Mo]).

2. HYPERCOHOMOLOGIE D'UN COMPLEXE DE FAISCEAUX (DE GROUPES ABELIENS)

Saud mention du contraire, tous Les gaisceaux et morphismes de faisceaux con-

s4denes dans cet exposé sont des faisceaux et monphismes de faisceaux de groupes
abéliens.

2.1. Faisceaux acycliques

Un faisceau A sur un espace topologique X est dit acyclique si 1'on a
H*(X,A) =0 pourtout n=1 : A est en particulier acyclique s'il est injectif,
ou flasque, ou fin ou mou lorsque X est paracompact, ou un Ox—n'odule quasi-
cohérent lorsque X est un schéma affine.

2.2. Soit A* un complexe de faisceaux sur un espace topologique X . On peut
trouver une suite de complexes de faisceaux acycliques (F*/R),>, et de morphismes
de complexes

(9) 0 — A¥ — F*/0 — FX/1 —

qui soit exacte. On en déduit un bicamplexe de groupes abéliens F*/*(X) , dont
nous noterons d' et 4" les différentielles de bidegrés (1,0) et (0,1) . La
oohamologie du complexe simple F*(X) associé est l'aboutissement d'une suite
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(673) SUITE SPECTRALE DE HODGE VERS DE RHAM

spectrale réguliére

(10) B =\ e = 1)

dont le terme EJ;"J est canoniquement isamorphe a oy (X,Ai) puisque Fle* est
une résolution acyclique de At pour tout i .

2.3. Hypercohamologie (cf. [EGA], III, § 11)

A iscmorphisme canonique prés, la suite spectrale (10) ne dépend pas du choix
des F''3 | 11 en est donc de méme des groupes HU(F*(X)) . On les note HV(X,A*) :
ce sont £es groupes d'hypercohomologie du camplexe de faisceaux A* . La suite
spectrale (10) s'écrit alors :

(11) g3 -l (x,4Y) = E(x,4%)
et est appelée premire suite spectrale d'hypercohomologie de A* . Elle est fonc-

torielle en A* . Ses différentielles dJ;" I, Ei" I Ei‘+l’ J sont celles déduites
de la différentielle de A* .

2.4. Propriétés de 1'hypercochamologie (Loc. cit.)
Soit u : A¥*— B* un morphisme de complexes de faisceaux.
a) Notons H'(A*) et H(B*) les i-idmes faisceaux de cohamologie des com-
plexes A* et B* . si H'(u : H(A*) — #L(B*) est un isomorphisme pour tout i
(ce qui se résume en disant que u est un homologisme), et si les camplexes A*

et B* sont boangs infériewrement, les homomorphismes de groupes
H'(X,u) : H'(X,A*) — H(X,B*) sont bijectifs pour tout m .

b) Ssoit v : A* — B* un morphisme de complexes de faisceaux homotope 3 u .
Les morphismes déduits de u et v au niveau des premidres suites spectrales
d'hypercohamologie coincident alors en E, , donc aussi en Er pour r 2 2 ; les
hamomorphi smes Hm(X,u) et Hm(x,v) coincident pour tout m .

c) A une suite exacte courte 0 — A* — B* — C* — 0 de complexes de faisceaux
correspond une suite exacte Longue d'hypercohomologie

voo = HU(X,A%) — H'(X,B*) — HY(X,0%) — HL(x,A%) — 1 (x,B%) — . ..

3. FORMES DIFFERENTIELLES SUR UN SCHEMA

3.1. Soient k un anneau commutatif, et A un anneau camutatif muni d'une struc-
ture de k-algdbre. Le module des formes differentielles de degné 1 de La k-al-
gébre A est le A-module Qg/k engendré par des éléments da (a € A) soumis
aux relations

d(a+a') =da+da' d(aa') = ada'+a'da d(l.lA) =0

pour a,a' dans A et A dans k . (Lorsque k est égal & Z, la derniére re-
lation résulte des deux autres ; Qzl /% est simplement noté QA et appelé& mo-
dule des fonmes différnentielles absolues de degrée 1 de £'anneau A ).
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Exemple. - “ﬂ[wl,...,Tn]/k est le k[T,...,T J-module libre de base dT,...,dT .

3.2. On note Q;/k =rr§ Qg:/k 1'algébre extérieure du A-module Q;\/k . Les &lé&-
ments de d;‘/k sont les formes differentielles de deghé m de la k-algdbre A ;
ils s'écrivent (de fagon non unique) comme sommes de termes de la forme

ada; A...ada . Il existe une unique antidérivation de Q;;/k qui coincide avec
al— da dans Qg/k = A ; on la note encore d , elle s'appelle la di4férentielle
exténieune et est de carré nul.

3.3. Soit p : A— B un homomorphisme d'anneaux de A dans un anneau B (non
nécessairement commutatif), dont 1'image est contenue dans le centre de B , et

soit & : A— B une p-dérivation k-linéaire (i.e. on a &(a+a') = 6(a) +6(a') ,
5(aa'") = p(a)d(a') +p(a')é(a) et S(A.lA) =0 pour a,a' dans A et A dans k),
telle que &(a)é(a) = 0 pour tout a € A . Par définition de Q;/k ; 1l existe

un unique homomorphisme d'anneaux u : Q¥ , — B qui coincide avec p dans

Ql?\/k et est tel que u(da) = &(a) . On a u(aodal/\ Adam) =p(a0)6(a1) ...6(am) .

3.4. Etant donnés un schéma S et un S-schéma X , il existe sur X un "unique"

complexe de faisceaux 9;‘(/3 tel que pour tout ouvert affine U = Spec(k) de S

et tout ouvert affine V = Spec(d) de X au-dessus de U , le complexe des sec-
N * - : * . X

tions de Qx/s au-dessus de V soit Qi - On dit que QX/S est le complexe

de De Rham nelatif de X sur S .

4. LA SUITE SPECTRALE DE HODGE VERS DE RHAM

Dans ce paraghaphe, X désdigne un schéma propre et Lisse sur un corps k .

4.1. Cchamwologie de De Rham

Par analogie avec 1.3, on définit la cohomologie de De Rham HBR(X/k) de X
camme 1'hypercohamologie du complexe de De Rham n;‘(/k (cf. 3.4). La premiére suite
spectrale d'hypercchamologie (cf. 2.3)

(12) B3 = W xa),) =m0k
s'appelle encore suwite spectrale de Hodge vers De Rham. )

Came X est propre sur k et que les Ox-m?dules rg"(/k sont cohérents,
les dimensions h™'J des k-espaces vectoriels HJ (X,Q’i(/k) sont 4inles. Il en
est alors de méme des dimensions bm des k-espaces vectoriels HE'R(X/k) d'aprés
(12), et 1'on a
(13) b < = hird

i+j=m
avec &galité pour tout m = 0 si et seulement si la suite spectrale (12) dégénére
en E; (c4. arguments de 1.2).
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4.2. Comment 1'on déduit le théoréme 1 de la théorie de Hodge
Dans ce numéro, nous supposons k de caractéristique 0 et rappelons comment
1'on déduit de la théorie de Hodge les égalités

(14) b = = nird
i+j=m
et donc la dégénérescence en E; de la suite spectrale (12).

a) On se ramene par changement de base au cas ol k = T : on remarque pour cela
que X admet un modéle sur un sous-corps de k qui est de type fini sur @ , donc
qui se plonge dans € , et que les nambres bm et hi’ 3 sont invariants par ex-
tension des scalaires.

b) On se ramene & La situation analytique complexe : la variété analytique cam-
plexe o sous-jacente & X est campacte. On a une application continue canoni-
que u : ¥ X et des u-morphismes de faisceaux canoniques Q)ji/ﬂ: -—-»Q)j;an , d'ol
un morphisme de la suite spectrale de Hodge vers De Rham de X dans celle de xao',
Ce morphisme est un {somorphisme car les applications linéaires o
Hj (X,ﬂ;.‘(/m) — Hj o 'Q;‘-(an) qui s'en déduisent au niveau des termes Ei" I sont bi-
jectives par GAGA (cf. [Se 1] et [Gr]). Il suffit donc de démontrer la dégénéres—
cence de la suite spectrale relative a &0,

c) Cas ol Le schima X est projectif sur € : la variété analytique X' est
alors k&hlériemne (1.6,b)), et on conclut en utilisant la théorie de Hodge (th. 4
de 1.3).

d) Cas ol X est seulement propre sur T : on peut supposer X comnexe. Soit n
sa dimension. Il existe d'aprés un théoréme de Chow ([Ch 2]) un schéma Y profec-
tif sur T et un morphisme ¢ : Y — X birationnel. Le théoréme de résolution
des singularités d'Hironaka ([Hi]) permet de choisir Y £isse sur € . On déduit
detpan:Yan—»Xan un morphisme de la suite spectrale de Hodge vers De Rham
de X dans celle de Y™ . Les applications lindaires
-8 (Xan’gg'.(an) — Hj (Yan,Qsi!an) obtenues au niveau des termes EJ;"j sont {njfectives,
d cause de leur compatibilité évidente avec les dualités de Kodaira - Serre

1 (xaI,n)i{an) x B3 (i“,n;;,il) — Hn(f‘l‘,n’;an) ~C

Jan i -3 -1 an
B (Y ,nYan) x HY (ya“,n;‘an)——»ﬂn(Y 'Qzan)”“:'

La dégénérescence de la suite spectrale relative & X° résulte alors de celle de
la suite spectrale relative a YO . (L'argument employé ici est une variante de
celui de [Del).
4.3. Coament 1'on déduit le théoréme 1 du théoréme 2

Conservons les notations précédentes. Il existe un sous-amneau B de k de

type fini sur Z et un schéma Y propre et lisse sur B tels que X soit iso-
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morphe a Yka . On définit la cohomologie de De Rham de Y sur B comme en 4.1
et on a encore une suite spectrale réguliére
(15) R A R

Les B-modules H (Y Q; /B) , et par suite aussi les B-modules HISR(Y/B) , sont
de Zype §ini parce que Y est propre sur B et que les 0 -modules QY /B sont
cohérents. La formation de la suite spectrale (15) commute 3 la localisation, et
quitte a remplacer B par B{-l- avec s # 0 dans B convenable, on peut suppo-
ser, ce que nous ferons dans la suite, que les B-modules H:| (Y,QY /B) et E%R(Y/B)
sont £ibnes.

La formation de la suite spectrale (15) commute alors a tout changemewt de
base B — B! ([EGA], III, 7.8.5) ; en particulier, les rangs h i3 et b des
B'-modules libres HI (Y' QY ) et H’BR(Y /B') , 00 Y'=Yx, B', sont mdepen—
dants de B' . En prenant d'une part B' =k , d'autre part B' = Z/2Z (= W, (I‘p))
pour p assez grand, ce qui est possible vu le lemme ci-dessous, on voit que le
théoréme 1 est une conséquence du théoréme 2.

Lemme.- Pour une inginité de nombres premiens p , B admet un quotient {somon-
phe a Z/p2Z .

Par hypothése, B est isamorphe & un anneau de la forme Z[T4,...,Tnl/a ,
ol a est un idéal de Z[T4,...,Tn] . Les polyndmes P € a ont une racine commne
dans kM , donc aussi une dans @ , disons (t4,...,tn) . Une infinité de nambres
premiers se décomposent totalement dans le corps de nambres Q(t4,...,tn) et
Z[tq,...,tn] admet un quotient isomorphe & Z/p?Z pour presque tous ces nambres
premiers.

5. PRINCIPE DES DEMONSTRATIONS DES THEOREMES 2 ET 3

Dans [D;I], les théoré&mes 2 et 3 sont énoncés pour k parfait ; le cas géné-
ral s'en déduit aussitdt par changement de base. Pour exposer le principe des dé-
monstrations de ces théorémes, nous avons choisi de nous restreindre pour simpli-
fier au cas o k =]E‘p (et donc Wa (k) = Z/p27%Z ).

5.1. L'isomorphisme de Cartier

Soit A un anneau commutatif annulé par p . L'anneau de cohamologie H* (A)
du camplexe de De Rham absolu Q}f\ de A est alors une Ap—algébre graduée
(car on a d(a) =0 pour tout a € A ).

PROPOSITION 1.- I£ existe un (undlque) homomonphisme d'anneaux c : QZ’;—» H* (p)

tel que clagday A ... A day) so0it La classe de cohomofogie de

PPt P laa A ... nda .
ol m 1 m

Pour tout a € A , la forme différentielle aP” 1da est fermée ; notons Y (a)
(X+Y)P-xP-yP

sa classe de cohomologie. Le polynfme &(X,Y) = 5

est 3 coefficients
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entiers, et on apour a,b dans A
(a+b)P ld(@a+b) - P lda-P lab = d(@(a,b))
(@) P ta(ab) = PP 1db + bPaP laa

d'od Y(a+b) =Y(a)+Y(b) et Y(ab) =aPy(b) +bPy(a) . L'égalité Y(a)y(a) = 0
&tant évidente, il suffit d'appliquer 3.3 pour conclure.

PROPOSITION 2.- S{ A est Lisse sur ]E‘p » L"homomonphisme d'anneaux
c: QX—-—» H*(A) est bijectif.

L'énoncé est de nature locale sur A , ce qui permet de se ramener au cas ol A
est étale sur un anneau de polynémes B =]Fp[T1, «e+,Tn] . Alors AP est &tale (donc
plat) sur BP ,ona A=B®_ AP (car A est étale et radiciel sur B ® P aP ),
=B A-@R, aP , H*(A) = H*(B) ®p AP, et il suffit de démontrer la
prop. 2 pour l'anneau B . En utilisant la formule de Kiinneth, on se raméne au cas
n =1 et on conclut par un calcul direct.

L'isomorphisme réciproque de c est appelé isamorphisme de Cartier (cf. [Cal).

5.2. Relévements plats sur Z/p?Z
Un nefdvement de A plat sur Z/p?Z est un anneau A annulé par p? tel
que X/px =A et que l'application A — px déduite par passage au quotient de la
multiplication par p dans A soit bifective. Notons al— p.a cette bijection.
Si A est lisse sur ]Fp , A est lisse sur Z/p?Z et tout endomorphisme
de l'anneau A se reldve en un endomorphisme de 1'anneau A ([E&a), 111, 17.3.1
et 17.5.1).

5.3. L'homomorphisme o

Soient A un relévement de A plat sur Z/p?Z , et F un endamorphisme
de X relevant 1'endamorphisme de Frobenius F : al— a® de A ; pour tout
b€A, soit u(b) 1'élément de A tel que F(b) = bP+p.ub) .

Si a€a, l'dlement o 'da+au@ de Q) , o FE€RX reldve a, ne
dépend pas du choix de 3 . Notons-le &(a) . On a

6(a+a') = 6(a) +6(a') , S(aa') = aPs(a') +a'Ps(a) et 6(a) A &@) =0 .
En appliquant 3.3, an obtient (c4. [Ma]) :

PROPOSITION 3.- I£ existe un (unique) homomonphisme d'anneaux oy ¢ OF T ax

= AP,
Ztel que O?'(aoda1 A eer A dam) = aoé(al) A eee A é(am) . Pour tout w € Q’A , La
forme differentielle OE\:(Q)) est fermée et sa classe de cohomologie est clw) .

Soient maintenant F, et 'f"z_ deux endomorphismes de A relevant F . Si a
est un élément de A, il existe v(a) €A tel que ¥,(3) -F,(3) =p.v(a) pour

tout a €A relevant a . On a v(a+a') = v(a) +v(a') et
v(aa') = apv(a')+a' v(a) . Par construction de Q;\ , on en déduit 1'existence
d'un (unique) homomorphisme de groupes h : QA — A tel que h(aodal) = agv(al) .
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1
Ona dh = F2 c§1 dans QA'

5.4. Décamposition du complexe de De Rham lorsque le morphisme de Frobenius se re-
léve

Soit X un schéma £isse sur :IE‘p , et soit F : X — X le morphisme de Frobe-
nius (qui correspond & 1'élévation a la pulssanoe p-iéme dans 0 ). Notons Q*
le complexe de De Rham absolu de X et @ Q'[-i] le complexe ayant les mémes com-
posantes homogénes, mais une dlfferentlelle nulle.

La différentielle du complexe image directe F,Q* est Ox—linéajre. Les
prop. 1 et 2 fournissent un bsomoltpMAme canonique c de la OX-algébre graduée

@ Q" surla 0 -algebre graduée @ ut (F,0*) formée par les faisceaux de cohamolo-
gle de FQ* .

On déduit de la prop. 3 l'énoncé suivant :

PROPOSITION 4.~ Supposons que X admette un relévement X plat sun Z/pRZ et
que F admette un nefevement F : X — X . 1L existe alons un morphisme de com-
plexes de O —modu(’.e/s oy : G_Bni[—i] — F, Q% qui {nduit £'isomorphisme c par
passage a La cohomologw N

COROLLATIRE.- S{ de plus X est propre sur ]Fp , La suite spectrale de Hodge vers

De Rham de X dégénere en E; et L'on a b = .+2} h''J powr tout m= 0 (avec
i+j=m

les notations de 4.1). J

L'hypercohamologie de Q* coincide avec celle de F,Q* (ce sont les mémes
complexes de faisceaux, seulel'actionde OX différe) , donc aussi avec celle du com-
plexe @ Q'[-i] (prop. 4 et 2.4, a)), et ce dernier est somme directe des complexes
Qt-i] lconcentrés en un seul dearé. On a donc

b_ = dim H‘“(x,qasz [-1]) = ¥ ain (%, at[-i]) = i nird .
5.5. Enoncé du résultat principal et démonstration des théorémes 2 et 3

Soient X un schéma lisse sur ]E‘p et F : X— X le morphisme de Frcbenius.
Conservons les notations introduites en 5.4. Pour tout complexe A* de faisceaux
sur X , notons T <p(A*) le sous—oanp]_.exe de A* dont la composante hamogéne de
degré i est A* pour i<p-1, 7t (A%) pour i=p-1 et 0 pour i2p.
Notons d'autre part D(OX) la catégornie dérnivée de celle des Ox—module/s (cg. [Vel).
L'un des résultats principaux de [D;I] s'énonce alors de la fagon suivante :

PROPOSITION 5.- A tout nefdvement X de X plat sun Z/p2Z conrespond un £50-

morphisme ox * i€<9p ni[—i] — r<p(F*Q*) dans D(OX) qui Anduit L'isomonphisme c

de 5.4 par passage a La cohomofogie.
La démonstration sera donnée en 5.7.

Etant dormé wn 0 module inversible M , on mnit Q* ® MP (produit tenso-
riel sur 0 ) de la dlf‘erentlelle pour laquelle d(w ® ) =@ ® % (w sec-
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tion locale de Q* , s section locale de M).

COROLIAIRE.- Supposons que X 504t propre sur ]Fp et adm@tpe'un /Le/@évemgn,t p{ax
sun  Z/pPZ . Pour tout Ox-modw(’,e Anversible M , posons h*rJ (M) =dim B’ (X,QJ‘®M) .
On a alors pour tout m< p
: b = ain e @) < = nldelP) .
i+j=m i+j=m

Le camplexe de Ox—modules F,(Q* ® P ) est isomorphe & (F,Q*) ® M et son
hypercohamologie en degrés < p coincide avec celle'du camplexe T < (F Q%) @M
(utiliser 2.4, c)), donc aussi avec celle de (i? Q'[-i]) ® M (prop. 5 et 2.4).
On en déduit par une démonstration analogue a ceﬁe du corollaire 3 la prop. 4 1'é~
galits 2 nir I = dim Bx,0* ® M) . La derniére inégalité de 1'énoncé résulte
aussitdt dé la premiére suite spectrale d'hypercchamologie de a* ® MP |

Conservons les hypothéses du corollaire. En prenant M é&gal a Ox , on obtient
le théoréme 2 (pour k =]Fp ) . Supposons maintenant X connexe de dimension n ,
et soit L un Ox—nx?dl}le inversible ample. Pour tout couple d'entiers (i,j) tel
que j<n,ona hl’J((L—1)eN) =0 pour N assez grand. Il existe en particu-
lier r>0 tel que h'3@1®%) =0 pouwr i+j< inf(p,n) . Appliquant r fois
le corollaire ci-dessus, on en déduit hi’j(L—1) =0 pour i+3j < inf(p,n) . Ceci

prouve le th. 3 (pour k =F_ ).

p
Remarque.- La méthode consistant & comparer M et Mgp pour obtenir des théorémes
d'annulation en cohamologie a été introduite par Szpiro ([Sz 1], [Sz 2], [Me]).

5.6. Complexes de lech
Soient X un espace topologique, A un faisceau sur X et U un recouvre-

ment ouvert fini de X . Notons &(U,A) le camplexe de Bech de faisceaux ainsi
défini :

. une section s du faisceau (‘fj (U,A) sur un ouvert V de X est la donnée
pour tout (Uo, Uj) € Uj+1 d'une section S(Uo’ ceey Uj) de A sur
Uoﬂ ...ﬂUjﬂV;

J+1
= — -
. ona (ds)(Uo,...,Uj+l) = 20 (-1) S(Uo"" ’ ’ ""Uj+1) dans

Uon ---nt+an-
Le complexe C(U,A) est une nésofution du faisceau A .

Soit maintenant A* un complexe de faisceaux sur X . On note &(U,A*) 1le
camplexe simple associé au bicomplexe dont les colonnes sont les & (U ,Ai) et dont
la différentielle horizontale se déduit de la différentielle de A* par fonctoria—
lité. Les morphismes canoniques At w,Al) definissent wn homolLogisme de A*
dans &(U,A%) .

Soit de plus B un faisceau sur X . Se donner un morphisme de faisceaux
de B dans (‘f1(U,A*) = §°(U,A1) @ &1 (U,A°) é&quivaut & se donner d'une part un
morphisme de faisceaux cy BIU——» AIU pour tout U € U , d'autre part un mor-
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. . . o '
phisme de faisceaux hU,U' : B]UnU' — A ungt  Powr tout (U,U') € U2 . Pour que Y
soit un morphisme du complexe B([-1]) (concentré en degré 1 ) dans le camplexe
&(U,A*) , il faut et il suffit que 1l'on ait dey =0, dhy e = dans
4
' = Al n
unu' et hU,U' +hU',U" hU,U" dans U N U' nU" .

5.7. Démonstration de la proposition 5

Cgr "%

Reprenons les notations de 5.5 et considérons un relé&vement X de X plat
sur Z/p2%Z Choisissons un recouvrement U de X par des ouverts affines ; choi-
sissons alors, ce qui est possible d'aprés 5.2, un relévement 'f"U du morphisme de
Frobenius au-dessus de U pour chaque U € U . On en déduit par 5.3 des morphismes
de faisceauwx c QIU—» F*QIU et hy . “Iunu' — Fuly|ynyr  Satisfaisant aux
identités énoncées a la fin du numéro précédent, d'ol un morphisme de camplexes
Q'[-1] — &(U,F,Q@*) . En composant ce morphisme avec 1'{nverse dans D(0y) de
1'homomorphisme canonique F,Q* — &(U,F,Q*) , on obtient un morphisme
a, : Q1[-1] — F,Q* dans D(OX) . On vérifie facilement que a; ne dépend ni du
choix de U , ni de celui des §U . On le prolonge par multiplicativité en un mor-
phisme a : iq<9p @ [-i] — F,@* dans D(0,) : la restriction de o & @'[-i]
est le composé

i antisymétrisation i o8 i produit
Qb-i] e @ -1 2, (o0 @ B por |
. o o A s 1
(Le morphisme d'antisymétrisation w, A ... A @, — 75 06251 e(o) ©5(1) ®... ®°°o(i)

nécessite d'inverser i! ; c'est pour cela que nous sommes obligés de nous limiter
aux degrés i< p.)

Le morphisme o induit par passage & la cohamologie l'isamorphisme c de
5.4 en degrés < p : l'assertion étant locale, il suffit de la vérifier lorsque X
est affine, U égal & {X ; elle résulte alors de la campatibilité de ¢ au pro-
duit (5.1, prop. 1) et de ce qu'elle est vraie en degré 1 par construction. On
pose oy =T <p(0.) . Puisque oy induit un isomorphisme sur la cohamologie, c'est
un isamorphisme dans D(OX) et il répond aux exigences de la prop. 5.

6. COMPLEMENTS

Deligne et Illusie généralisent les résultats qui précédent & une base S de
caractéristique p quelconque, et les précisent :

Soit X un S-schéma lisse. Notons Fg et Fx les morphismes de Frobenius
absolus de S et X , et soit X' le S-schéma déduit de X par le changement

de base FS : S— S . On a alors un diagramme commutatif

F
X /S

m—e———:’i
m"d
nN—~——>»N

80



(673) SUITE SPECTRALE DE HODGE VERS DE RHAM

ol FX/S est le morphisme de Frobenius #efatif. Notons-le simplement F .

Une méthode analogue & celle de 5.1 et 5.4 permet de définir un isamorphisme
canonique ¢ : ? Qi, /s f ut (F*Q}*VS) de OX,—algébres graduées (dont 1'isomor-
phisme réciproque est encore appelé isamorphisme de Cartier).

Soit § un reldvement de S plat sur Z/p2?Z . A tout S-schéma X' , plat
sur Z/p?Z , relevant le S-schéma X' , Deligne et Illusie associent un isomor-
phisme og : i?p ﬂi./s[-i] — T<p(F*Q;§/S) dans D(OX,) induisant c¢ paipassage
d la cohomologie, et ils analysent la dépendance de O par rapport & X' .

Ils montrent qu'inversement dés que T <2 (F*Q;‘(/S) est décomposable (i.e. iso-
morphe dans D(Ox.) 3 un complexe 3 différentielle nulle), X' admet un reléve-
ment X'/3 plat sur Z/p2Z .

Lorsque S est affine, X de dimension relative < p et que X' admet un
relévement X'/S plat sur Z/p2Z , le complexe Fu@ g tout entier est en fait
décamposable dans D(Ox,) .

Enfin, diverses généralisations (aux complexes de De Rham & pdles logarithmi-
ques, aux espaces algébriques) sont mentionnées dans [D;I].

7. EXEMPLES, CONTRE-EXEMPLES, QUESTIONS OUVERTES

7.1. On connait des exemples de surfaces projectives et lisses X sur un corps
parfait k de caractéristique p > 0 admettant des 1-formes globales non fermées
([Mul, [La], [Fol]), donc pour lesquelles b < h1s9 + hort (cf. preuve dqu th. 4),
et d'autres sur lesquelles il existe un Ox—module inversible ample L tel que
H'(X,L=1) # 0 ([Ral], [F1]). D'aprés les théorémes 2 et 3, ces surfaces n'admettent
pas de relévement plat sur Wa(k) .

7.2. On connait des surfaces projectives et lisses sur ]F'p (pour p 25 ) admet-
tant un relévement plat sur Z/p2Z et pour lesquelles an a h'7/© # hor1  ([Se 2]).

7.3. Soit X un schéma lisse sur S = Spec k , avec k corps parfait de caracté-

ristique p > 0 . Les notations étant celles du § 6, on sait que F*ﬂ;*(/s est décom-
posable dans D(0y,)
standard. Ce résultat n'est pas connu en général pour les grassmanniennes ou les

lorsque X est une variété abélienne ou un espace projectif

intersections complétes : le cas des quadriques de dimension 3 en caractéris-
tique 2 est méme ouvert.

7.4. On ne sait pas si la suite spectrale de Hodge vers De Rham d'un schéma propre
et lisse X de dimension 2 p+1 sur un corps parfait k de caractéristique p>0
dégénére en E, lorsque X admet un reldvement plat sur Wz(k) (ou méme sur

Wn(k) pour tout n>1).
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