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Séminaire BOURBAKI Novembre 1986
3%&me année, 1986-87, n° 671

PROBLEMES MIXTES NON LINEATRES ET
STABILITE DES CHOCS MULTIDIMENSIONNELS

par Guy METIVIER

La matiére de cet exposé est tirée de travaux de A. Majda [12][13] qui concer-
nent l'existence et la stabilité des ondes de choc pour des systémes de lois de
conservation en multidimension d'espace. Ces problémes se posent en fait en termes
d'inégalité a prioni et d'existence locale pour un probléme mixte non linéaire, 3
frontiére libre, pour lequel la seule hypoth&se raisonnable dont on puisse dispo-
ser sur les conditions aux limites est une hypoth&se de type Lopatinski uniforme
(en abrégé : C.L.U.), bien connue dans les problémes linéaires. En fait, nous al-
lons exposer les grandes lignes des méthodes de Majda dans le cadre un peu plus
simple du probléme mixte hyperbolique non linéaire avec C.L.U. (partie I) ; nous
reviendrons ensuite trés briévement sur 1'application de ces méthodes aux problé-
mes des ondes de choc (partie II). Une autre motivation pour ce choix est qu'il y
a un intérét manifeste pour une étude systématique du probléme mixte hyperbolique
non linéaire, et il est sans doute bon de noter que, camme dans le cas linéaire,
la C.L.U. délimite parfaitement la classe des problémes les mieux posés (ceux pour
lesquels on a les meilleures estimations, notamment sur les traces au bord des so-
lutions) . Par ailleurs, on a bien sOr 1l'espoir que les méthodes développées four-
niront un moyen d'attaque pour d'autres problémes, par exemple lorsque la C.L.U.
n'est plus satisfaite (cf. par exemple [21]).

Dans 1'étude du probl&me mixte, on peut distinguer deux &tapes :

1) Obtention des inégalités a prioni (essentiellement des inégalités 12 )
pour les problémes linarisés. Si, dans certains cas (systémes symétriques, condi-
tions aux limites dissipatives), elles découlent de simples intégrations par par-
ties (K.O. Friedrichs [4], P.D. Lax-R.S. Phillips [11]), leur cbtention sous la
seule C.L.U. est plus délicate. Dans le cas des systémes linéaires 3 coeffi-
cients C°, ce probléme est résolu par l'emploi des symétriseurs de H.O. Kreiss [8]
et du calcul pseudodifférentiel. Dans notre probléme, les systémes linéarisés ne
sont pas a coefficients c? , mais la démarche peut &tre reprise, et c'est ce qu'a
fait Méjda, en introduisant un calcul pseudodifférentiel avec des symboles i régu-

larité limitée en x . Dans cet exposé, nous utiliserons plutdt le calcul para-
S.M.F.
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différentiel de J.-M. Bony [1], tout d fait adapté & ce type de questions, et qui

permet en outre de cerner facilement les indices minimaux de régularité.

2) Exploitation des inégalités a piionl ; par exemple pour obtenir 1'existence
locale de solutions réguliéres du probléme non linéaire, grdce & 1l'emploi d'un
schéma itéractif. Les sentiers sont ici tré&s bien balisés : T. Kato [5][6][7],

A. Majda [13][14], et aussi J. Rauch-F. Massey [20]...

PARTIE I : PROBLEMES MIXTES HYPERBOLIQUES

1. NOTATIONS - RESULTATS

On note (t,x) = (t,X1,...,%n) la variable de R™' , Pour simplifier 1'ex-
posé, on se place directement sur le demi-espace R;*' = {xn > 0} et on ne consi-
dérera que des systémes du premier ordre :

n
(1.1) Stu + jzl Aj(t,x,u) axju = F(t,x,u)
ol u et F sont ad valeurs dans ]RN , les matrices Aj de taille Nx N et F
&tant des fonctions C. de leurs arguments.
Nous nous intéressons aux solutions locales de (1.1) autour de 0 € R+ , et

qui prennent des valeurs voisines de u° € ]RN . On fait les hypothéses suivantes :

(1.2) An(0,u°) est réguliére (le bord f{xn = 0} n'est pas caractéristique) ;

n
(1.3) pour tout E € (R*\0) la matrice ‘El _F,j Aj(O,uo) a N valeurs propres
réelles distinctes (Stricte hyperbolicité). J

Cette hypoth&se peut d'ailleurs étre affaiblie en une hypothése de "bonne
décomposition" (cf. Majda [12]).

En particulier An(0,u®°) n'a que des valeurs propres réelles, non nulles
d'aprés (1.2). On note No le nombre de ces valeurs propres qui sont > 0 .

Le systéme (1.1) est couplé avec des conditions aux limites :

(1.4) d(t,x,u(t,x)) =0 pour xn =0

ol ® est une fonction C~ de ses arguments a valeurs dans IIRNo , telle que
®(0,u°) =0 . On note By la matrice d>1'1(0,u°) .

pour (t,E") = (t,E1,...,En-") € C xR*1 , on introduit :
(1.5) M(T,E') =A]"(T 14 + ;éi E; Ay
les matrices Aj étant &valuées en (0,u®) . Il résulte de (1.3) que pour Imt<0,
M n'a pas de valeur propre réelle ; on note alors E (t,E') < EN la samme des
espaces propres généralisés associés aux valeurs propres de partie imaginaire < 0.
La dimension de cet espace est constante et égale & No (faire E' =0 ). En ou-
tre E(T,E') se laisse définir par continuité lorsque Imt <0 , |t| + |E'|#0.
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(671) PROBLEMES MIXTES NON LINEAIRES

La condition de Lopatinski uniforme peut alors s'énoncer :
(1.6) pour tout (t,E') € (Cx R™7) \ 0 avec ImT < 0 , la matrice B, est un
isomorphisme de E(t,E') sur e .

Dans ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes : @ est un voisi-
nage de 0 dans R°*' , qu'il faudra prendre assez petit. Pour € réel, on note
Q =20 x>0 et t<eg et ba =QN {m =0 et t< e} . Nous nous donnons

€
un entier u > n-2+3 ; Hu(Qe) des:.gne alors 1'espace de Sobolev usuel sur Q et
Hu(Q ) 1l'espace des u € H“(Q ) tels que uI o € Hu(bQ ) .

THEOREME 1.- Soit u € H*(Qo) sofution de (1.1) (1.4) sun Qo , telle que
u(0) =u® . Alons u se prolonge de maniére unique en sofution de (1.1) (1.4),
de négubarnité H"™ , au voisinage de 0 dans R .

L'énoncé de ce théoréme est assez inhabituel : plutdt que de se donner u
dans t < 0 , on se donne d'habitude une condition initiale :

(1.7) =qg.

4
t=0
I1 faut alors imposer certaines conditions de compatibilité entre les données :
en effet, si u est solution réguliére de (1.1) (1.4) (1.7), on a

: el
Bt[d)(t,xlu(t,x)) ],t=0 Gk(x’<8tu,t=0 JSk ’

(55,10
3,u =H {%,{9_9g(x)
e W) o
ol Gk et H'k sont des fonctions C de leurs arguments. On a donc aussi :
(o) = -
(1.8) Gk(X’Hj (x,Bg(X) Ialsj)jsk) =0 pour xn =0 .

THEOREME 2.- Soit g de classe H™Fl au voisinage de O dans R} . On suppose
que g(0) =u® et que (1.8) est vérigite pour k < u . Alorns AL existe une unique
solution u de régularits 1l , du probLeme mixte (1.1) (1.4) (1.9), au voisinage
de 0 dans {£=0, xn = 0} .

Preuve.- On prolonge g pour xn < 0 . Soit uq € H prt1

de Cauchy (1.1) (1.7) au voisinage de 0 dans R'™' (cf. [14] ou [16]). La fonc-
tion h = o(t,x,u4(t, X))I est de classe HI‘L“/2 et les conditions (1.8) as-
surent que okh

t7]t=0
et 0 pour t< 0 est donc de classe H' au voisinage de 0 .

la solution du probléme

=0 pour k < u . La fonction h qui vaut h pour t > 0
Par ailleurs, on peut écrire &(t,x)us+Vv) =0(t,x,uq) +¢(t,x,u4,v) . On cher-

che alors la solution u du probléme mixte sous la forme u; + v , v &tant so-
lution d'un systéme de la forme
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n
v + jgl Aj (t,%x,q +V) 0y v = F(t,x,uq,9rad us,v)
(1.9) G(t,x,uq,v) + h=0 pour xn =0
v| =0.
<0

Par construction v =0 est solution de (1.9) dans t < 0 ; on cbtient v
pour t > 0 grace & une variante du théordme 1, obtenue en autorisant les coef-
ficients A, , F et @ a dépendre (de fagon C~ ) de fonctions données dans
Hu .

Remarque.- Ce théor@me n'est pas tout 3 fait satisfaisant, car 1l'on s'attendrait 3
ce que la solution soit aussi réguliére que la donnée initiale (3 condition d'avoir
le bon nombre de conditions de campatibilité). I1 faut noter que méme dans le cas
linéaire, la démonstration de ce fait n'est pas si simple (J. Rauch [19], J. Rauch-
F. Massey [20]). En fait, la démonstration domnée dans [19] dans le cas des systé-
Mes généraux non nécessairement symétriques, conscmme beaucoup de régularité sur
les coefficients, et semble donc difficile 3 adapter aux problémes non linéaires.

On peut campléter les théorémes d'existence 1 et 2 par un "principe de prolon-
gement" semblable & celui dégagé dans le cas des problémes sans bord, par A. Majda
[14] pour les systémes symétriques, et &tendu dans [16] aux cas des systémes stric-
tement hyperboliques ou symétrisables.

THEOREME 3.- Soit u wnesolution Lipschitzienne de (1.1) (1.4) swr fo ; on sup-
pose que u(0) =u° et que, pour tout € >0, u€ Hu(Q_e) . Alons AL existe un
voisinage Q' <@ de 0 dans RP+T tel que uEHu(Q(',) et u se prolonge

en sotution H" au voisinage de 0 dans R

Bien slr, ce théoréme est local, mais il est destiné 3 &tre globalisé par les
méthodes habituelles de déformation de surface. De manidre trés grossiére, on peut
dire la chose suivante : si u est une solution H" dans un domaine U, u se
prolonge sur un domaine "maximal" Us; et en un point (t°,x°) du bord de U, ,
on a 1l'une des situations suivantes :

a) u n'est pas bornée au voisinage de (t°,x°) , ou plus généralement u sort
du domaine d'étude de 1'équation.

b) u est bornfe, mais grad u ne l'est pas. On est en présence du phénoméne
typiquement non lin€aire de création de singularités (par exemple, discontinuités,
chocs) . La question est alors de savoir si u peut se prolonger en solution faible
(dans le cas ol cela a un sens).

c) u et gradu sont bornés, mais le bord de U; en (t°,x°) n'est pas une

surface spatiale (c'est-a-dire d'équation ® =0 ol ® peut &tre prise came va-
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riable de temps). Typiquement cela veut dire que (t°,x°) est sur le bord du do-
maine de détermination de U , et que pour connaftre u au voisinage de (t°,x°) ,
il faudrait connaitre u sur un damaine initial plus vaste que U .

Dans la suite de cette partie I, nous allons esquisser la preuve des théoré-
mes 1 et 3, en suivant, camme on 1l'a dé€ja dit, la démarche de A. Majda ([12][13]
[14]), & ceci prés que nous allons substituer d son calcul pseudodifférentiel &
symboles H en x + le calcul paradifférentiel de J.-M. Bony.

2. CALCUL PARADIFFERENTIEL A PARAMETRE

Notons ici y la variable de IR® et n la variable duale. Pour m réel,
on note alors r";‘ (resp. I"T 1l'ensenble des symboles al(y,n,o) , C” en
(n,0) € R" x Rf , tels que, pour tout o € N , il existe C, pour lequel

2.)  vi0) €RxRE: a0 | <o @+ [n)B 20D
L

(2.2) [resp. [|3°'a(-,n,c) Il <c (02+ ]nlz)l/2 (m-lo.l)] .
n . a
Lip

Lip désigne ici 1l'espace des fonctions bornées sur R? , uniformément
lipschitziennes. On quantifie ces symboles de la maniére suivante :

onsedome 0<e'<e<1l et x(n',n,o0) C et hamogéne de degré 0 ,
supportée dans le cdne |n'|? < €2(02+ |n|?) et valant 1 pour
In'|?2 < €'2(c2+ |n|2) . On introduit :

Glym,0 = @m— J[ Ny oy
Pour a o™ , on définit 1'opérateur TZ par la formule :
(2.3) uly) = p, (/D ,0)uly) = (2mn j ¥ M p_(yn,0)amdy
ol U désigne la transformée de Fourier de u et P, le symbole

pa(y,mG) = J Gly-y'/n,0aly' n,0)dy' .

Bien slr, la quantification i dépend du choix de la fonction X ; on sup-
posera ici que cette fonction est fixée une fois pour toute, mais il va de soi
que les r8sultats énoncés ci-dessous ne dépendent pas de ce choix.

Pour simplifier 1'exposition, introduisons maintenant la terminologie sui-
vante : H° (R®) étant muni des normes :

(2.4) lallg, o =(J @+ D2 8o 2am 72,

on dira que la famille d'opérateurs A° est d'ordre < m si, pour tout s€ R,
il existe C tel que, pour tout o= 1, A° opdre de H° dans H° ™ et

(2.5) va€H ,vox1 |au < ¢ |lul|
s-m,o s,0

’
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Les résultats que nous énongons maintenant sont désormais classiques lorsque

o=1 (J.-M. Bony [1], Y. Meyer [17][18]) et leur extension au cas "& paramétre"
est sans douleur :

(2.6) pour tout a € 1"12 ¢ T‘; est d'ordre < nm ;

(2.7 si a€r) , un changement de fonction X modifie 'I'g par une famille
d'ordre < m-1 ;

1

’

(2.8) si ac€ I“T , ('Ig)* - 'Ig est d'ordre <m-1 ;
Ll
(2.9) pour a € 1"11n et b€ FT , 'Ig ° Tg - Tag est d'ordre < m+m'-1 ;

(2.10) si a € l"l;“ vérifie Re a(y,n,o0) 2 (5(4:72+|n|2)m'/2 pour un & > 0 , alors
pour tout &' < &6 , il existe Oo tel que :

o 2
Vu € Co(RD) , VO 2 0o : Re('r‘;u,u)L2 2 6'|lullz, -

En outre, dans ces énoncés, les familles d'opérateurs considérées dépendent
continment de a (et b ) dans r’f,‘ ou I"T , c'est-d-dire que dans les inégali-
tés de type (2.5) sous-entendues, les constantes C ne dépendent que d'un nambre
fini des Cc. qui interviemnent en (2.1) ou (2.2). Il en est de méme de la cons-
tante oo de (2.10).

Les fonctions a € L (R?) ou a € Lip(R®) sont des cas (trés) particuliers
de symboles de degré 0 . Les opérateurs TZ sont alors appelés opérateurs de pa-
raproduit par a , et on peut les camparer aux véritables opérateurs de produit :

(2.11) Si a € Lip(R®) , les opérateurs O(a. -'Ig) et (a- 'If_:) 3x~ sont unifor-

mément bornés sur L2 avec une norme majorée par Constante . “a”IJJip .

Lorsque © =1 , cela résulte aprés un certain nambre de manipulations faciles,
du fait que, pour f € L2 et g€ g , le paraproduit ng € L2 (voir R. Coiff-
man-Y. Meyer [3]). La preuve s'étend au cas "a paramétre".

3. INEGALITES L2

Revenons au systéme (1.1) (1.4) autour de (0,u®) . Nous pouvons supposer que
u =0 , et que les coefficients Aj , F et ¢ sont définis sur RP+1 x :IRN .
On écrit
(3.1) o (t,x,u) = ¢(t,x,0) + B(t,x,u)u .

Sans nuire & la généralité, nous pouvons supposer que ¢ (t,x,0) € C: , que
Aj , F et B sont constants en dehors d'un (petit) voisinage de 0 , et que les
hypoth@ses (1.2) (1.3) et (1.6) sont satisfaites en tout point
(t°,x°,u%) € RO+ x ]RN . Sous ces hypoth@ses, on peut construire des symétriseurs

de Kreiss [8] (c§. J. Chazarain-A. Piriou [2]) : ce sont des matrices de taille
N x N, R(t,x,u,t,B',0) telles que :
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(3.2) R est une fonction C° de ses arguments, hamogéne de degré 0 en (t,E',0)
pour |t| + |E'l+0>0, o=20.

(3.3) R est hermitienne.
(3.4) Il existe A tel que R + AB*B soit définie positive.

J
(3.5) On peut écrire EI(RM - M*R) = 'El P’Jf Hj Pj . Les Pj étant C° homogénes
de degré 0 , les deelaforme J

avec des matrices Hg‘ , C & leurs arguments, hamogénes de degré £ , hermi-
tiennes et définies positives. En outre 2 P; Pj est elle aussi définie positive.

Dans (3.4), B désigne la matrice B(t,x,u) ; dans (3.5),
M= A;‘((r-io)Id + ;éi Ej Aj) , les Aj étant évaluées en (t,x,u) . On peut
aussi supposer les matrices R, P 3 et Hj indépendantes de (t,x,u) pour
(t,x,u) hors d'un campact.

Etant donnée une fonction af(t,x) , on note L(a) 1'opérateur
Bt + jgl Aj (t,x,a(t,x))axj et B(a) la matrice B(t,x,a(t,x)) . On s'intéresse
alors au probléme :

L(a)u = f dans xn > 0

(3.6)
B(a)u

g sur xn =0 .
Pour ce probléme, l'estimation de base est la suivante :

Lemme 3.1.- Etant donné K > 0 , il existe Co et Oo zels que, pour tout
a € Lip(RY*") de nowme <K, pour tout o = 0o et fout u € Co(RY") , ona

(3.7) ollullz, + Jul2 < CO{C—IJHL(a)u 12+ IB(a)ulzz} i
13 12 1§

Dans (3.7) ||uHL(23 [resp. |u|;2] désigne la norme de e °%u dans L2(RD*Y)

[resp. de e % dans L2(RM) ].

uIxn=0
Schéma de la preuve : notons m , b , r , pj , h. les fonctions de (t,x,t,E',0)
déduites ¢ M, B, R, Pj , Hj en substituant a(t,x) 3 la variable u . Po-
sons v = e_Otu et 1° = Dxn+m(t,x,Dt,Dx,,o) . Il est immédiat que (3.7) équi-

vaut a
(3.8) ollvl| + v]* < cdi vz + viz }.
1,2 L2 10 1.2 LzI

On utilise alors le calcul paradifférentiel du § 2 dans les variables
y = (£,x") = (t,X1,...,%-1) , n &tant considéré comme paramétre. Dosons
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° = DXn + 'I'?ﬂ ; alors la propriété (2.11) montre que (3.8) résulte d'estimations :

2 2 10 12 2
(3.9 olvIIZ, + IvIZ, s e G IR, + 122 |

Maintenant, (3.9) s'obtient comme dans le cas pseudodifférentiel : posant
S = Tcr’ + ('I'g)* on estime Im(Sf.cv,v)Lz . D'une part, on écrit que

_ o o]
Inw(SD)Snv,v>L2 = I.n'(‘I‘Dxnrv,v)L2 + Re(Trv|Xh=O v
Avec (3.4) (2.10) et (2.6), on en déduit que pour O assez grand :
(3.10 {sp vv) > C |v|? -A'T"z-o( AP
) Im\ X Y )L2 | le I bvle ”a”Lip ”V”sz
D'autre part, le calcul symbolique et la propriété (3.5) montrent que :

Im( O, (o O 2
ST v v) =Re Z{T. T © ) + 0( v )
m '’ 12 i \ hj pjv ’ pjv 12 ”a” ip “ “Lz

xn=0 )Lz ’

La forme des Hj , et une utilisation répétée de 1l'inégalité de Garding (3.5)
permettent de conclure que

(3.11) I.m(STC'v,v) > ¢y oflv]|®
m L2 L2

avec ¢ >0 , pourvu que O soOit assez grand. Maintenant 1l'estimation (3.9) ré-
sulte facilement de (3.10) (3.11) et le lemme est démontré. m

Introduisons maintenant une notation : & désignera l'ouvert :
(3.12) Q={(t,x) /-To<t < To - p|x|}

et pour |T| < To , on note QT=§n En>0, t<T} ,bOT=ﬁn fn =0, t<T}.
On peut alors choisir p > 0 assez petit, de sorte que pour To , T4 , T2
fixés vérifiant =To < T <T2 < To , ONn ait

Lemme 3.2.- Etant donné K , <L existe Ci , O1 Ztels que, pour tout T € 1T4,T2]1,
toute gfonction a € Lip(ﬁr) de nonme <K, tout fE€L2(Q) , g€ L2(bA) ,
toute solution v € HO (9,1.1) de (3.6) se prolonge de mani®re unique en une solution
uEH°(Q1,) et pour 0204 , ON Q

Gan  ollul?, e ez, sceddleR, o+l
L@y L by Lo (G Lo (k)
+ o||v||:2( + |vl2 } .
[¢] Q'I'1) Lo(bQ,I,1)

En effet, le probléme adjoint de (3.6) vérifie la condition de Lopatinski
uniforme rétrograde et donc des inégalités (3.7) dans les espaces Lfo . On en
déduit un théoréme d'existence de solutions faibles pour le probléme (3.6). Il
est classique que les solutions cbtenues sont en fait fortes et vérifient (3.7).

Suivant le schéma habituel (cf4. [2]), on montre ensuite l'unicité locale et la

a4



(671) PROBLEMES MIXTES NON LINEAIRES

vitesse finie de propagation, d'oll résulte le lemme 3.2 lorsque v = 0 . Lorsque

v #0 , on cherche u sous la forme xv+w , ol X(t) € C°°(]R) vaut 0 pour

t>2Ty et 1 pour t<T:=T—‘i2'£°-,etot1 w est solution de

L@w= 1-0f- Qv ; 13(a)w|Xn=0 =(1-x)g ; Y| eary = 0.
L'unicité locale montre que w = (1-x)v pour t<T; , et Xv+w est bien

une solution de (3.6) qui prolonge v .

4. EXISTENCE LOCALE

Rappelons que W est un entier > p_%_:}_ . H" est muni des normes (c{.
(2.4)) :
(4.1) lully, o = {2 GP0IeD a2 1172
H,0 lal<u 12

et 1'espace Hg = e %" e la nome IIuHHu = |le™ %y . On définit de méme
o H,0

les normes | | et | 'I“ pour les fonctions définies sur le bord {xn = 0} .
K0

On vérifie facilement que, pour o =1, on a :
-ot a

ki _-ot k
ole 3au|1H@ < alfle "o < ”u”H!,+k+lal

Il
L,0 5

et en utilisant le fait que la multiplication est continue de HA x B dans L2
pour A20, v20, A+v> (n+1)/2, on voit que pour |a| < u :

u-lal a, a, ;
(4.2) o 9 (ady u) — ady o u < Clla . |ju .
l %, % IIchj | IIHu | ”Hg
De méme, sur le bord {xn =0} on a :
w-lal o _ G [o]
(4.3) o [97(au) - adu| < ClaIHu]u] 1 Sg ]aIHu IH}," .

Ces estimations permettent de contrdler les cammutateurs [BG,L(a)] et
[Bo',B(a)] ; suivant le schéma habituel, en dérivant le systéme (3.6) tangentielle-
ment puis en estimant les dérivées normales grice & 1'&quation, on obtient, avec

les mémes notations qu'au lerme 3.2 :

Lemme 4.1.- Etant donné K , L existe Ca et os +tels que pour tout T € 1T4,T21,
tout a € H“(QT) de norme <K , tout f€ Hu(QI,) , g€ H“(bnT) et vE H”(QT )

1
solution de (3.6), La solution u qui prolonge v appartient & Hu(QT) et pour
o220, ona:

2 1
@ ollull?, sca{diielz, o+ lal?

H()+|H“( ) Q) H* (b9
OQT O'bQT OQT O'(bQT

vollull?, o+ vz, )

HC (nT1 ) HC (bﬂ’h )

l 2
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Venons-en maintenant & la preuve du théoréme 1. Avec les notations du § 3,
il nous faut résoudre :

(4.5) L(wu =F(t,x,u) dans xn >0 ; B(uwu=g pour xn =0,

4.6 =

.6) o TV

oi gl(t,x) =-®(t,x,0) vérifie g(0) =0 , et v est une solution donnée de (4.5)

dans HY pour t< 0, telle que v(0) =

Pour & € ]0,1] , on 1ntrodu1t Vg, (t,x) = v(&t,8%) , ga(t,x) = g(6t,5%) les
opérateurs Lg (a) = 3 + ]2 A (6t,8x a)'c) , Bé(a) = B(6t,8x,a) , et
Fé(t,x,u) = F(cSt 8x, u) Pour résoudre (4. 5) (4.6) au voisinage de 0 , il suffit
de résoudre

Lé(u)u = 6F6(t,x,u) dans xn > 0
(4.7) Bé(u)u = Jg pour xn =0
u =V, .
lt<o ~ 76

Soit ¥ une extension H" de v ; partant de u° = Vg on considére alors
pour v 2 0 le schéma itératif suivant :

(u )uw'1 = 6F5(t,x,uv)

W1
4.8 B =
(4.8) @’)u |Xn=0 95
u\)+l =V
ltco ~ ®

On remarque alors que l'on peut choisir un ouvert Q (3.12) indépendant de
6 , tel que les lemmes 3.2 et 4.1 s'appliquent aux opérateurs (L, 5! 5) sur ce
méme ouvert, avec des constantes C» , O indépendantes de & . On peut alors
affirmer que (4.8) définit une suite u’ ; fixant T € ]0,To[ et posant
Qq = QI‘, , le théoréme 1 résulte alors des deux lemmes suivants :

Lemme 4.2.- Si & est petit, La suite u’ est bowde dans HY(Q,) .
Lemme 4.3.- S{i & est petit, La suite u’ converge dans L2(Q,) .

Preuve du Lemme 4.2. : V est lipschitzienne et v(0) =0 ; donc ||¥ ||

et sont en 0(8) . En outre ||3% ”LZ(Q) est
1

lorsque |a| = w . Finalement on voit que

- 8"12(Qq)
Vel 2 ma,)

(4.9) Ilv, II lgg] =0 .
"1™ (bay)
Donnons nous € > 0 , et montrons que si & est assez petit, on a
(4.10) (V]| L Se.
H™(Q4)
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En effet, on peut supposer (4.10) vraie pour v =0 . Si (4.10) a lieu, alors
[ Fg (- u) “HU-(Q1) est majorée par une constante Ca qui ne dépend que de € . On
applique alors le lemme 4.1 avec un o fixé (o0 = 02 ) et compte tenu de (4.9),
on voit que :
[l < ciiEca + 0(5))
Hu(91)
ol C} et C; ne dépendent que de € . Le lemme en résulte.o

Preuve du fLemme 4.3. : si (4.10) a lieu, alors ][u\’HLm et ngaduVHLm sont en

vV _ vl
ul -

0(e) . On écrit que w = u’ est solution de :

La)w =6 FY) - F@”h) + @@l - = £

v
(4.11) B w = B - B’ =g
Wvl =0
<0
avec
(Bl <06 +e) [
L2(Q4) 12 (Qq)
EY <o) [w
L2 (bQ4) L2 (bQ4) .
I1 suffit alors d'appliquer le lemme 3.2 pour obtenir :
W ) soe+e (W e
L2 (Q4) L2 (bQ4) L2 (Qq) L2 (bQ4)

et le lemme 4.3 suit en prenant € puis & assez petit. =

5. PREUVE DU THEOREME 3

Q étant de la forme (3.12), on se donne une solution u de (1.1) (1.4)
lipschitzienne sur Q , nulle en 0 , et on suppose que, pour tout € > 0 ,
u € Hu(Q_e) . Le théoréme 3 résulte alors du fait suivant :

Lemme 5.1.- Les nowmes |[|u| sont boxrnges en € > 0 .

1)
La preuve de ce lemme est essentiellement similaire a celle du lemme 4.1,
mais utilise des estimations plus fines que (4.2) (4.3), basées sur des inégalités
de Gagliardo-Nirenberg 3 poids.

Lemme 5.2.- Si v eEL"n chl(mnﬂ) , alors pour |a| <k <u, ona
(5.1) ck"l(l.' “e—(k/u)ctaav l-k/u”V”kl/Lu

<C
PR

(o]
Iorsque v € L™ n Hloj'(Q__e) est nulle pour t < T, , il n'est pas difficile
de construire un prolongement Vv € > n Hg(]Rn“) nul lui aussi pour t< T, . Il
en résulte que (5.1) est encore vrai pour de tels v , sur Q—e , avec une cons-
tante C indépendante de € . Introduisant ensuite une fonction de troncature
en t , on obtient :
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Lemme 5.3.- Soit F uwne fonction C~ de ses arguments. Alons pour |a| <k <u,
on a :

k-lal | - (k/wot N
(5.2) o lle %F (u) || < Cqi(0) + Czlul|
Wk ) @)
ol Cy et Cz dépendent de ||uf|__ + | , mais sont indépendantes de

(Q) H+
€ € 10,~-T[ ; en outre Cz ne dépend pgzs de o. mT*

Puisque u est supposée lipschitzienne sur Qo , les coefficients
a= A (t,x,u) sont estimés dans Hu' par le lemme 5.3 ; en outre, leurs dérivées
premleres sont L° et estimées dans Hu' ! . Utilisant aussi le fait que
3 Ju €eL’n H"L 1 , on obtient les estJ.matlons :

(5.3) o ol %@ wa, w - Ay w3, < Cq(0) + Callul]
2
j I e i)
avec Cq4 et Cz comme dans le lemme 5.3. De méme, sur le bord, on a :
5.4 M % 6w - ¢ w el <ci +cylul )
LZ(b0_) Hy ~(ba_)

On peut maintenant supposer { assez petit pour que le lemme 3.2 soit ap-
plicable au probléme

L(uw=f
' (Ww=g.

Dérivant tangentiellement (1.1) (1.4), puis estimant les dérivées normales
par 1'équation, on tire finalement de (5.3) (5.4) et du lemme 3.1, que pour
assez grand :

(5.5) llull sclo) + 2 C" [l
@ ) )
o€ o'-e
P 2 1/2 " a
ol ||ul| - désigne (o||u||Hg+ lung) , Cy et C! dépendent de |[u||Ll (@0)
et |uf| @) mais sont indépendantes de € > 0 . En outre C! ne dépend pas de

o, et le lemme 5.1 résulte immédiatement de (5.5).

PARTIE II : CHOCS UNIEORME!MENT STABLES
6. CHOCS PLANS
Considérons un systéme de lois de conservation
(6.1) Btu + jgl axj fj () =
ol les f 3 sont des fonctions C° de ]RN dans IRN On suppose pour simplifier
que ce systene est strictement hyperbollque et on notera A.k(u,g) les valeurs

propres (réelles et distinctes) de _E E f' () ; rk(u,E) désignera un vecteur
propre associé. =
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Considérons alors l'exemple le plus simple de discontinuité :
+
(6.2) u(t,x) =u  pour t v.x> ot

ol u* # u- sont deux constantes, (o,v) € R*+1\0 . Alors u est solution (au
sens distribution) de (6.1), si et seulement si

n
-u) = 2z . . - L(um .
(6.3) o(ut - u) 21 vJ (f:J (ut) fJ (u))

Quant & 1l'existence de telles solutions, rappelons le lemme suivant (Lax [9]).

Lemme 6.1.- IZ existe au voisinage de (u°,u°,v°,Ak(u°,v°)) une varniete de codi-
mendion N de solutions de (6.3) qu'on peut paramétrer par

ut
(6.4) 3
()

]

u + erk(U',v) + 0(e2)

Ak(u—,v) + %e rk(u‘,v) . gradu A.k(u-,v) + 0(e2) .

Lorsque la valeur propre A.k est vraiment non linéaire (i.e. Iy - graduAk #0)
et aprés la normalisation S - gradu Ak =1, on voit que pour € assez petit, la
condition € < 0 équivaut 3 :

Ak(u+,v) <o< }\.k(U",v)
Ak—l (u,v) <o < )\k_l_l(u’f,v)

(les valeurs propres étant rangées en ordre croissant). Dans ce cas, Lax [10] a
aussi montré que (6.5) équivaut & toutes les conditions d'entropie raisonnables.
Plus généralement, suivant Lax, on pose :

(6.5)

DEFINITION 6.2.~ La sofution u (6.2), vérifiant (6.3), est un k-choc 44 et
seulement s4 La condition (6.5) est satisfaite.

Remarque 6.3.- Lorsque A’k est vraiment non linéaire et que € > 0 dans (6.4),
la solution obtenue est violemment instable. Lorsque }\.k est linéairement dégé-
nérée ( rk.gradu A’k
Ak(u+ V) = Ak(u*,v) = 0 ; on est en présence d'une discontinuité de contact.

0 ) , alors on a pour la solution (6.4)

7. CHOCS MULTIDIMENSIONNELS

Soit X une surface (localement) d'équation xn = ¢(t,x') . Soit u une
fonction réquliére de part et d'autre de Z ; on appelle u* [resp. u ] sa
restriction & xn > ¢(t,x') [resp. xn < ¢(t,x') 1. Alors est solution faible
de (6.1) si et seulement si u* et u- sont solutions régulidres et vérifient
la condition de saut :

(7.1) 2 a4 nfl 2 (£, @] = (£, ]
=1 "3
od [v] =v+ - v~ désigne le saut de la fonction v 1le long de Z .
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Suivant la définition 6.2, on dit que u est un k-choc si les conditions
(6.5) sont satisfaites sur ¥ , avec o = atcb , V= (—dx,¢,1) .

Les inconnues du problémes sont donc u*t , u- et ¢ . Come il est classi-
que dans les problémes & frontiére libre, on fixe la frontiére en effectuant,
pour o , le changﬁx_nent de variables xn = *(xn - ¢(t,x")) . Posant Aj W) = f:'.l W),
An(v,d¢>) = An(v) - jgl axjéAj v) - BtcbId , on obtient les équations :

e nil - E ~ ~t -
atu + Aj(u) aX' -An(u ,do) a;(u =0 dans X% >0

(7.2) =1 J n
- n-1 - -
at¢[u] + jgl 8xj ¢ [fj (1] - [fn(u)]

0 sur xn =20

[.] désignant maintenant le saut le long de {Xn = 0} .

Dans [13], A. Majda a montré 1l'existence de solutions réguliéres de (7.2)
avec données de Cauchy (uo,do) sur t = 0 . Bien entendu, il faut pour cela que
les données satisfassent un certain nombre de conditions de campatibilité (c{.
(1.8)) . La premiére de ces conditions est que sur ¥n = 0 , il existe o(x') tel
que :

(7.3) c. [uwl +2 3Xj ¢ . [fj(uo)] - [fn(Uo)] =0.

Le lemme 6.1 montre précisément comment on peut choisir des données qui vé-
rifient cette condition. Les conditions d'ordre supérieur sont du méme type (et
linéaires en les dérivées maximales) et on construit de méme les données qui les
satisfont. On renvoie & [13] pour un énoncé précis. Dans la fin de 1l'exposé, nous
allons seulement écrire ce qu'est la condition de Lopatinski uniforme pour le
probléme (7.2), et l'analogue des inégalités d'énergie (3.7).

8. STABILITE UNIFORME

Majda considére la linéarisation suivante du probléme (7.2), analogue a
celle du probléme mixte introduite au § 3 :
t t + Dol + +
Lv =3 v + EAjaxviAnaxv=F dans xn > 0
(8.1) = ) n
G(V+,V',d¢) = bo at Y+ bj BX $ - M(W,T) =g sur ¥xn =0 .
j=1 ]
+ +
ol AS = Aj(u',d¢) , bo = [ul, b:.| = [fj ] et M+,v) = [AnV] .

Si on veut faire tourner un schéma itératif semblable a (4.8), et puisque u
+
et d¢p ont méme importance dans les coefficients de L et G, on voit qu'on
a besoin d'estimations a prioni qui donnent le méme contrdle sur v et db . Avec

les notations antérieures, ce sont les suivantes :
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©.2 ollvilZ, + 27, + 1ol s c{3le® +1a1” }.
[¢) o o o
Maintenant le gain de [dwle dans (8.2) montre que les conditions aux li-
mites G doivent &tre elliptiques en ¢ , c'est-3-dire que bo, ..., bn-4 doi-
vent étre linairement indépendants. Ces conditions peuvent alors se réécrire sous

la forme :
(8.3) ap =gq + N (v*,v) ; Nao(vH,v) =gz .

La premiére équation se partage entre des conditions sur qq + N; et une
formule qui explicite ( . Revenant aux conditions aux limites imi.tiales et in-
troduisant mn(t,x',T,E') le projecteur orthogonal sur (tbo + ;'E'l Ej b.)‘!‘ , on

J
voit que v est essentiellement solution d'un probléme de la forme :

+

+ + +
L v =f
(8.4)
n(t,x',Dt,Dx,) M*,v") +g) =0 .
Nous voulons pour ce probléme les inégalités d'énergie (3.7), ce qui conduit
d requérir la condition de Lopatinski uniforme pour (8.4). Pour cela, on fige les
+
coefficients (u,d$) de (L',G) en un point (us,ve) ; on introduit les espaces
Et(t,g') » pour Im T < 0 , engendrés par les vecteurs.propres de
n—-
t(Ai)_1 (t Id + jgl §j A?) associés a des valeurs propres de partie imaginaire
< 0 . La condition de Lopatinski s'écrit alors :
(8.5) pour tout (t,E') € T xW-")\0, ImT<0, 1'application

(A, v+, v") — A(Tbo + ng §j by) - M(v*,v") est un isamorphisme de
C x E*(t,E') x E(T,E') sur @V .

En particulier, si les coefficients sont figés en (ut ,d¢) qui vérifient
(7.1), et les conditions de choc, Majda introduit la terminologie de choc unifor-
mément stable quand la condition (8.5) est satisfaite.

Ce que montre effectivement Majda, c'est que la condition (8.5) conduit bien
aux inégalités (8.2), puis 3 1l'aide d'un schéma itératif i 1'existence de solu-
tions réguliéres du probléme (7.2).

Pour finir, faisons quelques remarques sur cette condition de stabilité uni-

forme des chocs :

1) en dimension n =1 (cas bien connu par ailleurs), pour les chocs faibles
( |ut-u"| petit), cette condition se réduit exactement i la condition de Lax
(6.5) ;

2) en dimension n = 2 , pour les systémes 2 x 2 strictement hyperboliques,
on a le méme résultat ([15]) ;

3) cette condition s'explicite et est effectivement vérifiée dans des exemples
physiques ! (A. Majda [12]).
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