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Séminaire BOURBAKI Juin 1987
3%9éme année, 1986-87, n° 685

GROUPES QUANTTQUES
[d'aprés V.G. Drinfel'd]

par Jean-Louis VERDIER

1. INTRODUCTION

Les systémes mécaniques classiques aménent & considérer les objets suivants :
une variété symplectique, espace de phase du systéme ; des hamiltoniens en invo-
lutions ; des groupes naturels de symétries dont l'action sur l'espace de phase
est hamiltonienne et qui produisent des intégrales premiéres, & l'aide de 1'ap-
plication moment.

Dans certains systémes classiques étudiés ces derniéres années, en parti-
culier les systémes du type K.P. ou K.D.V., ou plus généralement les systémes
camplétement intégrables construits par la méthode de "transformation d'habil-
lage" [13], cette situation paradisiaque s'altére légdrement. Les situations
symplectiques naturelles ont tendance 3 dégénérer et il y a lieu de les rempla-
cer par la structure duale de crochet de Poisson. Il apparait plusieurs struc-
tures symplectiques naturelles. Plus grave encore, les groupes naturels de
symétrie ne préservent pas les structures symplectiques. Toutes ces incohérences
apparentes s'éclairent lorsqu'on comprend que les groupes naturels de symétrie
sont munis, eux aussi, de structure de Poisson et que les actions considérées
sont des actions de Poisson [16].

Mais cela a la conséquence suivante : lorsqu'on étudie les déformations
quantiques de ces systé@mes classiques, on est amené 3 étudier en méme temps
les déformations quantiques des groupes de Poisson de symétries. Ces déforma-
tions produisent de nouveaux objets qu'on appelle groupes quantiques.

En mécanique statistique, ou bien en théorie quantique des champs, plus
spécialement dans la méthode du scattering {inverse quantique, sont apparues des
&quations satisfaites par des matrices dépendant d'un paramétre appelées équa-
tions de Yang - Baxter (Quantiques) (YBQ) ou encore équations triangles. Toute
solution de ces équations permet de construire des systémes quantiques ou de
mécanique statistique exactement solubles. E.K. Sklyanin a proposé d'étudier des
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limites classiques de ces équations YBQ qu'il a appelées &quations de Yang - Baxter
classiques (YBC) [ 7]. Il se trouve que toute solution de YBC permet de construire
un groupe de Poisson. Réciproquement, les déformations quantiques des groupes de
Poisson permettent de construire des solutions de YBQ.

J'ai suivi en partie 1'exposé trés riche de Drinfel'd auC.M.I. de Berkeley
[1]. En m"inspirant de [11], j'ai domné quelques indications sur les démonstra-
tions de la partie "classique" de cet exposé. Faute de place, j'ai di réduire
beaucoup la partie "quantique".

Nous possédons maintenant un instrument permettant d'étudier systématiquement
les systémes camplétement intégrables classiques, les systémes exactement solubles
de la mécanique statistique, les systémes intégrables quantiques. La vision que
nous en avons maintenant s'est dégagée petit a petit des travaux de Baxter, des
travaux de 1l'Ecole de Léningrad autour de Fadeev, des travaux de Yang et Zamo-
lodchikov.

Le sujet des groupes quantiques est extrémement actif. Leur interprétation
en terme de "groupes de symétrie" d'ocbjets géamétriques non cammutatifs est en
devenir [12]. Ils commencent 3 &tre étudiés du point de vue des algébres stel-
laires [19].

2. THEORIE DE LIE - POISSON

2.0. Soit X une variété. Une structure de Poisson sur X est une section P
2
de ATX telle que la loi de camposition

(£,9) — {f,g} = <P,df A d>

fasse de C (X) une algébre de Lie. Cette loi de camposition est appelée crochet
de Poisson. Soit x € X . On dit que P est inversible si, pour tout x € X,
P(x) , interprété camme un morphisme de T;‘{ dans Tx , est inversible. L'in-
verse Q =P ' est alors une 2-forme fermée, inversible en chaque point, c'est-
3-dire une forme symplectique sur X . Réciproquement une forme symplectique

sur X définit une structure de Poisson inversible sur X . Les structures de
Poisson que nous allons considérer ici ne sont pas en général inversibles.

2
2.1. Soient X et Y deux variétés, P € r‘(X,ATx) , Q€ I‘(Y,KTY) deux struc-
tures de Poisson sur X et Y respectivement. La section

PxQ=1®Q+pP®1.

de TXxY, IZ\TX ®12\TY) cCHrExY, XTXxY) est une structure de Poisson sur le
produit appelée structure de Podsson produit. On dit qu'un morphisme £ : X — Y

est un monphisme de Poisson si £*Q = df(P) .
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2.2. Soient G un groupe de Lie, P une structure de Poisson sur G . On dit
que (G,P) est un groupe de Lie-Poisson si le morphisme de multiplication

m: Gx G— G est un morphisme de Poisson de la variété G x G , munie de la
structure de Poisson produit P x P , sur G mumi de P . Il revient au méme de
dire que pour tout x,y € G, on a

2.2.1 P(xy) =x.P(y) +P(x) .y

Soit e € G, 1'élément neutre. On a 2P(e) = P(e) , d'od P(e) =0 . Donc P
n'est pas inversible en général.

2.3. Une cogébre de Lie, réelle ou ccrrqSlexe, est un espace vectoriel g , réel
ou camplexe, muni d'un homamorphisme g : g — lzsg , appelé cocommutateur, tel
que l'homomorphisme g* x g* — g* déduit de p , soit une structure d'algébre
de Lie sur g* . Il revient au méme de dire que pz o p @ g—»Xg est nul ol
2 ¢ zz\g—»ig est défini par

2.3.1 F2(XAY) =p(X) AY-XAR(®Y .

Une biglbre de Lie, réelle ou camplexe, est une algdbre de Lie, réelle ou com-
plexe, munie d'une structure de cogébre de Lie g : g — Ag telle que g so:.t
un l-cocycle de l'algébre de Lie g , & valeurs dans le pg-module adjoint Ag
Si (g,p) est une bigébre de Lie, on a donc

P2 o =0 .
2.3.2

n(lx,Y]) = adX p(¥Y) - ady p(x) .

2.4. Soient (G,P) un groupe de Lie-Poisson et g l'algébre de Lie de G .
Alors x — P(x) . x~1 est une fonction de classe C° , définie sur G , 3 va-
leurs dans lzsg - Sa dérivée 3 l'origine est une application lindaire de g dans
12\g , notée g .
2.5. THEOREME.- 1) Soit (G,P) un groupe de Lie - Poisson. Alons (8,0) est we
bigebre de Lie.

2) Le foncteur (G,P) — (m,p) induit une équivalence entre La catégonie
des groupes de Lie - Poisson, connexes et sdmpLement connexes (de dimension finie)
et La catégorie des bigebres de Lie (de dimension finie) [5].

2.6. Démontrons 1). Le fait que § soit un 1-cocycle se déduit de 2.2.1 par
dérivation. La structure de Poisson P définit, par le crochet de Poisson, une
structure d'algébre de Lie sur C (G) . Elle agit, par dualité, sur l'espace U(g)
des d].stn_butlons a support dans 1l'origine et définit un hamamorphisme

U(P) : U(g) — AU(g) qui est une structure de cogébre de Lie sur U(g) . Un
calcul simple montre que U(P) (g) est contenu dans lzxg c IZ\U(g) et induit entre
ces espaces l'application p : g — lzxg .
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2.7. Pour démontrer 2), indiquons une méthode qui s'inspire de [11l]. Soit X une
2

variété, P ,Q deux sections de ATX oy 1 <1ic< 3, trois formes diffé-

rentielles sur X . On pose

2.7.1 <[P,QI> (w1,02,w3) =2 (PLwq)_] (Smwa) ’

ol 2 indique une sammation sur les permutations circulaires et SQLmz est
1'automorphisme infinitésimal associé au champ de vecteurs QLwa . On constate
que <[P,Q1> (wq,02,03) + <[Q,PI> (w1,w2,03) est C (X)-lindaire en les w; et
alternée. Cette expression définit donc une section -;-(<[P,Q]> + <[Q,P]>) de
Ar, notée [P,Q] . Bn particulier [P,P] est une section de AT, et

P est une structure de Poisson sur X si et seulement [P,P] =0 . Le tenseur
[P,P] est appelé crochet de Schouten de P .

2.8. Soient G un groupe de Lie, e € G son &lément neutre, Y un tenseur
sur G en e . Onnote Y(Y) (resp. 6(Y) ) le champ de tenseurs sur G inva-
riant d gauche (resp. a droite) engendré par Y . Soient r,s € lzxg ;@ € g* ,
i=1,2,3. 0n pose

2.8.1 <[r,s]> (w1,02,03) = Z <[rwq,sLwz],w3> .
3
On définit ainsi un élément <[r,s]> € ® g . Le tenseur <[r,s]> + <[s,r]> est
antisymétrique.
2
2.9. Lemme.- Sodlent G un gwupe de Lie, r,s € Ag .

1) Le champ de tenseurs [y(s),y(s)] (resp. [6(x),5(x)] ) est Linvariant
a gauche (nesp. a droite).

2) Ona [v(s),v(s)]

]

Y (K[s,s]>)
[6(x),56(x)] = -8Klr,r]>) .
3) Oona [6(x),¥(s)]=0.
4) Ona [v(s) - 8(x),¥(s) - 6(x)] = YK[s,s]>) - 6KIr,x]>) .

2.10. La premiére assertion est claire, par transport de structures. Soient
wj_Eg* , 1i=1,2,3 .0na

[Y(s),¥(s) J(¥ (1) ,¥(w2),Y(@3)) =Z <y (sleo) /O (S)LY@Q)Y(C%» .
D'aprés la formule de variation, on a
2.10.1 &Y(S)LY(M)Y(%) =d(y(sL{wz A w3 )) + Y(sLwy A d(y(w2) (€))) .

Le premier terme du second menbre de 2.10.1 est la différentielle d'une fonction
constante. Par suite, il est nul. On a donc

[v(s),v(s)] (¥(w1),¥(w2),v{wa)) =Y (Z <(slwq) A (slwz),d(y(ws)) (e)>) ,

d'oll 1'égalité cherchée, en vertu de 2.8.1. La deuxiéme égalité de 2) s'en dé-
duit, en appliquant le difféomorphisme x —> x~ 1 . L'assertion 4) se déduit
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de 3) et 2) en développant le crochet de Schouten. Démontrons 3). On a, par
transport de structures, pour tout x € G ,

[¥(s),6(r)](x) =x. ([v(s),6(x""x)](e)) .

2
I1 suffit donc de montrer que [v(s),6(r)](e) =0 pour tout r,s € Ag . Soient
w; €g*, i=1,2,3. Il suffit de montrer que

Clwg ,2,03) =
<[v(s) ,6(x) 1> (v (1) ,¥ (w2) ,Y (w3)) (€) +<[6(r),Y(s) 1> (Y (W), (w2),Y(ws)) (e) =0 .

Par un calcul analogue & celui fait ci-dessus, on montre que

<[r,s]> (0q,w2,03)

<[6(x) ,¥(s) 1> (v(w1),Y(@2),Y3)) (e)
2.10.2
<[s,r]> (w1,02,03) .

<IY(s) , Y () 1> (v(w1),Y(w2),Y(w3)) (e)
Par suite C(wq,wz,ws) =0 équivaut &
2.10.3 <[v(s),8(x) = v (x) I> (Y (@1) ,¥ (@2) ,Y (w2)) (€) == (K[x,s]>+<[s,r]>)(w: 02 ,03) .

En utilisant 2.7.1, la formule de variation, et le fait que
(6(x) -v(r)) () = 0 , on montre que le premier membre de 2.10.3 est &gal &

2.10.4 Z <sLwy , A((8(x) - v(r))Ly (w2 A w3))> .
La fonction (8(r) -=v(r))LY(w2 A wq) est égale &
2.10.5 Xb— (x'rx - r)Lwz A Wy .
Par suite, 2.10.4 s'écrit
2.10.6 Z - (ad(slwq)r)Llwz A w3) .
Il suffit donc de se conv/aincre que cette derniére expression n'est autre que
2.10.7 z —ﬁ[su.o,ruoz] , Wa> = <[sLwq,rwz] , w> ,
et il suffit de le vérifier lorsque r et s sont décamposables.

2.11. Démontrons l'assertion 2) du théoréme 2.5. Soient (g,p) une bigébre de
Lie, G un groupe de Lie simplement connexe d'algébre de Lie g . Le l-cocycle
p s'inté&gre en un 1-cocycle sur G & valeurs dans szg . Il existe donc un uni-
que P € r(G,KTG) , possédant les propriétés 2.2.1 dont la dérivée & 1'origine
soit g . Démontrer 2) se raméne & démontrer que P est une structure de Poisson
sur G , c'est-&-dire & démontrer que [P,P] =0 . Comme P(e) = 0 , on a
[p,Pl(e) [P,P] =0 .
Camme on a

0 . Il suffit donc de montrer que, pour tout X € g , SY x)
aY(X) [P,P]=[8Y(X)P,P] + [P,GY(X)P] et, d'aprds 2.2.1,
SY(X)P = Y(#(X)) , on est ramené & montrer que [y(p(X)),?] + [D,y(®(X))]1 =0 .

Utilisant & nouveau P(e) =0 , 86(Y)y(p(x)) =0, 85(Y)P =6(n(Y)) pour

Y € g , on est ramené & montrer que
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2.11.1 [y(pX)),Pl (e) = 0 .
2.11.2 [y(E),6@)] + [6@EX®),y@EX)]I=o0.

L'égalité 2.11.2 résulte du lemme 2.9. En utilisant 2.7.1, la formule de va-
riation et P(e) = 0 , on montre que 2.11.1 est équivalent a

2.11.3 ? <P(X)Lwq , ploz Awz> =0 , Vmi € g* .
Par un calcul simple, on voit que le premier membre de 2.11.3 est &gal &
2.11.4 <Pz o P(X) , W1 AW2 AW

qui est nul, car g est un cocomutateur, d'od le théoréme.

3. SYSTEMES TRIPLES DE MANIN

3.1. Soit (g,p) une bigébre de Lie. Il existe au plus un crochet de Lie sur
g ®g* , qui induit sur g le crochet initial, sur g* le crochet de Lie donné
par tp et qui préserve la forme bilinéaire hyperbolique canonique H sur
g®g* . Si g est de dimension finie, un tel crochet existe et on a, pour
X€EQg et E€ g*

[X,E] = p(X)LE + x.:dg E,

ol dg : g*¥ — Izkg* est 1'application duale du crochet de Lie sur g . Pour vé-
rifier ce fait, il suffit de vérifier 1'identité de Jacobi pour le crochet décrit
par 3.1.1, ce qui se fait par un calcul qui n'est pas reproduit ici.

3.2. Un systeme triple de Manin est constitué par une algébre de Lie A , une
forme bilinéaire B sur A , symétrique invariante séparante, une décamposition
A=g®k en same directe de deux sous-algébres isotropes pour B . D'aprés 3.1,
si (g,p) est une bigébre de Lie, de dimension finie, (A =g ® g*,H) est un
systéme triple de Manin.
3.3. Réciproquement, soit (A,B,5 ® k) un systéme triple de Manin. Soit

2
f: 83— (AR)* 1'application linéaire définie par

f(X) (Ean) =B(IXElmM) , X€8, En€h.

Notons . : Ag = (Ak)* 1'injection canonique associée 3 B . Si il existe
R g——»lzxg tel que Lo.§ =§ , ouen d'autres termes si § prend ses valeurs
dans t.(tz\g) , alors (g,p) est une bigébre de Lie. Cela résulte de calculs sim-

ples laissés au lecteur.

3.4. Il résulte de ce qui précéde que lorsque (g,#) est une bigdbre de Lie de
dimension finie, (g*,dg) est une bigébre de Lie. Les bigébres de Lie utiles
dans le scattering inverse quantique, ou en mécanique statistique, sont parfois de
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dimension infinie. Il y a lieu, dans ce cas, de faire attention aux phéncménes
de bidualité.

4. EXEMPLES DE BIGEBRES DE LIE

4.1. Soient g une algébre de Kac-Moody et < , > un produit scalaire invariant
sur g , h une sous-algébre de Cartan, b, les sous-algbres de Borel, de sorte
qu'on a

g=bhy + b,

h+nh_=h.

4.1.1

Posons A=58®g , B((xq,y1) , X2,y2)) = <Xq,%2> - <y1,y2> . Identifions g &
la sous-algébre diagonale de A . Posons k = {(x,y) € b_ x hy | X *y, =0}.
C'est une sous-algébre de bh- x hy elle-méme sous-algébrede A .Ona A=g®k
et (A,B,g8 ®k) est un systéme triple de Manin. Ce systéme induit sur g une
structure de bigébre de Lie. Si (X; ,Hi,X]T- ) sont les générateurs canonique de g ,
le cocommutateur p est donné par

p(t) =0 pour h€h,
4.1.2 £ s

p(Xi) =3 Xi A Hi .
4.2. Soient a une algébre de Lie simple, de dimension finie, < , > un produit
scalaire invariant sur a . Posons A = a[u~',u] , algébre de Lie des polyndmes
de Laurent & coefficients dans a . Posons
4.2.1 B(f,g) = res <f(u),g(u)> du .

U=oco

Soit g = afu] et k=u'afu'l].Ona A=g®k et (A,B,g®k estun
systéme triple de Manin, qui induit sur g = a[u] une structure de bigébre de
Lie. Explicitons-en le cocommutateur. Le produit scalaire sur a est un élément
symétrique r de a* ® a* . La forme inverse est un &lément symétrique r-1 de
a®a, invariant par a . Soit v une autre variable. Notons a ® a(u,v) le
produit tensoriel de a ® a avec le corps des fractions rationnelles en les deux va-
riables u et v . C'est un module sur A = alu~',u] . On a une inclusion
A®A =alu,ul ®alv1,vl ca®a(u,v) de A-modules. L'élément r:1v est un €lé-
ment antisymétrique de a ® a(u,v) , mais n'est pas un élément de A ® A . Cepen-

dant, pour tout f € A , on peut montrer, en utilisant le fait que r1' est in-

1
variant, que ad.f(ar—___—v-) appartient & A ® A et est antisymétrique. On a

_ 1)
4.2.2 p(f) = adf (u_V/ .
La vérification est facile et laissée au lecteur.
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4.3. A la suite de I.V. Cherednik [ 7], on peut généraliser les exemples précé-
dents camme suit : Soit X une courbe algébrique lisse projective comnexe sur
le corps € . Soient K(X) le corps des fonctions rationnelles sur X , A(X)
1l'anneau des adéles de X , w une forme différentielle rationnelle, a une al-
gébre de Lie simple, < , > une forme bilindaire symétrique inversible invariante
sur a . Posons A =a®A(X) , et
4.3.1 B(f,g) := £ res w<f ,g> .

X X x"°%
L'algébre g = a ® K(X) est une sous-algébre discréte de A . S'il existe une
sous-algébre ouverte A < A, isotrope telle que A =g ® A, alors (A,B,g ® A)
forme un systéme triple de Manin et 8 est une bigébre de Lie. Soient Sc X ,
S # ¥ un sous-ensemble de X , et AS (X) les adéles restreintes, sans x-compo-

santes pour x € S . Posons ASca ®AS(X) l'image de A et posons

4.3.2 g5 ={feg|limge de £ dans a ®AS(X) est dams 25} .
Alors gs est une sous-bigébre de Lie de g .

Ainsi, lorsque X=P', w=d\, S={}, A=a®m_x I 6x) , oo
est la bigébre de Lie présentée dans 4.2. X€X=S

5. LES ﬁQUATIONS DE YANG - BAXTER CLASSIQUES

2
5.1. Soit g une algébre de Lie et r € Ag . Le cobord de r est une applica-
2
tion 3(r) : g — Ag donnée par

5.1.1 3(r)(X) =ad X.r .

Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe, d'algébre de Lie g . Il

2
existe une section P de ATG et une seule qui vérifie 2.2.1 et telle que la

dérivée d l'origine de x t— P(x)x~' soit donnée par 5.1.1. On a, pour tout
XE€G

5.1.2 Px) =x.r-r.x,
ou encore on a
5.1.3 P =vy() - & .

2

5.2. PROPOSITION.- Soient g une algébre de Lie, r € Ag . Alons (g,d(r)) est
3

une bigebre de Lie 84 et seulement 84 <[r,r]> € Ag est invariant pan g .

5.3. Lorsque g est de dimension finie, algébre de Lie d'un groupe de Lie G
simplement connexe, alors (g,3(r)) est une bigébre de Lie si et seulement si P
défini par 5.1.3 est une structure de Poisson sur G (2.5), ou encore si et seu-
lement si [P,P] =0 (2.7).0na [P,P] = v([r,r]>) - 6Kl[r,r]>) (2.9). Donc
(3,9(r)) est une bigébre de Lie si et seulement si <[r,r]> est invariant sous
G , c'est-a-dire sous g . Dans le cas général, il faut montrer que <[r,r]> in-
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variant équivaut 3 f, o P =0 ol p(X) =adX)r , ce qui se fait par un calcul
qui n'est pas reproduit ici.

5.4. En interprétant <[r,r]> camme un tenseur antisymétrique, on a

5.4.1 <[r,rl> = [x'r2,r2/3] + [r1r2,x1/3] + [x1/3,r2:3] ,

ol, par exemple, si r =2 a; ®bi ,ona [r'r2,r2:3] = iz,:j a; ® [bi'aj] ®bj... .
L'équation
5.4.2 [x1/2,r2,3] + [£1/2,r1,3] + [£1/3,22,3] = 0
est appelée équation de Yang - Baxter classique (YBC en abrégé) et a été introduite
par Sklyanine [17]. C'est un cas particulier de la condition " <[r,r]> invariant
par g ".

Une bigébre de Lie telle que le cocamutateur soit un cobord est dite bigébre
de Lie cobordante. Une bigébre de Lie triangulaire est un triple (g,p,r) ol
(g,p) est une bigébre de Lie, r € Izsg , R=203(r) et r est une solution de
5.4.2. (L'équation de Yang - Baxter, classique ou quantique, est aussi appelée
"équation triangulaire" ou "équation triangle".) Une structure un peu plus géné-
rale est celle des bigébres de Lie quasitriangulaires forméedes triples (g,p,r)
ol (g,p) est une bigébre de Lie, r € é)g , R =203(r) et r vérifie 5.4.2 et

5.4.3 rt,2 + r2,1 est invariant par g .

5.5. On peut montrer que les bigébres de Lie de l'exemple 4.1, dans le cas ol g3
est de dimension finie, admettent une structure quasitriangulaire. Etudions
l'exemple 4.2, oi g = aflu] , a algébre de Lie simple. Une structure triangu-
laire est donnée par un €lément de g ® g = a ® a[u,v] , donc par un polyndme
r(u,v) a valeurs dans a ® a , soumis aux conditions

5.5.1 [r1r2(uq,u2) ,x"3(uq,us) ] + [r1/2(uq,u2) ,r2/3(uz,us) ]
+ [r1;3(u1,u3) ,r213(U2,U3)] =0.

5.5.2 r1r2(uq,u2) + r2,'(uz,u4) =0 .

—1
L'exemple 4.2 fournit la solution r(u,v) = L

= qui n'est pas polynamiale.

Plus généralement, en étudiant l'exemple 4.3 proposé par Cherednik [ 7], on est
amené a chercher & résoudre 5.5.1 en s'autorisant des fonctions rationnelles sur
une courbe algébrique. Belavin et Drinfeld [ 3] ont alors montré qu'on retombait
nécessairement sur la famille d'exemples 4.3, avec trois possibilités

1) X elliptique, w réguliére, a =sf(n) ;

2) X=P', w=A1dA (cas trigonamétrique ;

3) X=P', w=d\ (cas rationnel).

Dans les cas 1) et 2), une classification campléte est donnée.
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6. LES GROUPES QUANTIQUES

6.1. Soient g une algébre de Lie, U(Z) son algébre enveloppante. Alors U(g)
est une bigébre, & unité notée i , colinité notée € , antipode notée S . Notons
m la multiplication et A : U(g) — U(g) ® U(g) la comultiplication. La co-
multiplication est cocommutative. Un tel objet (U(g) ,m,A,i,€,S) est appelé une
algebre de Hopf cocommutative.

Nous serons amenés a considérer plus généralement des alg&bres de Hopf non
nécessairement commutatives ni cocommutatives. Précisons qu'enplus de l'antipode S,
on impose dans ce cas l'existence d'une antipode gauche, i.e. une antipode pour
la multiplication opposée et la méme comultiplication. Une telle algébre de Hopf
est appelée groupe quantique. L'idée est de considérer cette bigébre comme une
généralisation non commutative de la bigébre des fonctions sur un groupe. De
sorte que la catégorie des groupes quantiques est, par définition, la catégorie
opposée a la catégorie des algébres de Hopf.

La notion de groupe quantique (ou d'algébre de Hopf) admet des variantes
suivant les contextes. Ainsi, dans le cadre des algébres stellaires, on a des
groupes quantiques stellaires ol le produit tensoriel est remplacé par un pro-
duit tensoriel topologique [18]. Ainsi aussi, l'objet dqual U(g)* ol g est une
algébre de Lie, est un groupe quantique qu'on peut considérer comme la bigébre
du groupe formel associ€ & g . Mais dans ce cas la camltiplication est a va-
leurs dans un complété convenable du produit tensoriel.

6.2. Quantifier une algébre cammutative A, , c'est décrire une déformation non
nécessairement commutative Ay , dépendant d'un paramétre h € € , considéré
came trés petit (constante de Planck). Dans un premier temps, une quantifica-
tion de A, sera donc pour nous une C[[h]]-algébre A, , topologiquement libre,
telle que Ah/hAh = Ao . Soient ao,bo € Ao , a,b € A, dont les classes dans Ao
soient a, et bo respectivement. Alors {ao,bo} =h~7[a,b] nedépend que de ao
et by et est un crochet de Poisson sur Ao . Soit donc (Ao,P) une algébre de
Poisson (i.e. une algébre commutative munie d'un crochet de Poisson) ; une quan-
tigication de (Ro,P) est une algébre A, qui quantifie 2o et qui induit P
sur Ao . L'algdbre (Ao,P) est appelée la Limite classique de Ay .

6.3. A la structure de groupe de Poisson (2.2) correspond, en prenant la bigébre
des fonctions, la notion d'algébre de Hopf - Poisson. C'est une algébre de Hopf
mtative , munie d'un crochet de Poisson tel que la camltiplication préserve
la structure de Poisson. Soit donc (Ro,P) une algébre de Hopf - Poisson. Une
quantification de (Ao,P) est une algébre de Hopf sur C[[h]] , topologiquement
libre, telle que Ah/hAh = Ao et qui induit sur A, la structure de Poisson P .

314



(685) GROUPES QUANTIQUES

6.4. De maniére duale, on a aussi la structure d'algébre de Hop{ - co-Poisson.
C'est une algébre de Hopf cocammutative munie d'une structure de cogébre de Lie
qui se décrit en prenant le dual des structures décrites dans 6.3. En particu-
lier, si G est un groupe de Lie-Poisson de bigébre de Lie (g,p) , l'algébre
de Hopf cocommutative U(g) est munie d'une structure de co-Poisson qui induit
sur g la structure de cogébre de Lie p (cf. 2.6) . Réciproquement, une bigébre
de Lie (g,p) é&tant donnée, il existe sur U(g) une et une seule structure de
co-Poisson qui induit g sur g . Si g est de dimension finie, cela résulte
de (2.5) et (2.6). Il existe une démonstration purement algébrique dans le cas
général. On définit de maniére duale 3 6.3 les quantifications des algébres de
Hopf - co-Poisson. On appelle quantification d'une bigébre de Lie (g,p) les
quantifications de 1'algébre de Hopf-co-Poisson correspondante.

6.5. Si (g8,p) est une bigébre de Lie, alors g ® g* est muni d'une structure
d'algébre de Lie (3.1). Considérons le camplexe

6.5.1 ker(C*® (g ® g*) — C*(g) ® C*(g*)) ,

oll, pour toute algébre de Lie a , C*(a) désigne le camplexe de Poincaré stan-
dard : 0 ——»a*-——-»lzxa*—- ... . Notons, pour tout i , Deri(g,n) la ccho-
mologie de 6.5.1. On a Deri(g,p) =0 pour i<0; Der'(g,p) est l'espace
des dérivations de la bigébre g . On peut montrer [1] qu'il existe une théorie
de 1'obstruction de la quantification de g & valeur dans Der'g et Der2g :
1'extension & 1'ordre n+1 des quantifications 3 1l'ordre n est obstruée par
Der2g et paramétrée par Der'g si l'cbstruction dans Der2g est nulle.

7. EXEMPLES DE GROUPES QUANTIQUES

7.1. Soient a une algébre de Lie simple (de dimension finie) et g = alu] .
L'algébre g =st une algébre de Lie graduée par le degré des polynfimes et est
munie de la structure de bigébre de Lie décrite dans 4.2. Il résulte alors de la
théorie de la déformation esquissée au § 6.5 qu'il existe une unique quantifi-
cation graduée Q de (g,p) , ol deg(h) = 1 . Cette algdbre a été découverte

et étudiée dans [20]. On peut la décrire par générateurs et relations. En degré 0
on a 1l'algébre

7.1.1 Qo = U(a) .

L'algébre Q est engendrée par Qo et un C-espace vectoriel en degré 1 ,
isomorphe & a par un isomorphisme noté J . On a les relations

7.1.2 J([a,b]) = [a,T(b)] ab€ea.
7.1.3 ai'bi €a, 2 [ai'bi] =0

.o
= PUG)Ib)I = 3EE (la T ) oy Tl T) (1 TT,)
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7.1.4 ai’bi'ci €a, 2 [[ai'bi]'ci] =

0
= I [[J(a,),db,)],dc)] =22 =
a . ’ = ——
i i’ i i 4 ia,B,Y

ol les Ia. forment une base orthonommale e a , et

f(ailbilcil qIIBIIY) {IQIIBIJ(IY)}'

{X1,%X2,X3} =Sym x4x%2xa et £(a,b,c,x,y,2) = Alt Sym ([a,[b,x],[lc,y]l,z ) .
a,b a,c

La comultiplication est donnée par

7.1.5 A@) =a®1+10Q, AT@) =J(a)®1+1®J(a)+%[a®1,r“] ot
a€a et r_1=§Io.®Ia‘

On remarque que ces relations définissent Q sur C[h] et qu'on peut alors y

substituer h = 1 . On obtient ainsi un groupe quantique noté Y(a) et appelé
le Yangien de a .

7.2. Prenons l'exemple 4.1 et, pour simplifier les notations, nous allons décrire
les formules dans le cas ol g = sf(2,L) . On utilise la base cancnique X , H
et le cocamutateur p(H) =0 , p(xt) =% Xi A H . On montre qu'il existe une
quantification U, (g) [91] et que cette quantification est essentiellement unique
si on impose de plus que l'involution de Cartan soit préfervée. L'algébre Uh(g)
est engendrée h-adiquement par les trois générateurs X , H soumis aux rela-
tions

+ +
7.2.1 H,X]=%2X
sn(
7.2.2 [xt,x] = n .
2

La comultiplication A est donnée par

+ + -] +
A(X) =X+(8>exp-h—}!+expﬁ®x '
4 4
7.2.3
AH) =H®1+18H.

La quantification duale, quantification du groupe formel associé & SL(2,T)
peut étre décrite de la maniére suivante : L'algébre Uh(g)* est le quotient de
1'anneau des séries formelles non commutatives ﬂ:[[h]][[pij-éi'j]] , 1<i,j<2,
par les relations

-h/2
P11 p1z=eh/ P12 P11
-h/2
P21 P22 = € P22 P21
- o h/2
P11 P21 = € P21 P11
7.2.4 P12 P2z = € P22 P12
P12 P21 = P21 P12
2 ~-h/2
[P22 ,P11] = (eh/ -e / )P21 P12

h/2
P11 P22-€ / P12 P24 = 1 .
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Le cocamutateur est donné par A(pij) = 12{2 Pk ®°kj . Ce groupe quantique est en
fait défini sur Clq,q'] od g=eh/2 , et la sous-algébre de Hopf sur C [q,q ']
engendrée par les polyndmes non commutatifs en les pij , sounis aux relations
7.2.4 peut étre considérée comme la quantification du groupe algébrique SL(2,T)
ainsi qu'on le voit en faisant g =1 dans 7.2.4. On remarquera que, dans cette
quantification, la table de comultiplication est constante (indépendante de q ) :
c'est la table qui provient du groupe ensembliste sous-jacent & SL(2,TL) . En re-
vanche, la structure d'algébre dépend de g et, pour q # 1 , donne des algébres
non commutatives. Cette algébre a été retrouvée de maniére indépendante en par-
tant du point de vue des algébres stellaires par Worcnowicz [18, 19, 14].

8. L'EQUATION DE YANG - BAXTER QUANTIQUE

8.1. Dans les systémes exactement solubles de la mécanique statistique (les mo-
déles 3 vertex) apparaissent des matrices R(A) € End(V ® V) dépendant d'un
paramétre A € € , qui vérifient, dans End(V® V ® V) , les relations [2,8]

R172(Aq=A2) o R'"73(Aq=-A3) o R2r3 (A2 - Aa)

8.1.1 = R2(a-2a) o R'r2(A1-ks) o R172(h1 -Aa)

R1,2(A‘) o R2,1(..A') =] .

Cette relation est appelée relation de Yang - Baxter quantique (YBQ en abrégé)
et toute solution de cette relation permet de construire un systéme exactement
soluble.

8.2. On peut chercher des solutions de type 1+ri(A)h+r>(A)h2+ ... . On obtient

alors, en faisant tendre h vers 0 , les relations

[r172(A4 = 22) ,x172 (A1 - A3) ] + [x772(Aq - A2),r273 (A2 - A3) ]

8.2.1 + [£172 (- 2a) 1212 (2= 23) 1 = 0 .

r1r2(A) + r2:17(=-A) =0 .

On obtient donc les relations définissant sur les algébres de Lie les structures
triangulaires (5.4). Il est donc naturel d'utiliser les variations quantiques
de bigébres de Lie pour construire des solutions de YBQ.

8.3. En fait, la stratégie suivie pour trouver des solutions de YBQ est la sui-
vante [1] :
a) on part d'une algébre de Lie simple a ;
b) on considére le groupe d'autamorphismes TA(f(u)) = f(u+A) de g = alu] ;
c) les autamorphismes T de g définissent des automorphismes gradués Ty
de Y(@) (7.1) tels que T)‘ soit 1'identité en degré 0 et
TA(J(a)) =J(@ +Xa, Va€a;
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o -

d) on construit dans Y(a) une série formelle R(A) =1+ Z R }fk

R € Y(a) ®Y(a) telle que B

14

(A ® id)R(A) = R3(A)R2/3()\)

(T)\' ® id)a' (a) = R(A) (TA ®id)a(@RAM -1 a€ Y(@)

’
ol A'(a) =ocA(a) avec o(x®y) =y ®x . Une telle série formelle est unique.
De plus, elle satisfait dans Y(a) 1'équation YBQ ;

e) on prend une représentation p : Y(a) — End(v) . Alors (p ® p)R(A) vé-
rifie dans End(V ® V ® V) 1la relation YBQ. De plus, si p est irréductible,
alors, a un facteur prés, (p ® p)R(A) est une fonction rationnelle de A .

Essentiellement la méme stratégie, appliquée a Uh(g) permet de construire
des solutions trigonométriques (i.e. rationnelles en e)‘ ) de¥YBQ [9].

Le probléme est ainsi ramené & construire les représentations irréductibles
de Y(a) ou Uh(g) . Lorsque g = gf(N) , Jimbo a pu donner des solutions i ce
probléme pour Uh(g) en le liant aux représentations irréductibles d'une algébre
de Hecke, déformation quantique de 1'algdbre du groupe SN [9]. Pour le Yangien,
des algébres de Hecke permettent aussi d'en étudier les représentations [6,10,4].
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