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Séminaire BOURBAKI Juin 1987
39éme année, 1986-87, n° 681

PROGRES RECENTS VERS IA CLASSIFICATION DU DUAL UNITAIRE
DES GROUPES REDUCTIFS REELS

par Laurent CLOZEL **)

1. INTRODUCTION

La théorie des représentations unitaires des groupes de Lie réductifs réels
a commencé il y a plus de quarante ans, avec les travaux de V. Bargmann et de Gel-
fand - Neumark sur le groupe de Lorentz et sur SL(2,R) [13]. Pour ces groupes,
ils obtenaient une classification compléte du dual unitaire, c'est-d-dire de 1l'en-
semble des représentations unitaires irréductibles & isamorphisme prés. La méthode
de Bargmann a servi de paradigme pour les progrés ultérieurs. Soit m une repré-
sentation irréductible de G = SL(2,RR) sur un espace de Hilbert H . Bargmann &tu-
diait la représentation dérivée de l'algébre de Lie g de G sur l'espace V des
vecteurs de H qui ont une "décomposition de Fourier" finie sous l'action du sous-
groupe K = SO(2) . Il obtenait, & 1l'aide des équations de structure de g , des
formules explicites qui lui permettaient de classifier les représentations (c{.
[32]). On trouve que la plupart des représentations unitaires de G peuvent se
réaliser dans des espaces de Hilbert de fonctions sur lesquels G opére de fagon
naturelle. Par exemple, la série principale se compose des représentations T

S,€E
(s€iR, €=0 ou 1) obtenues par 1'action suivante de G sur I2(R) :

(ax+c
\bx+d

), XER .

ab € -1-s
(ns,e (c d) f) (x) = sgn (bx+d) "~ |bx+d| £

Si € =0 , Bargmann découvrit que les représentations données par cette for-
mule pour s #48el, |s| < 1, sont encore unitaires ; on doit, bien sr, munir
1l'espace des fonctions sur R d'une autre structure hilbertienne, qui d'ailleurs
dépend de s . Il appela cette série de représentations "série complémentaire". On
remarque aussi que ns,e est définie (et continue) pour tout s € T ; mais, en
dehors des cas précités, elle n'est unitaire pour aucune renormalisation du pro-
duit scalaire. (Bien slir, G a aussi une autre série de représentations, dite "sé-
rie discréte".)

(*¥) Pendant la préparation de cet exposé, les recherches de 1'auteur &taient par-
tiellement financées par la National Science Foundation (E.-U.).
S.M.F.
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L. CLOZEL

Il s'avéra vite que les calculs explicites de Bargmann ne pouvaient s'é&tendre
au cas général d'un groupe semi-simple G . La théorie se développa alors, sous
1'influence dominante de Gelfand et Harish-Chandra, dans deux directions différen-
tes. L'une, analytique, a consisté & décrire les représentations unitaires de G
qui interviennent dans la mesure de Plancherel - c'est-3-dire dans la décomposition
de L12(G) , muni de la représentation réguliére gauche, comme intégrale directe de
représentations irréductibles. Ces représentations sont appelées tempiries. Les
étapes de ce programme sont les suivantes : la classification de la série discréte
par Harish-Chandra, et les réalisations explicites de Schmid et Atiyah - Schmid ;
le "théoréme de Plancherel" d'Harish-Chandra ; la classification fine des repré-
sentations tempérées par Knapp et Zuckerman. Certains de ces résultats sont rappe-
1és dans le § 2.2.

L'autre programme a consisté & classifier les représentations de G , dans
des espaces de Hilbert, qui sont continues, irréductibles mais non nécessairement
unitaires - 1l'analogue des représentations ns,e ci-dessus pour s € €L . On con-
sidére, en fait, les représentations (irréductibles) admissibles (§ 2.1). En 1973,
Langlands [33], & la suite des travaux d'Harish-Chandra, a montré que la classifi-
cation des représentations admissibles se ramenait 3 celle des représentations
tempérées, probléme qui fut, rappelons-le, résolu par Knapp et Zuckerman (1976).
La classification de Langlands est esquissée dans le § 2.3. Une classification dif-
férente, mais équivalente, fut obtenue par D. Vogan en 1976 [41, 2].

Gréce a ces progrés, la classification du dual unitaire est maintenant un
probléme trés explicite : paumi Les représentations admissibles, caractérnisern Les
nepresentations unitainres. Les dix derniéres années ont vu de grands progrés dans
cette direction, dus entre autres & W. Baldoni-Silva, D. Barbasch, M. Duflo, T.J.
Enright, A. Knapp, R. Parthasarathy, B. Speh, D. Vogan et N. Wallach. Il y a deux
types de problémes assez différents : .

(1) Pour G donné, décrire les représentations unitaires de G {so0fZes (dans
le dual unitaire ou admissible). On exclut la série discréte, considérée camme
connue. Ces représentations sont les objets nouveaux (et en général remarquables)
associés & G . Exemples :

- la représentation triviale (!) ;

- la représentation de Weil, ou métaplectique, de Sp(n,TC) [47,24] ;

- les représentations de Zuckerman (§ 4). Ces représentations, obtenues par
"induction cohomologique", interviennent dans la théorie de la cohamologie conti-
ne de G.

(2) Décrire les séries complémentaires.

A 1l'aide de (1) et (2), et de 1l'induction & partir de sous-groupes, on espére
bien stir
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(681) DUAL UNITAIRE DES GROUPES REDUCTIFS REELS

(3) Décrire explicitement le dual unitaire de G .

En général, la réponse & (3), pour un groupe donné, est compliquée. Le pro-
bléme est résolu pour de nambreux groupes - en général de petit rang sur R -
mais il n'est pas question de décrire ici ces résultats. Les plus récents sont
dus 4 W. Baldoni-Silva et A. Knapp [9]. Dans cet exposé, aprés avoir donné les
rudiments du sujet, on décrit d'abord des résultats nouveaux dus a Vogan. Le pre-
mier est un théoréme (Thm. 5) montrant que, sous des hypothéses trés larges, 1'in-
duction cohamologique (§ 4) préserve 1l'unitarité. Une des conséquences (§ 4.4)
est la classification finale des représentations unitaires de G dont la cohamolo-
gie continue est non triviale. La démonstration du théoréme repose sur un résultat
trés simple (Thm. 6, § 5) concernant les signatures des représentations hermitien-
nes ; on a esquissé la démonstration, qui devrait s'étendre aux groupes p-adiques.
A partir du Thm. 5, Vogan classifie complétement les représentations unitaires de
GL(n,F) oi F=R , T ou H. (Une démonstration différente a été proposée par
M. Tadi¥.) Les résultats sont exposés au § 7.

Le § 8 est consacré au remarquable travail récent de D. Barbasch, qui a clas-
sifié le dual unitaire des groupes complexes classiques. Une description de ses
résultats exigerait un exposé de la théorie, en plein développement, des représenta-
tions unipotentes. On s'est contenté de citer (incomplétement) un de ses théorémes.

Les représentations des groupes semi - simples peuvent &tre étudiées par
différentes méthodes, plus ou moins sophistiquées. Dans cet exposé, on a évité
d'utiliser les parties plus difficiles de la théorie de Vogan - en particulier, la
théorie du K-type minimal ; mais cette théorie est nécessaire, par exemple, pour
les démonstrations du § 6. Par ailleurs, Beilinson et Bernstein ont domné [14] une
construction des (g,K)-modules irréductibles reposant sur la théorie des 0D-mo-
dules. On peut penser qu'elle jouera un rdle dans les progrés futurs.

Terminons en espérant que la classification du dual unitaire d'un groupe ré-

ductif quelconque sera bientdt achevée !

2. NOTIONS FONDAMENTALES. CLASSIFICATION DE LANGLANDS

2.1. Dans le reste de l'exposé, G désigne le groupe de Lie des points réels d'un
groupe réductif connexe G défini sur R ou, plus généralement, un quotient d'un
tel groupe par un sous-groupe connexe de son tore déployé central maximal (pour des
hypothéses moins restrictives, cf. [42]). On renvoie & [1] pour un exposé détaillé
des résultats de ce paragraphe, ainsi que pour les références.

Soit go l'algébre de Liede G, g= Oo Q]% C . (On utilise des notations
analogues pour tout groupe de Lie.) Soient K un sous-groupe campact maximal de G,
9 1l'involution de Cartan associée, fo = ko ® o la décamposition de Cartan de

o . On fixe une forme bilinéaire invariante B(X,Y) sur 8o , définie négative
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L. CLOZEL

sur ko et positive sur §o . On note K le dual unitaire de K .

Soient U(g) 1l'algébre enveloppante de g , Z(g) le centre de celle-ci,

It une sous-algébre de Cartan de g , W le groupe de Weyl de (g,h) . Rappelons
qu'Harish-Chandra a défini un isomorphisme de Z(g) sur les invariants S(h)W du
groupe de Weyl dans l'algébre symétrique de h . Si m est une représentation ir-
réductible de § , le lemme de Schur [18] montre que Z(g) opére par des scalaires
sur l'espace de T . On note )”n le caractére de Z(g) ainsi défini, qu'on identi-
fie 3 une orbite de W dans h : c'est le caractére inginitésimal de m .

Soit T une représentation continue de G , de longueur finie, sur un espace
de Hilbert H . Soit V 1l'espace des vecteurs K-finis ( = dont les transformés
par K engendrent un espace fini) de H ; V est formé de vecteurs différentia-
bles, et regoit donc la représentation dérivée - aussi notée m - de g . D'aprés
Harish-Chandra, si mn est unitaire irréductible, et si u € K , la multiplicité
de w dans V (... ou H) est finie. On dit que (n,H) est admissible si elle
a cette propriété.

Considérons alors le couple de représentations de g et K sur V , toutes
deux notées m . On a :

(1) V est samme directe de sous-espaces de dimension finie, sur lesquels K
opére continfment.

(2) Si X€ko, VEV, nXvV =d£t|t=0 T (exptX)V .

(3)y si Xe€g, k€K, n@Aadk)Xx) =nkn(mnk) " .

Une telle représentation du couple (g,K) est appelée un (g,K)-module. Si
elle est de longueur finie comme U(g)-module, et si la multiplicité de tout wu € K
est finie, c'est un modwle de Harnish-Chandra. On dit que. deux représentations ad-
missibles de longueur finie sont {nginitésimalement équivalentes si les modules de
Harish-Chandra associés sont (algébriquement) équivalents. Deux représentations
unitaines irréductibles sont infinitésimalement équivalentes si, et seulement si,
elles sont équivalentes.

Un (g,K)-module (m,V) est unitaire s'il existe une forme hermitienne défi-
nie positive < , > sur V invariante par K et par Qo :

<(X)v,W> + <v,m(X)W> =0, X€go .

Dans ce cas, la complétion H de V est une représentation unitaire de G .
La classification des représentations unitaires de G se réduit ainsi & celle des
modules de Harish-Chandra unitaires irréductibles.

Soit (m,V) un module de Harish-Chandra. On note V' le dual heamitien de
V , c'est-d-dire 1l'espace des formes linéaires sur V muni de la structure com-
plexe conjuguée, et K-finies. C'est un module de Harish-Chandra. Si (m,V) est
irréductible, il est hermitien s'il est isomorphe a Vh muni de la représentation
évidente. Il est équivalent de supposer que V admet une forme hemitienne non
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(681) DUAL UNITAIRE DES GROUPES REDUCTIFS REELS

dégénérée invariante par go .

2.2. Induction parabolique, représentations tempérées

Si P est un sous-groupe parabolique de G, P a une unique décamposition
de Ievi P=MN avec M stable par 9 ; on peut écrire M=AM°M, avec
°M={m€M: x(m =1 pour tout caractdre ¥ : M—-»]R:} et A, le sous-groupe
vectoriel maximal du centre de M .

Soit & une représentation admissible de M , et vE a;i .Onnote e’ 1le
quasi-caractére de AM associé & v et

I, (6,v) = indS6 ®e’ ®1)

la représentation unitairement induite de la représentation & ® e’ ®1 de

P = °MAN : elle est donnée par l'action & droite de G sur

(2.1) HP(S,V) ={f:G— Hé,f(mang) =a P&6mf(g), f mesurable, fIK € L2(K)}

( °p € 3 est la demi-same des racines de 2 dans 1 ).

On a une construction analogue produisant des (g,K)-modules & partir de
(m,KM)-modules, KM étant un sous-groupe compact maximal de M [16] ; 1'induction
cammute alors avec le foncteur H ~~> V . L'induction préserve les représentations
admissibles de longueur finie (les modules de Harish-Chandra). Si & est unitaire
et v E€E iaﬁlo est la différentielle d'un caractdre, I,(6,v) est unitaire.

Rappelons qu'une représentation irréductible & de G appartient a la 42rie
discnete si ses coefficients sont de carré intégrable. Pour la théorie de la série
discréte, on renvoie 3 1l'exposé de Duflo [19] ; voir aussi le § 4.3.

Une représentation unitaire irréductible m de G est dite Zempénie si elle
vérifie les conditions équivalentes suivantes :

(1) les coefficients K-finis de n appartiennent 3 L27€(°G) pour tout € > 0;

(2) m est une composante d'une induite IP(G,\)) , © appartenant a la série
discréte de °M et v &tant unitaire ;

(3) m appartient au support de la mesure de Plancherel sur le dual de G .

L'équivalence de (2) et (3) résulte des travaux d'Harish-Chandra sur la formule
de Plancherel ; (1)<>(2) est Al d Trombi, oud la classificationde Langlands (§2.3).

Grdce a (2) et aux résultats d'Harish-Chandra sur la réductibilité des
IP(é,v) , on peut classifier complétement les représentations tempérées. Cela a
été achevé par Knapp et Zuckerman ; voir [30] pour un exposé de leurs résultats,
et [31], écrit hélas pour G connexe, pour les démonstrations. Des résultats
équivalents sont dans Vogan [2, ch. 6]. Nous retiendrons simplement que les repré-
sentations tempérées sont "connues" : leurs caractéres, restrictions & K , etc.,
peuvent étre déterminés explicitement.
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2.3. Classification de Langlands

Soient P = °MAN un parabolique de G, & une représentation tempérée de
°M, et ve€Ea*. Notons A@,a) 1'ensemble des racines de a dans n : ce sont
des formes linéaires réelles sur ao, . Par restriction et dualité, la forme B dé-
finit un produit scalaire positif, < , > sur ao ou a% . Notons P = °MaN 1le

parabolique opposé & P . On définit, formellement d'abord, un opérateur
A(5,v) : HP(6,v) — Hl-s(a,v) par la formule

(2.2) A(6,V) £ (g) = Jf_ f(ng) dn ,
N

ol dn est une mesure de Haar. Formellement, il est facile de vérifier que
A(5,v) entrelace IP(B,\)) et 113(6’\’) .

On dit que Vv est positif si Re<v,a> > 0 pour tout a € A(n,a) . La valeur
absolue de (A(5,v)f) (g) peut alors se majorer, pour f continue, par une inté-
grale analogue intervenant dans la théorie des fonctions sphériques ; on en déduit :

Lemme 1.- Soit £ un vecteuwr C. de I,6,v) . Alors L' intégrale défginissant
A(8,v)f convenge absofument pour Vv posLELE.

Le résultat de Langlands [33], avec des campléments dus 3 Mili&ié [34], est
alors le suivant (pour la démonstration, cf. [16]) :

THEOREME 1.~ (i) Supposons v positif. Alons L'image de A(S,v) est un sous-mo-
dule iueductible de 113 (&,v) , et L'unique quotient iwéductible de IP &,v) . On
Le note JP(cS,v) .

(ii) S{ 1 est une représentation admissible {iwéductible de G , AL existe
® =°vaN,5,v) , & dtant une neprésentation iuneéductible tempérie de M et
v € @ posdtif pour P, tels que T 404t infinitésimalement equivalente a
Jp(&,v) . Les donnZes °M,A,N,8,v) sont uniques a confugaison pres par un eLe-
ment de G .

On peut interpréter le quotient de Langlands Jp (6,v) came le sous-quotient
de IP(G,\)) dont les coefficients croissent le plus vite pour g —— « , la crois-
sance étant régie par Re v € a§ . Ceci rend plausible le résultat suivant, qu'on
déduit de [16, Prop. 4.13] :

PROPOSITION 1 (B. Speh).- Soit (m,J) un sous-quotient {rnéductible de IP(6,\)) .

Supposons que J =JL (6',v") ; s0it J,(6,v) Le quotient de Langlands de

I,(6,v) . ALons on a |[Re v'|| < [|[Re V||, avec Ggalité seukement 4L J = J,(6,V) .
Considérons maintenant les IP(G,\)) avec & tempérée et v positif.

THEOREME 2 (Zuckerman, Harish-Chandra).- Soit m une représentation de Longueur
§inie de G . Alons, dans Le groupe de Grothendieck des représentations admissibles
de Longueurn finie, on a :
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(681) DUAL UNITAIRE DES GROUPES REDUCTIFS REELS

(2.3) n=2 %(5,\;) IP(G,v)

avec mP(G,v) € Z ; cette expression est unique a confugaison pres des donnges
par G .

Démonstration.- On peut supposer m irréductible ; soit mn = J,(6,v) , donc

n =1Ip(5,v)-Z ' ol la same porte sur les autres sous-quotients de I, (5,v) .
D'aprds la Prop. 1, on peut supposer, par récurrence sur |[Re v|| , que les n'

ont une expression (2.3). La récurrence est justifiée, car les m' ont le méme
caractére infinitésimal (§ 2.1) que n , et d'aprés un théoréme d'Harish-Chandra,
les irréductibles de caractére infinitésimal donné sont en nambre fini. On obtient
ainsi une expression des Jp(6,v) de caractlre infinitésimal donné comme combinai-
sons linéaires des I (5,v) ; la matrice est triangulaire inversible, et donc 1'in-
dépendance (sur Z ou € ) des représentations irréductibles distinctes Jp (6,v)
implique celle des I;(5,v) .

Nous aurons besoin de l'effet de ladualité (hermitienne) sur la classification
de Langlands. Il existe une forme hermitienne G-invariante non dégénérée canoni-
que sur I,(6,v) x IP(5,-3) . (Vv désigne le conjugué de Vv par rapport
a% < a* .) Elle est donnée, dans la réalisation (2.1), par

(2.4) <£,£'> = J <E(K) ,£' (k)>5 dk ,

K
on <, >5 est la forme hermitienne sur H6 et dk la mesure de Haar normalisée

sur K . On en déduit :

Lemme 2.~ (i) S{ (=v) est positif pour P , I,(6,v) a un unique sous-module
Lueductible LP(G,v) .
(ii) Soit v positif pour P . On a Les isomonphismes canoniques :
3,6 = 1,6, = 356,

Démonstration.- (i) vient de la Qualité hermitienne entre I,(5,v) et I,(8,-V)
et du Thm. 1 (i) appliqué a IP(6,-\)) . La premiére égalité de (ii) vient de la
dualité canonique. La seconde résulte de l'existence de 1l'entrelacement

A(8,-V) : Il-,(6,-\_)) — IP(G,—\—)) . (Noter que -v est positif pour P .)

3. REPRESENTATIONS UNITAIRES : POSITION DU PROBLEME. BOITE A OUTILS

3.1. Came on dispose maintenant d'une classification des représentations admissi-
bles irréductibles de G (Thm. 1 ; on pourrait aussi utiliser celle de Vogan [41,
2]), la description du dual unitaire se réduit 3 caractériser les représentations
unitaires pammi les admissibles. On cammence par classifier les représentations
heamitiennes (§ 2.1). D'apréds le lemme 2, et la classification de Langlands,
Jp(6,v) est hermitienne si, et seulement si, JP(G,\)) = J1—>(6,-3) , c'est-a-dire
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si les données (P = °MAN,6,v) et (P = OMAN,5,-v) sont conjuguées par G . On
voit facilement qu'elles doivent alors l'&tre par K .

Par ailleurs, on obtient alors une forme hermitienne (presque) canonique sur
JP (6,v) . Fixons k € K conjuguant les données ci-dessus. Par transport de struc-
ture, k réalise un isamorphisme J13(6,-v) fJP(G,v) . D'aprés le leme 2, on a
alors

JP(G,v)h = L, (8,-%) = J5(6,9) = BN -

Par construction, 1'isomorphisme Jp (6,\))h - Jp (6,v) ainsi obtenu définit
bien une forme hermitienne, qui ne dépend que de k . Ainsi :

PROPOSITION 2.- (i) JP(S,v) est hermitienne 44, et seulement &4, {L existe k € K
conjuguant Les donndes (OMaN,8,v) et (CMAN,5,-v) .

(11) Jp(6,v) est unitaire 44, et seulement 84, La forme hermitienne associle
a k est définie positive ou négative.

On remarque que - mis & part l'entrelacement, tautologique, associé & k -
la forme hermitienne "canonique" est complétement décrite par 1'opérateur d'entre-
lacement A(8,-v) . Pour celui-ci, on a une décomposition en produit, qui permet
a prioni d'obtenir des formules explicites pour ses coefficients matriciels K-finis
[28]. Ie probléme d'unitarisabilité peut donc se réduire 3 celui, accessible au
calcul, de tester la positivité de la forme hermitienne sur les différents K-types.
(I1 suffit en fait de considérer un nambre fini de K-types, cf. § 8.1.)

3.2. Boite a outils

Certaines techniques permettent - parfois - de décider si Jp (6,v) , supposée
hermitienne, est unitaire. (Pour un exposé plus camplet, c4. [5, § 4].)

3.2.1. Une représentation unitairement induite d'une unitaire est unitaire (!). Ce-

ci produit des représentations unitaires isolées par induction parabolique de re-

présentations unitaires connues - par exemple, la représentation triviale, cf. [21].
Une réciproque intéressante est due a Speh [36] :

PROPOSITION 3.- Solent P = MN c G un parabolique, Ty une neprésentation her-
mitienne uéductible de M, m = ind;;l\](n.M ® 1) La représentation unitairement
induite. ELLe est heamitienne. ALons, s4 T est unitaire iruéductible, oy est
unitaine.

La démonstration est élémentaire : soient V , W les espaces de vecteurs
K-finis ( K N M-finis) dans l'espace de m (de oy ). Si Ty n'est pas unitaire,
on peut trouver deux sous-espaces Wy , W. de W , irréductibles sous KN M,
sur lesquels la forme est positive (négative). La forme hermitienne sur V (unique

3 un scalaire réel prés) est donnée par la formule (2.4). Elle est positive sur
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J‘.m‘;inM W+ © V , négative sur J.nd;(mM W~ . Barbasch [11] utilise systématiquement
ce principe.

3.2.2. Arguments de continuité. Rappelons que 1'opérateur

A(5,v) : IP(S,V) — If,(é,v) est défini pour v positif (§ 2.3). La formule du
produit (cf. § 3.1) implique que ses coefficients K-finis sont des fonctions élé-
mentaires (produits de quotients de fonctions gamma évaluées & Q <a,v> + p , ol
PEZ, QEN ne dpend que de G , et a parcourt les racines de N par rap-
port 3 a ). (Pour une assertion plus précise, cf. [6, § 5].) On en déduit tout
d'abord que A(S,v) est méromorphe en v € a* ; le diviseur de ses zéros et pdles
est un réseau d'hyperplans. (Pour une démonstration a prloal trés simple de la
méramorphie, voir [4, thm. 4.11].)

Ceci induit une décamposition du cdne positif en facettes d'équirndducibilife :
ce sont des sous-espaces de a* , définis par des inégalités (et égalités !) linéaires
portant sur Rev, d l'intérieur de chacun desquels Jp (6,v) varie analytiquement.
L'intersection avec l'ensemble des paramétres hermitiens donne une décomposition
en facettes de l'espace des représentations hermitiennes. A l'intérieur d'une fa-

cette, la forme "canonique" (Prop. 2) ne change pas de signature, et il suffit
donc de considérer un seul point pour tester l'unitarité. Ces arguments, qui re-
montent au moins aux travaux anciens de Kostant, Harish-Chandra et Sally, sont d'un

usage constant.

3.2.3. Majorations. Les coefficients d'une représentation unitaire non triviale

( ... G étant supposé simple) tendent vers 0 pour g — o [24]. Vu la rela-
tion entre le paramétre de Langlands et la croissance des coefficients, on en dé-
duit :

PROPOSITION 4 [16].- Supposons JP (6,v) unitaire non trhiviale, G simple. Alons
Rev €a¥ appartienta £'intérnieur de £'enveloppe convexe des (cg. 2.1) pour
tous Les paraboliques Q de composante de Levi M = M.

0

Supposons, pour simplifier, G semi-simple. Si h c g est une sous-algébre
de Cartan, soit h]R le sous-espace réel de h ol les racines prennent des va-
leurs réelles. On dit que le caractére infinitésimal A € W*MW (§ 2.1) de n est
nZel s'il appartient au dual réel de h]R . Si m est une représentation unitaire
irréductible de caractére infinitésimal réel, on dispose d'une majoration plus fine
sur A (et donc sur le paramétre de Langlands) qui résulte de 1'inégalité de Dinrac
[21], [5, § 4.5]. Mentionnons que, d'aprés un théoréme de Vogan [6 , 1] la classi-
fication des représentations unitaires se réduit a la classification de celles
dont le caractére infinitésimal est réel.
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4. INDUCTION COHOMOLOGIQUE ET UNITARITE. LA CONJECTURE DE ZUCKERMAN

4.1. (g,K)-cochamologie

Soit V un (g,K)-module. Rappelons la définition de la cohomologie relative
H®(3,K;V) [16]. Considérons le complexe C3(3;V) = Hcmm(Aq g,V) muni de la dif-
férentielle d définissant la cohomologie d'algébre de Lie. Soit 1i(X) :cd — Cq—l
le produit intérieur par X € g . Le groupe K opére dans foc! par le produit de
ses actions sur g et V . On note ot (3,K;V) 1le complexe des formes invariantes
par K , et annulées par i(X) pour X € k . Sa cochamologie est notée H®(g,K;V) ;
on l'appelle (g,K)-cohamologie.

Si E est une représentation de dimension finie de G , on peut aussi consi-
dérer la cohomologie "3 coefficients" H®(g,K; V®E) .

Plus généralement, ces définitions s'étendent si l'on remplace K par un
sous-groupe fermé H et si V est un (g,H)-module, i.e. satisfait les condi-
tions (1)=(3) du § 2.1 pour (g,H) .

L'étude, a4 l'aide de la théorie des représentations, de la cochomologie des
groupes arithmétiques [16], ainsi que les applications de la théorie des formes
automorphes 3 la cohamologie (&tale et complexe) des variétés de Shimura [17] mo-
tivent la question suivante : quels sont les modules d'Harish-Chandra irréducti-
bles unitaires dont la (g,K)-cohomologie n'est pas nulle ? Leur construction né-
cessite un outil nouveau.

4.2. Induction cohamologique

Soit g une sous-algébre parabolique de g telle que
(1) Sg=g9;
(2) g et sa conjuguée camplexe 1§ sont opposées : g N g =1 est un facteur
de levi de g .

Une telle algébre est dite, par abus de langage, parabofique 9-stable. D'a-
prés (2), 1 =10 ® C pour une sous-algébre 1o de 8o . Soit L le normalisa-
teur de lo dans G ; L satisfait les conditions du § 2.1 ; L est O-stable
et K =K N L en est un sous-groupe campact maximal.

Exemple.- G = GL(2n,R) , L = GL(n,T) plongé dans G de la fagon usuelle. Noter
que L n'est pas un sous-groupe de Levi d'un parabolique réel de G !

On ne peut donc, en général, utiliser 1'induction parabolique pour produire
des représentations de G & partir de celles de L . Néanmoins, la construction
par Schmid de la série discréte 3 l'aide de la cchamologie de Dolbeault, ainsi que
la méthode des orbites [7], suggérent la possibilité d'induire & G des représen-
tations de L . Le probléme est résolu par le foncteur d'induction cohomologique
défini en 1977 par G. Zuckerman.

Pour le décrire, on supposera dans ce § G connexe ; K, L, KL le sont
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alors aussi (pour le cas général, c4. [2, ch. 6]). Soit M(g,H) la catégorie des
(g,H)-modules, o0 H est fermé connexe dans K . Soit V un g-module. Un vec-
teur de V est H-4ini s'il est contenu dans un sous-h-module de dimension finie
de V qui s'intégre en une représentation de H . On définit alors des foncteurs

rt. M(8,K ) — MK

de la fagon suivante : I'° associe au (g,KL) -module V le (g,K). -module formé
des vecteurs K-finis de V . Il est exact i gauche. On définit rt , 4 1'aide de
résolutions injectives dans M(g,KL) , comme le i-iéme foncteur dérivé de I'® .

Soit maintenant VL un (1 ,KL) -module. On définit le "module produit" W,
une représentation de g , par

= g =
W m PR Yy = e, @) )

désigne l'espace des vecteurs KL-finis d ( ), et V. est étendu

ol ( )KL L

a g par l'action nulle du radical unipotent u . Le foncteur
prog : M(LK) — H(g,K)
est exact. On définit alors
RY : M(LK) — M(g,K)

par
Rt (v,) = ri (proﬁ(VL ® AMX 4y,

o AT désigne le produit extérieur en degré dim(u) . Soit hc 1 uné sous—

algébre de Cartan ; ainsi h*/W(1,h) paramdtre les caractéres de z(1) ,

WM(g,h) ceux de Z(g) (§ 2.1). Soit A(u,h) les racines de h dans u R

p(u) € K* leur demi-somme. Les propriétés suivantes sont de démonstration facile

[2].

PROPOSITION 5.- Soit v, un (I,KL)—modwCe d'Harish-Chandra.
(1)  Powr tout i , R* v, estun  (8,K) -module d'Harish-Chandra.
(ii) Pour i > S =dim(unk) , Rle=o .
(iii) Supposons que v, admet un caractire infinitésimal, de paramitre

A-p(w) . Alors V admet un caractere infinitésimal, de parametre A .

On renvoie a [2, Ch. 6] pour une &tude détaillée des R* . Ie résultat sui-
vant est plus difficile :

THEOREME 3 (Speh - Vogan [38] ; voir aussi [42, Thm. 1.2]).- Soit A € h* . Soit
v, wn 1,KL)—modw€e Aniductible, de caractenre infinitesimal X - p(u) . Suppo-
s0ns que

(d)  Re<a,rX> 20 pour tout o € A(n,h) .

Alors RS V=0 (0si<s) ,et B V. est iméductible ou nub. Si de plus,
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(B) Re<a, 2> >0, a € A(u,h)
RS VL est uveéductible.

4

4.3. Modules de Zuckerman

On décrit maintenant les modules de Zuckerman associés au sysieme de coeffi-
clents tnivial (§ 4.1). Le cas général n'est qu'un peu plus campliqué : on renvoie
3 1l'article trés lisible de Vogan et Zuckerman [43].

Soit g une sous-algébre parabolique O&-stable, L associ€é & g (§ 4.2).
On définit le module de Zuckerman Aq par :

Aq:RSG: , S=dim(unk) .
Bien slir, € désigne la représentation triviale de L .

THEOREME 4 (Vogan - Zuckerman [43]).- Soit R = dim(u np) , g = dim(g/k) .

(i) Aq est funéductible.

(ii) 0naR(|:=0 powL i<s (e/tdonc i;éS).

(iii) Ht (Q,K,Aq) =H (1 KL ; T) :HomK (A (1 naq,T .

(iv) Soit V un (8,K)-module unitaire umeducubﬂe ftel que H (g,K;V) #0
pour quelque i € [0,q] . Alons AL existe une sous-algebre parabolique 9-stable
q Zfelle que V= Ay -

(On a en fait des résultats plus précis : par exemple, la décamposition de V
restreint & K .)

Exemples.- . S1 g =g , AII =C.

. Si G a un sous-groupe de Cartan compact T < K , et donc, d'aprés Harish-
Chandra, une série discréte, toute sous-algébre de Borel h =t +u de g con-
tenant t est O-stable. On obtient ainsi des modules 2, : ils appartiennent 3
la série discr@te, et on obtient ainsi toutes les représentations de la série
discréte dont le caract®re infinitésimal est celui du module trivial.

En général, les modules de Zuckerman sont des représentations "nouvelles"
sans description géométrique simple.

On remarque que (i) et (ii) résultent du Thm. 3 (le caractére infinitésimal
de la représentation triviale est p; = Py ~ pm) ,on e , Py sont les demi-
sommes de racines pour des algébres de Borel campatibles). Le reste est démontré
dans [43].

4.4, Induction cochamologique et unitarité

L'induction parabolique ordinaire respecte les représentations unitaires ;
on sait, d'aprés la description de 1'induction cohomologique dans la classifica-
tion de Langlands [2], qu'elle respecte les représentations tempérées. On s'at-
tend donc 3 ce qu'elle respecte l'unitarité. C'est vrai, sous des hypothéses con-
venables :
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THREOREME 5 (Vogan) (Les notations sont celles du Thm. 3) .- (i) Supposons que VL
est un (I,KL)-modwCe unitaine iwméductible de caractene inginitésimel A - p() ,
et que A virifie ). Alows RS v, est unitaine.

(ii) Supposons de plus que A vérnifie (B). Alons 84 &S v, est unitaine, v,

L'est aussd.

Wallach [46] a donné une démonstration différente de la partie (i). On com—
parera la partie (ii) a la Prop. 3, § 3.2. Dans le § 6, on donnera quelques indi-
cations sur la démonstration de la partie (i) par Vogan.

COROLLAIRE.- Les modules de Zuckeruman Aq sont unitaines.

En effet, leurs caract@res infinitésimaux vérifient (a) (§ 4.3). Plus géné-
ralement, ceci s'applique aux représentations Aq (A) de [43], qui ont de la co-
hamologie 3 coefficients non triviaux. Ce corollaire avait été conjecturé par
Zuckerman.

5. LE THEOREME DES SIGNATURES

5.1. La démonstration du Thm. 5 repose sur un résultat trés simple concernant la
signature d'une représentation hermitiemne. Soit V un (g,K)-module de longueur
finie muni d'une forme hemmitienne invariante non dégénérée < , > . On a

v= & Vu , la camposante isotypique Vu étant de dimension finie. Soit
@Awpw,dwq()) la signature de la forme sur Vu , d(u) étant le degré de
¥ . La sdgnature de < , > est le couple (p,q) de fonctions a valeurs entiéres
sur K . Le K-canactere (formel) GK(V) est la fonction m(u) =p) +q) ,
i.e. la multiplicité de u dans V .

THEOREME 6 (Vogan [42]).- Soit V un (8,K)-module de Longuewr finie muni d'une
forme hermitienne non dégénérée < , > .

(i) 12 existe des (g,K)-modules {néductibles tempérés zl,...,zp et des
entiens r’i' » Ty (d=1,...p) tels que La signatwre de <, > so0it égale a

p p
+ -
(151 T &), Z T eK(Zi)) .
(ii) On peut supposer Les zZ; de caracterne inginitesimal réel (§ 3.2.3). Cette
expression est alons unique.

Ile fait que m = p+q admet une expression du type (i) résulte du Thm. 2
(déformer les IP(G,\)) en IP(B,O) : IP(6,O) est tempérée et cela ne change
pas le K-caractére). La partie (ii) résulte du fait que les représentations tem-
pérées de caractére infinitésimal réel ont des K-caractéres linéairement indépen-
dants sur Z , une conséquence bien connue des résultats de Knapp - Zuckerman et
Vogan ; cf. [42, Thm. 3.40]. On va esquisser la démonstration de la partie (i).
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Tout d'abord, un lemme analogue 3 la théorie de Witt des formes quadratiques :

Lemme 3.- Soit V satisfaisant Les hypotheses du Thm. 6, et soit (p,q) 4La s4-
gnature de V . 1L existe alons des (g,K)-modules iwéductibles X; (@=1,...,1)
de signature (pi,qi) ' Yj (3 =1,... s) de K-caractire m. zels que

(1) Dans Le ghoupe de Grothendieck des (g,K)-modules de Longueun ginie,

s
z

r
V= Z X, +
1 j=1

i=1

(r; + Y’J?) .

(ii) =(Zp,+Zm. ,2q. +2Zm) .
(p,2) (ipl 3 J'iql jJ)

La démonstration est €lémentaire. Joint au Thm. 2, ceci réduit le probléme
au cas ol V est irréductible. Rappelons alors les constructions du § 2.3. On
peut écrire V = JP(G,\)) (=3 113(5'\)) dof W . (On désignera ici par V , W,

JP (&,v) , etc., les modules d'Harish-Chandra fermés des vecteurs K-finis dans
les représentations de G correspondantes.) Soit alors W' = I5(6,%) & e
il s'identifie au dual hermitien de W . D'aprés la construction des induites
(§ 2.2), les espaces de W et wh s'identifient & des espaces {ndépendants de v
de fonctions K-finies sur K . Si Vv est positif, on a une application analyti-
que en V : .
= I= (8, = —_—_ - =W .
W = 15(6,-9) = I, (6,v) vy 56,9 =W

Lemme 4.~ Soit W_ = I5(&,-t V) (t €R) . 1L existe une famille analytique A(t)
(t 2 0) d'applications Wh — W, commutant a L'action de K , telles que :

(1) Pour tout t =0, A(t) : Wl; — wt est un morphisme de (g,K)-modules.

(ii) Pour t20, A(t) #0; pour t> 0 , £'image de A(t) est égale &
JP (5,t v).

(iii) Wl:_ (t 2 0) est muni d'une fornme hermitienne non nulle < >0 donnée
par <x,y>t = <K,A(t)y> .

(iv) Le noyau de < , > st Le noyau de A(t) .
En paticulien, < , >, s'identifie a une forme hermitienne non nulle sur
JP(G,\)) .

Demonstration.- L'application W W exhibée avant le lemme jouit des proprié-
tés (i), (ii), (iii) pour t > 0 d'aprés le § 2.2. On sait de plus (§ 3.2.2)
qu'elle est méromorphe en Vv€E€a* . On peut alors la multiplier par une puissance
convenable de t pour dbtenir l'analyticité en 0 , et la condition (ii) ; (i)
est alors vrai en 0 par prolongement analytique. La propriété (iv) est évidente.
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5.2. Filtration de Jantzen

Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur T , Eh son duai
hemmitien (§ 2.1), <, >t
définies pour t réel au voisinage de 0 et non dégénérées pour t # 0 . Soit
En le sous-espace de E formé des vecteurs e tels qu'il existe un germe de
fonction analytique fe de t au voisinage de 0 , & valeurs dans E , tel que :

une famille analytique de formes hermitiennes sur E

(@ £(0) =e.
(5.1) €
(b) Pour tout e' € E, <fe(t) ,e'> estd'ordre 2n en 0 . On ob-

tient ainsi une filtration E = Eo ) E1 ) ...t: EN = {0} sur E . On définit une
forme hermitienne < , >® sur En par <e,e'>® = 1:.m DL (B), £, (1)>,

fe et fe' vérifiant (a), (b). Il est clair que cela ne dépend pas des reléve-
ments fe ’ fe' .

PROPOSITION 6 (Jantzen [26, 5.1]1) .- Le noyau de < , ST st ¢gal @ En+q1 . En
particubiern, < , % définit une forme hermitienne non dégénérie sur En/Ensq ,

et Eq est Le noyau de < , >4 .

PROPOSITION 7 (Vogan) .- Soit (pn,gn) {La signature de < , >, (pt,qt) celle
de <, >0 Alons :
(1) Pour t> 0 voisin de O ,

N N
(Pyrqy) =( Z pn, Z qn) .
(ii) Powr t < 0 vodisin de 0 ,

(pt,qt)=( Z. o+ 2 gn, T . pn+ I, qn)-
n pair n impair n impair n pair

Demonstration.- Soit 0 1'anneau local des germes de fonctions analytiques d'une
variable réelleen 0, E=0®E, E'=0®E. on identifie E, ' aux
germes de fonctions analytiques i valeurs dans E , B . Ia forme <, >, defi-
nit une application de 0-modules A : E —» Eh , et une forme sesquilinéaire
ExE—0 qu'onnotera <, >; E, Eh sont des O-modules libres, et le
déterminant de A (pour un choix de bases) est non nul. En appliquant le théore-
me des diviseurs &lémentaires i 1'image de A dans E' , on voit qu'il existe
des bases fi , gj de E telles que

nNs
5. S>S=t1s,, .
(5.2) <fi,g3> t 513 » n; €N

Soit En = {f € £ : <f,g> est d'ordre aumoins n en 0 pour tout g€E}.
Par définition, En = En(0) . Si f € E , on peut écrire f=Exi fi , xiEO .
D'aprés (5.2), f € En si, et seulement si, xi(O) =0 pour n, <n . Donc En
est engendré par les fi(O) ¢+ Ny 2n . Comme (5.2) est symétrique en les varia-
bles f et g, il l'est aussi par les gi(O) ;o0 2 n . La relation (5.2) im-
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plique alors que < , >" a pour noyau exactement En+¢ . Pour la Prop.7, choisir
e (i =1,... pn) dans En de telle sorte que <e“,erj‘>n =6,. . 5ion les re-

ij
l&ve en fneEn,onaalors

<f'i‘,f‘;'>

n

ol ﬁij mod th+1 Q (m = n)
=0 mod tsup(m:n) 0 (m # n) .

Remplagant, pour t > 0 , fllf_‘ par h;_‘ = tn/2 fri1 , on voit que la matrice

<nf (B) ,h;.‘(t)>t est de la forme 1+ t'/2.X , X & coefficients dans ( . Pour
t>0 voisinde 0, <, >t est donc positive sur l'espace, de dimension Z pp ,
engendré par les h’i‘ . On en déduit (i) puisque dim E = T dim(En/En+q) . Pour
(ii) , considérer < , > £
5.3. Pour démontrer le Thm. 6 (i), on considére wh muni de sa famille analyti-
que de formes hermitiennes. Les considérations du § 3.2.2 montrent que wh est
irréductible sauf pour un nambre fini de points t € [0,1] . En partlculler, d'a-
prés le lemme 4, <, >t est non dégénéréepour t 75 t . Bien sfir, Wh est de
dimension infinie, mais on peut appliquer les construct:.ons du § 5.2 aux campo-
santes isotypiques. On a alors :

PROPOSITION 8.- (i) Pour tout t > 0 , La §iltration de Jantzen
_ 0 1 N _
Wl;—wké' DW};' D...:W‘é’ , N =N(t)

est une gltrhation par des (g,K)-modules.

(i) wg'o/wz'l est isomonphe & 3y (6, £ V) .

(iii) La forme hermitienne non dégénénée < , >® sur vfé’n/v};’MI est in-
variante ; 50it (pn,an) 4a sdignature.

(iv) Pour € > 0 assez petit, La forme hermitienne < , >
twe (Zpn, Zan) ; La forme <, >

e est de sdigna-

- est de signature

(I?I(sz"‘qzm_._l) ’ I?l (sz +1 +q2m)) .

Demonsthation.- Pour (i), considérer w: comme la limite inductive de sous-es-
paces de dimension finie stables par K et construire ainsi la filtration de
Jantzen. Si v € W' et s'il existe £, €E0R®E (ol E est un sous-espace de
dimension finie de Wh ) telle que <f (t),w> =0 mod th 0, w€Wh , et

f (0) = v, la fonction f (t) =X f (t) verlfle les mémes conditions pour Xv .
On en déduit (i) ; (ii) resulte de la Prop. 6 et du Lemme 4 (ii) - (iv) ; (iii)

se démontre comme (i), et (iv) résulte de la Prop. 7.

Rappelons que, d'aprés la Prop. 1, tout sous—quotient irréductible de w:
pour t< 1, oude w}; différent de I (6,v) , a un paramétre de Langlands de

a celui de JP(S,\)) . On démontre alors le Thm. 6 (i) pour
Jp (6,v) en supposant qu'il est vrai pour tout Jpe (8',v")  tel que

longueur inférieure
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IRe v'|| < ||Re v|
JP (65,v) = & est tempérée !) Distinguons les cas suivants :

(1) Wt est irréductible pour 0 < t < 1 . Alors, par déformation (§ 3.2.2),
la signature de <, >, sur W}: = JP(6,v) est la méme que celle de <, >, sur
WE: , une représentation tempérée.

(2) W, est n2ductible. Soit alors, comme dans la Prop. 8, (ph,%n) la si-
gnature de < , >® sur WR/W ™l | soit  (P7,07) la signature de <, >
pour € petit. On a, d'aprés la Prop. 8 (iv) :

. (Noter que pour ||Re v]|=0,ona v=0, P=G et

1-€

(5.3) (L)) = (Bordy) + T (Popedpy) + 2y (Gopyy Poryy) -

Mis & part (po,do) , tous les termes sont des signatures de modules d'Harish-
Chandra dont le paramétre de Langlands est de longueur inférieure & celui de
Jp (6,v) . On en déduit par récurrence (et & 1l'aide du Lemme 3), qu'ils s'expri-
ment camme cambinaisons linéaires de K-caractéres tempérés. Donc il en est de
méme pour Jp (6,v) = Wl;l’o/w?’l .

(3) W, est iwdductible, et il existe t, € [0,1[ tel que wto est réduc-
tible. On choisit to maximal. La signature de < , >, est alors celle de

1
<, > : on applique alors la Prop. 8 & droite du point to .

tI:-Jtereste d justifier cette récurrence portant sur la longueur (réelle !) du
paramétre de Langlands. L'argument de Vogan repose sur la théorie du K-type mi-
nimal. On peut aussi donner un argument cambinatoire, basé sur les considérations
du § 3.2.2. D'aprés le théoréme de Vogan cité & la fin du § 3.2.3, on peut suppo-
ser le caractére infinitésimal de Jp (6,v) #neel. Soit t une sous-algébre de

Cartan de “m ; h=t +a estalors une sous-algébre de Cartan de 4 . Le carac-

tére infinitésimal de IP(S,\)) , avec les identifications d'usage, est )‘6 + v
ol A.é € t* est celui de & . La représentation &6 doit é&tre une "limite de sé-

rie discréte" [31] et son caractére infinitésimal A’é

t* n h’]‘R (notations 3.2.3). D'aprés les arguments de 3.2.2, on peut se ramener i

est dans un réseau fixe de

considérer Jp (6,v) pour v dans un réseau de a: rencontrant toutes les fa-
cettes. La démonstration qu'on a donnée nécessite deux types d'opérations sur
Jp (6,v) :

(a) remplacer Jp (6,v) par un autre sous-quotient J,,(&8',v') de JP(G,\)) .
Il est facile de voir que V' € (ac'))* est alors de nouveau dans un réseau indé-
pendant des données ;

(b) déformer I,(6,v) a travers un point de réductibilité. On peut changer
un peu l'argument et déformer jusqu'au centre d'une facette adjacente. Le point
de réductibilité est de nouveau dans un réseau fixe.

On voit ainsi que la récurrence a lieu dans un ensemble discret de données
(6,v) , ce qui termine la démonstration.
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6. SUR LA DEMONSTRATION DU THEOREME 5

Rappelons les données : VL est un (I,KL)—module de caractére infinitésimal
A-pu) , avec

() Re <a.,A>20 , a€ A(u,h) .
D'aprés le Thm. 3, on sait que V = R° Vp, est irréductible ou nul.

6.1. La premiére &tape consiste & montrer que V regoit une forme hermitienne non
dégénérée naturelle. La démonstration repose sur le théoréme de dualité suivant :

THEOREME 7.- Soit v, un (1,KL)-modwCe. 1L existe alors un Lsomorphisme natuwrel :
rhw)t =r¥Thl) |

I1 est facile de voir que le théoréme est équivalent & 1l'assertion analogue
pour les duaux (non hermitiens). Ce théoréme avait &té conjecturé par Zuckerman ;
des démonstrations ont été données, aprés des travaux de Zuckerman et P. Trauber,
par Enright, Wallach, Knapp - Vogan, V. Benoist, D. Wigner, Duflo - Vergne [22, 29,
20]. On renvoie a la note de Duflo - Vergne pour une preuve simple et élégante.

Le Thm. 7 ne produit pas immédiatement une forme hermitienne sur
RS v, = r° proﬁ(vL ® A" ) , car le module produit n'est pas hermitien. I1 faut
faire appel aux "modules induits", cf. [42, § 5].

6.2. La seconde étape consiste & montrer que l'induction cohamologique est compa—
tible avec l'expression des signatures données par le Thm. 6 (i). Soit (pL,O) la
signature de la forme hermitienne - supposée positive - sur v, - Ecrivons

p = Z r‘i GKL(Z?) , r’i“ € Z, ol les ZIi" sont des représentations irréductibles
tempérées de L , de caractére infinitésimal réel. La démonstration du Thm. 6,
jointe 3 des résultats de Speh -Vogan [38], montre que la signature de la forme
hermitienne obtenue au § 6.1 sur V s'écrit

pr) = (2 S'i' €p(2,) , sy €(2.))
Z;, étant induite de ZI].‘_' . Il s'agit de montrer que s;=r‘iL » 5{=0. (Onre le
sait pas a priond : il faudrait connaitre les filtrations de Jantzen aprés induc-
tion et - plus difficile -~ les signes des formes de Jantzen sur les sous--quotients
hermitiens.)
L'argument final utilise alors le fait qu'il suffit de tester les signatures
sur les K-types minimaux [41, 2] des Z, : on montre que, sur les K-types mini-
maux, les signatures sont contrSlées par celles des Z; .

7. LE CAS DE GL(n)

On considére GL(n,F) pour F=R ou € . (Vogan traite aussi le cas ol F
est le corps des quaternions.) On va décrire la classification des représentations
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unitaires obtenue par Vogan [44] ; Tadi¥ [39] a proposé une démonstration diffé-
rente, basée sur 1'extension conjecturée d'un théoréme prouvé par Bernstein [15,
Thm. 5.4] dans le cas p-adique. On va réduire la classification du dual unitaire
3 celle, supposée connue du lecteur, des représentations de cawié intégrable
(= unitaires, dont les coefficients sont de carré intégrable modulo le centre).
Notre présentation des résultats est celle de Tadi&.

Notation : Gn = GL(n) . On écrira parfois Gn pour Gn(F) .

7.1. Représentations tempérées

D'apréds Harish-Chandra, GL(n,F) n'a de représentations de carré intégrable
que s'il a un sous-groupe de Cartan compact modulo le centre. Ceci implique n =1
(fF=0C) , n=1,2 (F=R) . Pour n=1, on considére donc des caractéres uni-

taines de F* ; pour les représentations de carré intégrable de GL(2,R) , voir
[25]. On note & wune représentation de carré intégrable de Gn(F) .

Si P n=nl+...+nr (ni> 0) est une partitionde n , onnote P le
parabolique associé, formé de matrices triangulaires supérieures par blocs. Son
sous-groupe de Levi est M = Gnl X oe. X Gnr . Si m est une représentation ir-
réductible de Gni , on note m = T X .. X T la représentation unitairement
induite indg(nl ®... (8>nr ® 1) . On sait (§ 2.2) que les représentations tem-
pérées sont des sous-modules de :Lndg (8) , & étant une représentation de carré

intégrable de M .

PROPOSITION 9 (Speh [35], Wallach [45]).- (i) Soit M = Gny X .o Gp. un s0us-
groupe de Levd d'un parabolique de G , éi une nreprésentation de cané Ainteé-
grable de Gpy . Alons m = 61 X oua X 6r est iéductible.

(ii) S{ m une représentation unitaire m peut s'écrnire ainsd de deux ga-
cons difgerentes, Les n, et Les éi sont égaux a permutation pres.

D'aprés les résultats généraux (§ 2.2), toute représentation tempérée est
de ce type : cela classifie le dual tempéré.

7.2. Modules de Speh

Soit P © G un parabolique homogéne : n, =n, =r pour tout i . Soit (s}
une représentation de carré intégrable de Gr . (bonc r=1(F=C) ,r=1 ou 2
(F=R)). Soit n=mr . Onnote & | |° (s € ) la représentation de G_ donnée

par &(g) |det g]; , ot |le = |x| et [zlc = zz . Considérons la représen-

m1 w3 _<m-_1)
2x6||2x...X6[] 2/,

D'aprés le Thm. 1, elle a un unique quotient irréductible. On le note J(&,m) .

tation

n=6]|

THEOREME 8 (Speh [37]) .- La neprésentation J(6,m) est unitainre.

247



L. CLOZEL

Si r=1, J(,m n'est autre que la représentation &(det g) de GL(n,F)
- une représentation unitaire ! Le cas nouveau est donc F =R, r =2 . Il avait
été pressenti par Gelfand. Si le caractére central de & est un caractére algé-
brique de F* , J(6,m) a de la cohamologie non triviale dans un certain systéme
de coefficients E , représentation rationnelle de GL(n) déterminée par (6,m)
C'est ainsi que Speh démontrait la conjecture de Zuckerman (§ 4) pour GL(n) .
Réciproquement, la preuve de la conjecture de Zuckerman - i.e. le Thm. 5 - impli-
que le Thm. 8 : il suffit de calculer les paramétres de Langlands des représenta-
tions Aq(k) (§ 4.4), ce qui est fait dans [43]. La démonstration de Speh [37]
faisait appel a la théorie des formes automorphes. Notons qu'elle implique 1'uni-
tarité des représentations analogues aux J(6,m) pour les groupes p-adiques,
démontrée par Tadi¢ [40].

7.3. Séries camplémentaires
Soit J = J(6,m) un module de Speh pour Gh(F) , n = mm . Considérons la

représentation J | [*x 3| |, de Gn(F) , pour a #fel. Il est facile de
voir qu'elle est hermitienne.

THEOREME 9 [44], [39].- Pour O < a<-;- , J6m | [*xJ6m | |T* est iue-
ductible et unitaire.

Pour F =T , ceci est dli & E. Stein. Notons que l'unitarité résulte, par
déformation 3 partir de a =0 , de l'irréductibilité (§ 3.2.2). Soit J(6,m,q)
la représentation ainsi définie.

7.4. Représentations unitaires

THEOREME 10 [44], [39].- (1) Soit m une reprdsentation unitaire de Gn(F) .
Alons AL existe une partition n = mr +... +msrs+2(ms+lrs+1+ +mtrt) , des
neprésentations de canrnd intégrable 8; de Gp; (F) (i =1,... t) , et des néels

0<ai<-21- (1=s5+1,...,t) tels que

= J(51,ml) X aee X J(Ss,ms) x J(as+1’ms+1’°‘s+l

(ii) Cette expression est unique, aux permutations pres des (éi,mi) (i< s)
et des (6j,m.,o.j) (j>s) .

) X ... X J(&t,mt,at) .

J

Indiquons bridvement comment déduire (i) des résultats, formulés différem—
ment, de Vogan. Considérons le cas, plus difficile, de GL(n,R) . Vogan obtient
les représentations unitaires par induction cohomologique & partir de représen-
tations d'un sous-groupe L de GL(n,R) de la forme L(R), L < GL(n) é&tant
un sous-groupe de Levi de GL(n,L) . Ona L =1 GL(ni,ﬂ:) x II GL(nj,]R) ; 1l se
plonge dans un sous-groupe de Levi II G2ni(]R) x 11 an (R) de Gn(R) . En compo-
sant des inductions paraboliques et cchamologiques, il suffit alors de vérifier
le fait suivant. Rappelons [25] que si X est un caract®re unitaire de T* tel
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que x(z) # x(Z) , la fonctorialité de Langlands lui associe une représentation
de carré intégrable 6 =1 (x) de GL(2,R) .

Lemme 5.- Sodient L = GL(m,T) plongé dans GL(2n,R), &6=T (x) ol X est un
canactine unitaire de T , X(2) # x(2) .
Alons J(65,m) = Rs(x o det) , ol X o det est Le caracténe évident de L .

Ceci résulte de la construction de J(§,m) par induction cohamologique
(§ 7.2).

8. GROUPES COMPLEXES

8.1. Commengons par quelques remarques générales. Pour simplifier, on ne considére
maintenant que des groupes G = G(R) , ol G est réductif connexe, défini sur R .
Une fagon d'aborder la classification du dual unitaire consiste 3 tenter de dé-
crire, pour tout groupe réductif L de ce type, un ensemble fini U (L) de re-
présentations unitaires jouissant de la propriété suivante : Pour tout G , on
peut cbtenir "simplement" le dual unitaire de G , i partir des Uo(L) pour les
sous-groupes L de G , définis sur R, tels que L soit le sous-groupe de Levi
d'un parabolique (on ne suppose pas le parabolique défini sur R : cf. § 7.4).
Par "simplement", on entend que les opérations permises sont 1'induction (para-
bolique et cohamologique) et la déformation (§ 3.2.2). Notons que la démonstra-
tion de Vogan pour GL(n) est une application de cette idée. A. Knapp et B. Speh
[27] ont formulé une conjecture précise de ce type. Les résultats de Barbasch
sont une illustration de ce principe.

8.2. Soit G = G(T) un groupe réductif complexe, Hc G un tore maximal,

H =H(T) le sous-groupe de Cartan associé de G . Les algébres de Lie 8o , ho
sont alors munies de structures camplexes. Soit A = X*(H) le réseau des carac-
téres rationnels de H ; A est naturellement plangé dans h% .

Ona h=ho ®C =ho ®hy (d&composition holamorphe / antiholamorphe) , d'od
A®Ach* . On dit qu'un élément de h* est entier s'il appartient au réseau
des poids 1 =A®A , demi-entier s'il appartient & 31 .

Pour tout groupe réductif complexe G clfassique (= dont le systéme de raci-
nes est d'un des types classiques A , B, C , D ), Barbasch décrit un ensemble
fini de représentations U (G) ; leur caractére infinitésimal est entier ou demi-

entier. Il démontre alors :

THEOREME 11 [10, 11].- Soit G un groupe réductif complexe classique. ALons une
representation uvdductible admissible de G est unitairne 54, et seulement 54,

elle est obtenue par induction unitaire et déformation d partin d'une neprésen-

tation de Uo(L) , o L est un sous-groupe de Levi d'un parabolique de G .
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Les représentations de Uo(G) sont décrites & partir d'orbites nilpotentes
dans le "dual de Langlands" de go .

La démonstration vérifie, en particulier, pour ces groupes, une conjecture
d'Arthur étendue par Barbasch et Vogan [8, 12]. Elle repose - en plus des résul-
tats de Vogan esquissés ici - sur toute la théorie, développée entre autres par

Barbasch et Vogan [8], reliant orbites nilpotentes, fronts d'onde, représentations
unitaires et idéaux primitifs de U(g) .

Pour terminer, je voudrais remercier W. Baldoni-Silva, A. Knapp et D. Vogan
pour des indications précieuses.
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