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GRANDES DÉVIATIONS

par Alain-Sol SZNITMAN

207

Séminaire BOURBAKI

39ème année, 1986-87, n° 680

Février 1987

Les quelques pages qui suivent ne peuvent rendre canpte de tous les travaux

effectués sur le thème des grandes déviations et représentent plutôt une illustra-

tion sur quelques exemples des développements du sujet.

1. GÉNERALITÉS

La méthode de Laplace permet d’affirmer que si Un(dx) = exp{-nI(x)}dx est

une suite de mesures sur ]R , le comportement exponentiel d’intégrales

( F et I mesurables réelles), toutes supposées finies, est du type :
exp {n (ess sup (F - I ) +o(l))) . . Dans le cadre des probabilités, en vue d’obtenir de
telles asymptotiques, on est intéressé à définir qu’une suite de probabilités Qn

sur un espace X (métrique séparable complet) se comporte comme exp ~-nI (x) } dx ,
même si on ne dispose plus d’une mesure de référence "dx" sur X. On a alors

recours à une approche utilisant la topologie de l’espace et on pose

DEFINITION 1.1. - QN admet la 6onetion de gnande déviation I : X ~ [0,~] , si :
- I continue 

- pour a  oo , {I ~ a} compact,
- pour F Qn (F) ~ exp{-n(inf I + o(l))} ,
- poun G Qn (G) >_ exp{-n(inf I + o(l))} .

On a alors une méthode de Laplace abstraite (Varadhan [61]) : :

THÉORÈME 1.2.- Si QN admet la fonction de grande déviation I , et F une

fonction continue bornée sur x :

(1.2) Jf exp {nF (x) ~ dQn (x) = exp {n (sup (F - I) + o ( 1) ) } . .~x X

A partir d’une suite Qn admettant une fonctionnelle de grande déviation I , on

obtient toute une catégorie d’autres exemples de grandes déviations par les schémas
abstraits suivants :

S. M. F.
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PROPOSITION 1.3 (Principe de contraction) .- S~, 0 : : X --~ Y e~~ Ch

.~a de. l X, 

de. grande déviation sur Y :

PROPOSITION 1.4.- SÀ F continue bonnée sur X , et Qn admet la fonction de

gnande x, deô probabilités .

Pn = zn 1 . ( Zn constante de normalisation),

admet, la de gnande 

Outre le fait d’obtenir des résultats asymptotiques tels (1.2), un des grands inté-

rêts des grandes déviations est de préciser la manière dont se produisent certains

évènements rares. Par exemple si Bs , 0 ~ s ~ 1 est un pont Brownien en temps 1 ,

on peut voir que lorsque n est grand, la masse de l’évènement où sup n

est essentiellement portée par les voisinages ~n ~ e où (p est la fonction

cloche

Ceci nous dit que oonditionnellement à l’événement rare sup Bs ~ n , la loi de

n Bs se concentre autour de (p . (Pour d’autres exemples de franchissements de

barrières, voir [57].) >

Lien avec la convexité :

Les grandes déviations dans le cas où X est un espace vectoriel, et I est

convexe, ont un lien profond avec la transformation de Fenchel - Legendre. En effet,

en appliquant de manière informelle (1.2) à F(x) = y,x> , (qui n’est pas bornée),

y E X* le dual de X, on trouve que

C’est-à-dire que H (y) = lim n (renormalisation du logarithme des trans-

formées de Laplace des est duale de I au sens de Legendre. Ceci va per-

mettre d’identifier I par

l(x) = H(y)) . .
Y

En fait, il est possible d’utiliser ces idées pour démontrer des résultats de gran-

des déviations conno le montre le théorème suivant que l’on peut trouver chez

Gartner [37], Ellis [26], (voir aussi [67]).



THÉORÈME 1.5.- Soit Qn une suite de probabilités sur 1é , que

H (y) = lim 1 existe poun y E appartienne à ]-~,+~] ]-~,+~] , soit finie sur

un de 0 et s.c.i., alors :
- L 2a duale de H véni6ie le6 premières propriétés de la 

- Si de L conuexe , .~à aû e£Ze e~~ Qn ad-

met L poun de gnande déviation.

- Le théorème s’applique au cas de Sn = 1 (X1 + ... +xn) , Xi i.i.d. intégrant
les exponentielles (Cramer [12]).

- La démonstration de ce résultat contient un certain nombre d’ingrédients cm-

muns aux démonstrations de grandes déviations. La partie majoration utilise le con-

trôle donné par l’existence de H à travers des majorations de Bienaymé - Tchebi-
cheff. La minoration consiste à construire des mesures absolument continues

par rapport aux d qui se concentrent au voisinage d’un point x qu’on s’est

donné ; (dans le cas présent, l’hypothèse de stricte convexité permet précisément

d’appliquer le résultat de majoration aux Ch pour affirmer que les à ne char-

gent pas asymptotiquement le complémentaire de tout voisinage fixe de x ).
- Dans le cas de dimension infinie (voir Baldi [5], Dawson - Gärtner [ 13 ] , Gärtner

[37]), on a besoin de pouvoir se ramener à des parties compactes de l’espace.
- L’hypothèse de stricte convexité sur L peut être obtenue à partir d’une hy-

pothèse de régularité sur H (Rockafellar [55], th. 26.3).

On voit donc que l’on peut être tenté de détecter les phénomènes de grandes dévia-
tions à travers l’étude du logarithme des transfonnées de Laplace. Dans le cas où

la fonction de grande déviation I n’est pas convexe, on va typiquement obtenir
la fonction I ayant pour épigraphe l’enveloppe convexe fermée de l’épigraphe de 1 .

1 > I n’est pas forcément convexe : de Curie - Weiss (Ellis [ 26 ] ,

p. 180-1981), on regarde Sn = ~- (x~ + ... + xn) E R sous la probabilité :
Zn’ . ° (03B41 + 03B4-1) .° 

l’allure suivante :



2) Même si la fonction duale de H n’est pas strictement convexe, elle peut

cependant décrire la grande déviation : Modèle d’Ising (Ellis [27], voir aussi
section 3 . 2 ) , on regarde Sn = 1 #n 03A3 x. sous la probabilité
Rn 

1 03A3 xjxj} II P(dx.) , où P(dx) = 1 2 (6+1+6-1) , etL I i-j I =1 i 2

d , . ,An = [l~n] , , alors Qn loi de Sn , admet pour fonction de grande déviation I ,
au rythme nd, la fonction duale de H(y) (énergie libre) :

et pour P > (3c (valeur critique), son allure est :

Le 

Si u sur 3R est gaussienne de oovariance inversible Q , la loi image
est

La méthode de Laplace usuelle dit alors que un admet pour fonctionnelle de

grande déviation 2 
i

Dans le cas du mouvement Brownien, en temps [0,1] , 1  l’approximation poly-

gonale du Brownien aux points p/k , 0 ~ p ~ k , admet comme fonctionnelle de

grande déviation

L’idée est que l’approximation de dimension finie du mouvement Brownien par la

ligne polygonale peut être rendue aussi fine que l’on veut en termes de taux ex-

ponentiels, c’est-à-dire

si B., B. désignent respectivement le mouvement Brownien et son approximation

polygonale.



Ceci permet d’obtenir (voir par exemple Varadhan [63]) > que les lois de 1 B sur

C([0,1],~) admettent pour fonction de grande déviation 
v~n

= + oo ~ sinon.

- On peut utiliser ce résultat pour démontrer la loi de Strassen du logarithme
itéré ([59]).

- Ce type de résultat n’est pas spécifique à la mesure de Wiener, et s’étend ,
bien pour des mesures gaussiennes (voir Azencott [1], Bahadur - Zabell [4] ; l’i-

dée est qu’il faut considérer ces mesures gaussiennes ccmne des mesures cylindri-
ques modelées sur un espace de Hilbert H , la fonctionnelle de grandes déviations

qui apparaît est alors £ 1 1 1 1 £ , prolongée par en dehors de H .

2. PHÉNOMÈNES DE GRANDES DÉVIATIONS ISÉS A DE PETITES EXCITATIONS BROMNIENNES

2.1. Grandes déviations pour les diffusions, développements asymptotiques

Dans un premier temps, on obtenait des résultats de grandes déviations sur

pour les diffusions de générateur

en les considérant ccmne des processus localement Browniens (Varadhan [61], Ventsel-
Freidlin [66], Friedman [36]), et en utilisant la formule de Cameron - Martin - Gir-
sanov, ceci amenait à imposer une condition d’ellipticité sur a . Azencott [1] ]
(voir aussi Priouret [54]) > a pu supprimer ce type d’hypothèse en utilisant un
principe de contraction (proposition 1.3) qui consiste à écrire la diffusion Zs
de générateur Le: comme solution de

où la matrice a de vecteurs colonne X~ est telle que = a et xo = b .

Bien sûr la correspondance (eB) -~ ZE n’est pas continue en général, mais l’idée
est que le défaut de continuité de cette application a un rythme exponentiel aussi
bon que l’on veut (un peu cornue (1.6) dans 1). On obtient alors que même en situa-
tion dégénérée, ZE admet une fonctionnelle de grande déviation sur C 

où a~ est la forme quadratique duale de a , définie par :

On notera au passage que ces idées "s’harmonisent" d’une certaine manière avec la
construction du mouvement Brownien sur une variété grâce à une équation différen-
tielle stochastique sur le fibré des repères, (Malliavin, Eells - Elworthy), nous



verrons plus bas que Bismut [8], a poussé plus loin cette "rencontre" des sujets.

Développements asymptotiques de 

Ce type de questions remonte à Pincus [53], Schilder [58] où on étudie le com-

portement de

où F , G sont bornées régulières Fréchet sur C([0,1],~d) , on peut alors voir
que si il existe un unique yo E C ( [ o ,1 ] , ~d) maximisant F (y) -1 ~ ~ y ~ ( 2 , (y (o ) = 0 ) ,
alors avec une condition de non dégénérescence : 

~

avec

où D2F est considéré comme opérateur (à trace) sur H1 .

Les résultats de grandes déviations permettent de localiser le problème au voisi-

nage de yo , la mesure Gaussienne fait que formellement tout se passe comme si on

calculait un développement de ( 2 .1. 5 ) en dimension finie.

Remarque.- Il faut se garder de croire que l’information concernant un possible
développement asymptotique est contenu dans la fonction 1, dans le cas général
des grandes déviations. Ainsi, si X0 sont i.i.d. réelles, centrées de variance 1 ,
à support borné, Sn = (X’ + ... +){Il) admet la fonction de grande déviation

l (x) = - 2" x2 (cornue Sn = n aB1) , au rythme , si 0  a  1 . 2 Cependant
le développement asymptotique de = est en géné-
ral distinct de celui de exp {1 2 03B12n2a} , correspondant au cas Gaussien ( G = 1 ,

F (x) = - ax , E = n ) , dans ( 1. 5 ) .

Pour des sommes Sn = n (Xi + ... + Xn) de variables i.i.d. à valeurs Banach

(+ hypothèses), des résultats de type (2.1.6) à l’ordre ro ont été obtenus par

Bolthausen [9], qui obtient même (seconde partie) des résultats dans le cas d’un

maximum dégénéré (le premier préfacteur n’est plus constant mais une puissance

positive de n ).

(2.1.6) permet par exemple d’étudier, en utilisant la formule de Feynman - Kac, le

comportement de

T

et yo , minimum de > + 0 ( 2~rs +V(ys) ) ds , y (t = 0) > = x fixé, correspond au

mouvement classique dans le potentiel - V :



On peut trouver de tels résultats avec eB remplacé par ZE (voir (2.1.2)) ( T pas

trop grand) chez Azencott [2], Doss [23], [24], il faut alors de plus disposer de

formules de Taylor donnant le développement en e de ZE .
En fait, la "tendance", notamment à la suite des travaux de Bismut [8], consiste à

revenir à l’application 0 donnée par (2.1.2), non seulement comme moyen d’obtenir

une grande déviation sur ZE , mais surtout pour considérer le problème du comporte-
ment de E [G (ZE) exp - -~- ] comme posé à même l’espace de Wiener. On doit alors

regarder le problème variationnel :

Bien sûr, la correspondance B 03A6 Z n’est plus Fréchet régulière et un mélange
dl idées de calcul de Malliavin et de grandes déviations s’introduit naturellement

(Voir Ben Arous [7]).

Comportement de .2a fondamentale de la chaleur
Varadhan [61] a démontré et utilisé (2.1.3) dans un cadre unifozmément ellipti-

que pour obtenir que la solution fondamentale p(t,x,y) de L = 2 J J i i

vérifiait

uniformément sur les compacts où d est la distance Riemannienne associée à a*

(voir (2.1.4)).Si LE = e2L , alors = p(E2,x,y) , on écrit avec S petit

voisinage de y : pour la minoration,

pE (l,x,y) = E[p (1- z,Z~,y) ] , , pour la majoration (1: est le premier temps d’entrée

dans S ).

(2.1.3) permet d’estimer les probabilités des paquets de trajectoires intervenant

dans ces intégrales.
Des développements pour la solution fondamentale ont été obtenus par Molcanov [48],
Kifer [41] (LE plus généraux), Azencott [3], dans le cas elliptique. A la suite

de Bismut [8], l’attaque du cas d’opérateurs hypoelliptiques avec l’obtention de

(2.1.9), où d est la distance de Carnot - Carathéodory, qui peut être trouvée dans

les travaux de Léandre et, plus récemment, dans certaines situations des dévelop-

pements asymptotiques, chez Ben Arous [7], Léandre [46].

2.2. Théorie de Ventsel et Freidlin

Ventsel et Freidlin ont appliqué les résultats de grandes déviations pour ZE ,
à l’étude de problèmes de perturbations singulières liés à LE (donné par (2.1.1)),



tels que les comportements limites du problème de Dirichlet, de la première valeur

propre, de la mesure invariante.

L’exemple fondamental consiste à étudier ~2 2 0394 + b . V dans un ouvert borné ré-

gulier D , contenant un seul point stable supposé attractif pour le système dyna-
mique associé à b . On suppose en outre que b . n  0 , où n est la normale ex-

térieure à 3D . Le système est gouverné par le quasipotentiel

(2.2.1) VD(x,y) = inf{I(cp) , , T ~ 0 , cp(0) = x , cp(T) = x , cp(u) E D,Vu E 

V-(x,.) > est solution lipschitzienne (voir Lions [47]), de l’équation de Harnilton -
Jacobi

On va supposer qu’il existe un minimum strict en yo E aD de la fonction V(U,x) ,
x E aD et que V (0, v°) - I pour une unique cP sur ]~-~, 0 ] telle que

cP (-~) - 0 , cp ( 0 ) = yo . On est dans la situation où pour E > 0 le temps de sor-

tie TE de D du processus ZE partant de x E D est fini mais pour E = 0 T°

correspondant au système dymamique est infini. On a alors, en notant V(O,y°) =V(0, aD)

THÉORÈME 2 .1 (Ventsel - Freidlin [66], [ 67 ] ) . -
- Z~03C4~ converge en probabilité uenô y, et la loi de ZES admet la

I T
de gnande 

(2.2.3) V(x,y) A (V(O,y) - V(O,y°) ) , y E aD (au rythme E-2 ) .

- Ô = E[03C6(Z~,X03C4~)] , £a solution du problème de Dirichlet L~u~ = 0 , ( = 03C6 ,

tend vers 03C6(yo) , (~ ~ 0) , uniformément sur les compacts de D .

- Si ss , s dénote.nt derniers instants de d’un voisinage fixé de

o , pour Z~ , et cp (on suppose la sortie "transversale" pour 03C6 ), alors

("le processus sort en suivant (p ") .

THÉORÈME 2.2.-

(2.2.5)limP .pour a>0,

et E 
x 

[03C4~] ] du problème L~v~ =-1 sur D, v? 3D = 0 , vérifie

THÉDRÈME 2.3.- La première valeur propre 03BB~1 du problème de pour -LE 

THÉORÈME 2.4.- Van6 le ca~ où 0 dan-6 

b(x) . x  Const|x|  0, x mesure invariante associée à LE admet



la fonction de grande déviation V(O,x) , 1 x E 1 au rythme w2 .

La technique fondamentale commune à tous ces résultats est de considérer la

chaîne de Markov induite par les visites successives à une petite sphère SS(0) de

rayon ô ou à 3D après avoir atteint la sphère de rayon S2b . Les grandes dé-
viations donnent le fait que la probabilité d’une transition de S~ à 3D est

d’ordre exp - E-2(V(O,aD) ± 0(ô)) > et correspond à un voisinage tubulaire d’une

translatée de cp . Ce même type d’idées de "loi géométrique" gouvernant la sortie

permet d’obtenir (2.2.5), 1 (2.2.6) et le comportement de la première valeur propre qui
se caractérise contne le seuil d’intégrabilité de exp 03B1 03C4~ , 1 voir aussi Day [25].

Ca6 du gradient
Si b (x) - -VU(x) , 1 U (0) = 0 , alors dans la région U (x)  min U(-) , ,

et (p est la solution de

Dans ce cas, le processus "remonte" la "ligne de plus grande pente", lors de sa

sortie de D . En ce qui concerne la mesure invariante sous les hypothèses du théo-

rème 2. 4, U(x) ~ 03B1|x| + 03B2 et us (dx) = Z-1 exp - 2w2U (x) dx et le résultat est

alors conséquence de la méthode de Laplace classique.

Les résultats s’étendent au cas où on a un nombre fini de compacts

... , K~ c D , contenant les ensembles limites inclus dans D du système dyna-
mique associé à b , chaque Ki étant une classe d’équivalence pour
x - y ~ VD(x,y) = v-(y,x) =0 . Là encore, les estimées de grandes déviations

permettent de contrôler les probabilités de transition de la chaîne de Markov in-

duite sur des petits voisinages des Ki . On est ramené à l’étude d’une chaîne de
Markov de probabilités de transition d’ordre exponentiel sur un nombre fini d’états

[64]. Il faut cependant préciser que ces résultats ne couvrent pas de manière intéres-
sante toutes les situations. Ainsi, dans le cas d’un point stable hyperbolique, on obtient

À~ = alors qu’en fait (Kifer [42], [43]), ~,~ converge vers la somne

des parties réelles positives des valeurs propres de la linéarisation de b au

point 0 . On peut voir que (Log 1) 
1 

iE converge vers (Re (Ai valeur

propre de partie réelle maximale) si le point initial est dans la variété stable

(sinon z£ converge vers le temps de sortie du système déterministe) .
- Donnons sur un exemple explicitement calculable le type de résultats pouvant

être obtenus. On prend D = ]0,1[ , ,

où U suit le graphe



La théorie de Ventsel - Freidlin permet de voir que, avec une probabilité tendant

vers 1 , partant strictement à gauche de S, on sort en 0 , et partant stricte-

ment à droite on sort par 1 . Cependant la théorie ne permet pas de voir

que, partant de S, la distribution de sortie ( U ayant une courbure non dégéné-
rée en 03B2 ) converge vers 2 (ôo + 61 ) . .

En ce qui concerne les temps de sortie si l’on part à gauche strictement de

(3 , alors pour a > 0 , P exp[~-2 (h - a)  zE  exp w2 (h+ a) ] ~ 1 , a > 0 , si

h = 2[U(0) -U(b)] . .

Intuitivement, si par exemple on part de a , on va être retardé par des cycles du

type a --~ b -~ a qui se produisent au niveau des excursions "lancées" de a avec

une fréquence d’ordre et prennent un temps d’ordre

exp(2e-~(U(o.) -U(b))) . .

Si l’on part strictement à droite de a , , alors pour a > 0 ,

e-2(h’ -a)  zE  exp s-2 (h’ + a) ] - 1 , si h’ = 2 (U ( 1) - U (c) ) . .

En ce qui concerne l’équation de Poisson de solution v = , à gauche de a , ,

vs se comporte comme exp e"~(h+o(l)) . . Cependant si la cuvette où se trouve c

n’est pas trop profonde, au voisinage de c , vs se comporte comme

exp e-2 (h" +0(1) ) > où h" ~ h’ , est donnée par h" = 2[U(0) -U(b) - (U(~) -U(1) ) ] ,

c’est-à-dire que les valeurs prépondérantes de proviennent alors des confi-

gurations rares où on a lancé une excursion de c vers ~ avant d’en lancer une

vers 1 .

- Un certain nombre de ces idées s’étendent en dimension infinie, voir Farris -

Jona-Lasinio [29], Cassandro-Olivieri-Picco [69], Cornets [10], Dawson-Gärtner [13].

Elles ont aussi été appliquées à l’étude des valeurs propres en dimension 1 de

- E4 0 + V , par Jona-Lasinio-Martinelli-Scoppola [40].
Lien avec problèmes de contrôle (voir Fleming [ 30 ] , [ 31] , Holland [ 38 ] ) >

Pour le problème de sortie, LEU E = 0 , dans D , UJ aD - ,

avec les méthodes d’optique géométrique (voir aussi Freidlin [35], [68]), on in-

troduit vE 
= -s2 Log uE qui est alors solution de



On reconnaît alors la fonction de coût optimal. pour le problème de contrôle

où est progressivement mesurable et on cherche à minimiser

1 temps de sortie de D pour ZE et ( a* x forme quadra-

tique conjuguée de a ).
De manière très informelle, on est tenté de regarder la limite du problème de con-

trôle précédent pour obtenir (en fait, dans le cas où il n’y a pas de points stables

dans D , Fleming [30)), la solution du problème avec e = 0 :

solution dans un sens à préciser (Lions [47]) de l’équation de Hamilton-

Jacobi (2.2.11) pour E = 0 . Il faut en fait des conditions de compatibilités sur

0 pour que v soit vraiment solution de (2.2.11) avec E = 0 , mais en l’absence

de points stables dans D , la convergence de v vers v se produit (Ventsel -

Freidlin [66], p. 176) , cependant dans le cas où il y a un point stable attrac-

tif 0 dans D , notre passage formel à la limite était naïf, car (2.2.3) nous

dit qu’on doit remplacer V D (x,y) par dans (2.2.14)

pour avoir v = lim v .

3. GRANDES DEVIATIONS LIEES À DES PHÉNOMÈNES ERGQDIQUES, THÉORIE DE DONSKER - VARADHAN

3.1. Théorème de Sanov

Le premier résultat dans l’esprit de cette partie est le théorème de Sanov [56]

(voir aussi [57]), qui en version moderne (Donsker - Varadhan, III [14]) dit que

pour X’,...,~ , i.i.d. à valeurs dans E (métrique séparable complet), les me-

sures empiriques Xn = n (ÔX1 + ... + 6xn) à valeurs dans Mi (E) (mesures de proba-
bilités sur E , avec la topologie C (E) faible), admettent la fonction de grande
déviation

qui coïncide avec

Formellement, pour une version précise, voir Azencott [1], Bahadur - Zabell [4], ce

résultat correspond au fait que l’on considère des variables indépendantes équi-
distribuées 6 1 à valeurs dans M1 (E) , auxquelles on "applique" le théorème 1.5.



3.2. Grandes variations pour le champ
Nous allons renverser l’ordre historique des résultats et présenter l’extension

du théorème de Sanov à la situation où les Xi sont une chaîne de Markov (Donsker -

Varadhan I, III, [14]) comme résultant par un principe de contraction d’un théorème
de grandes déviations sur un objet plus gros, à savoir le champ empirique d’un pro-
cessus de Markov (Donsker - Varadhan, IV, [14]).
Si d’espace d’état E est notre processus de Markov, co désigne la pério-
disée sur H de la trajectoire du Markov sur [o,t[ . Le champ empirique est alors :

(pour chaque t, c’est une variable aléatoire à valeurs dans M (D(:R,E)) = mesures
stationnaires sous le shift 03B8 , sur l’espace de trajectoires D(IR,E) ). Si E est

compact (ou si on a une "bonne" récurrence), si le processus est Feller, 1 avec une

mesure de référence a 1 une densité de transition strictement positive a - ps.

avec continuité de E dans Donsker - Varàdhan ont montré que les lois

0 des Rt sous P admettent une fonction de grande déviation au rythme t, 1

sur M (D (1R,E) ) :

où 1 désigne la loi conditionnelle de Q sur l’intervalle de Gaps [ 0 , 1] ,
donné le passé et P~~~) est la loi de notre processus de Markov sur l’intervalle

de temps [0,1] , partant de la condition initiale w(0) , aléatoire sous Q

(west l’élément générique de D ).

Pour obtenir la minoration dans ce théorème, exp{-03C8(03C9,)} Q0,~ intervient natu-

rellement, si 03C8(03C9,t) = log (dQ0,t dp0,t) , pour minorer une probabilité relative à
d’un événement, sur l’intervalle [O,t] , en fonction de Q . La pro-

priété d’hélice de 03C8 (03C8(03C9,t + s) _ + 03C8(03B8t03C9,s)) et le théorème ergodique
sous Q nous donnent que (w,t) --~ (w,1) ] = I (Q) , ce qui motive le fait

que (3.2.2) intervienne, via le théorème de Shannon - Mc Millan - Breiman condition-

nel (voir Orey [51]). La partie majoration utilise les transformées de Laplace de

ainsi qu’une fozmulation variationnelle de (3.2.2) (un peu comme (3.1.2) rela-

tivement à (3.1.1)).

La question qui vient naturellement face à un tel résultat est alors : est-on

dans un espace tellement gros qu’une formule variationnelle

est aussi compliquée que le calcul de la limite de t-1 Log Un grand

succès de Donsker - Varadhan a été de montrer que ces résultats s’appliquaient au



Polaron [ 21 ] , et permettaient de montrer que pour a > 0, B pont Brownien dans

R3 : .

existait, était donné par (3.2.3) avec

et de montrer la conjecture de Pekar

Remarquons que F est linéaire dans notre cas et qu’on a "juste affaire à

à un calcul de transformée de Laplace de Rt " (au passage, on voit qu’un énoncé de

type 1.5 en dimension infinie doit prudemment utiliser des hypothèses sur la trans-

formée de Laplace pour garder son contenu) .

Ccus du mesures stationnaires

Orey [51] s’est intéressé au cas où P n’est plus Markovien, mais stationnai-

re (sur un espace abstrait (Q,8,P) cela concerne alors

= n +03B403B803C9+...+03B403B8n-103C9) ). L’ éoeivalent de la formule ( 3 . 2 . 2 ) exige alors

d’avoir des hypothèses de bonne version de l’espérance conditionnelle sous P ,

étant donné le passé, car ce noyau doit être intégré sous Q . La minoration chez

Orey est donnée sous deux approches différentes, l’ure utilisant un résultat de

type Shannon - Mc Millan - Breiman (comportement de 1 n Log (dQ-n,n dP-n,n) dans L1 (Q) ) ,
l’autre une version conditionnelle, comme chez Donsker - Varadhan, IV [14]. Sur ces

thèmes, on pourra aussi voir Takahashi [60], et pour le cas Gaussien stationnaire

Donsker - Varadhan [22].

Mesures de Gibbs -6M/L d ~ 1

Ces résultats sont dus indépendamment à Cornets [il], Olla [50], Fôllmer - Orey
[ 32 ]. Les deux premiers auteurs ont développé la grande déviation du champ pour une
mesure de Gibbs, comme conséquence du résultat dans le cas où les sites sont indé-

pendants, en ayant en tête que Rn sous une mesure de Gibbs a approximative-
ment la même loi que sous ( Rn,U>} . n dp (wi) , pour un U conve-

nable. Fôllmer-Orey ont utilisé un théorème de Shannon - Mc Millan - Breiman directe-
ment sous QG . Il est à noter qu’en cas de transition de phase, la fonction de
grande déviation ne différencie pas les différentes mesures de Gibbs. Ellis [27] ] a

donné une jolie application citée dans la section 1, à l’étude de la magnétisation
dans le cas ferromagnétique, les situations critiques et sur-critiques n’étant pas
exclues.

Dans le cas des champs aléatoires Gaussiens sur ]R de covariance (I - a)m ,
m ~ 0 , Kusuoka obtient une formule varationnelle pour la transfonnée de Laplace



du chanp ( F linéaire dans (3.2.3)) , en partant du champ libre ( m = 0 , cas in-

dépendant) comme outil de construction de l’entropie [44].

3.3. Grandes déviations pour le temps d’occupation (mesure empirique dans le cas

discret)

Sous les conditions du début de 3.2, on obtient par contraction que le temps

d’occupation du processus de Markov 

(variable aléatoire à valeur Mi (E) , qui est la marginale au temps 0 de Rt )
admet la fonction de grande déviation

où P+ est l’ensemble des fonctions bornées positives du domaine du générateur.
1 N2014l

Dans le cas discret, on trouve, pour ;L- -. S ô . ,

Nous allons donner un argument heuristique "justifiant" (3.3.2). Le résultat de

grande déviation appliqué à la transformée de Laplace de Lt nous dit que si

D’autre part, la formule de Feynman - Kac nous dit que le mernbre de gauche de (3.3.4)

est lim Log (~et(L+V)1~(x) ) , qui converge "par la théorie de Frobenius", vers
À(V) la valeur principale de L + V ; i ceci donne alors par dualité des fonctions

convexes (on suppose I convexe)

Toujours, "suivant la théorie de Frobenius", on a u. positif, tel que

(L + V) = Â.(V)u~ , , d’où V - J~ (V) - - L~ . Pour réconcilier (3.3.5) avec (3.3.2),

il suffit de remarquer que lorsque V varie, u. parcourt P+ , car si u E ’0+

et V = - on a (L + V) u = 0 , d’où l’on déduit que u = u ( et À(V) = 0 ).

La situation, en fait, n’est pas aussi idyllique que ces quelques lignes pourraient

porter à le croire, si l’on veut utiliser ces idées pour démontrer un résultat de

grande déviation. Outre les hypothèses nécessaires à une bonne théorie de Frobenius -

Krein - Rutman, la dualité convexe s’applique agréablement pour des topologies met-

tant M(E) et dualité et pour lesquelles Â(.) et I(-) doivent être

s.c.i., ce qui bien sûr crée d’autres difficultés. Sur ces questions, on pourra
voir Stroock [59], et aussi Gârtner [37] ] qui utilise l’approche du théorème 1.5,

de la section 1.



Cas auto-adjoint
Avec un peu de régularité si le semigroupe Pt est auto-adjoint par rapport à

une mesure y , on a

(Oubliant les questions de danaine, I (u) correspond dans (3.3.2) au choix de

u = f , et dans (3.2.2) au processus de Markov stationnaire de mesure invariante 1.1

et de semigroupe P t = f 1 v = - Lf .)
- Pour les opérateurs elliptiques sur ;R , à coefficients C°°

Donsker - Varadhan [17] ] ont montré que si G est un ouvert borné régulier, et

À (V) désigne la valeur propre principale de L + V (V É C (1R ) ) , pour le pro-
blème de Dirichlet sur G , on a

Ces formules confortent la morale que l’on peut tirer de l’explication heuristique
précédente. Dans le cas auto-adjoint, grâce à (3.3.6), on retrouve la formulation

variationnelle habituelle.

- Des applications de ces résultats de grandes déviations à différents types de

lois du logarithme itéré ont été données par Donsker - Varadhan dans [18), [20].
- Dans un cadre "fortement récurrent", Iscoe - Numelin - Ney [39] ont obtenu que

pour f E --~~d , et B convexe, on avait une estimée

où c2 sont des constantes et A(B) = inf (I (u) , E B}

3.4. Une application à la saucisse de Wiener
Donsker - Varadhan ont étudié dans [ 16 ] le comportement asymptotique ( t + ce) de

où Wt(a) = U B(as,l) est le voisinage de rayon 1 de la trajectoire du

Brownien fl dans L’asymptotique de (3.4.1) est intimement liée à la question
des exposants de Lifschitz, de la densité d’état pour certains opérateurs de

Schrodinger à potentiels aléatoires, dont nous parlerons plus bas. On peut inter-

préter (3.4.1) comme la probabilité de survie à l’instant t , d’un Brownien issu

de 0 , évoluant au milieu d’une répartition indépendante Poissonienne d’intensi-
té v, de sphères de rayon 1 , constituant des pièges (mortels !) pour a . .



Le calcul asymptotique de (3.4.1) est a priori susceptible de se prêter aux métho-
des des sections 3.2 ou 3.3. On obtient ainsi deux formulations variationnelles.

- La première utilise le point de vue du champ et dit que

où R décrit les lois des distributions stationnaires sur ]R (à valeur Rd ),
H (R 1 P) désigne l’entropie de R par rapport au bruit blanc P sur R et

Wa b est la saucisse de Wiener construite sur une primitive quelconque ( R est

supposé d’entropie finie par rapport à P ) de notre distribution aléatoire. On

peut voir que C(P) permet de retrouver la capacité usuelle 3) , et C(R)

est une sorte de capacité généralisée. La formule (3.4.2) résulte de Eisele - Lang

[28]. L’idée est que, quand N est grand, |W0, N(03B2)| 1 peut être remplacé par une

sonune d’ accroissements 03A3 F T o S n où F = |W-T+n,n+1| - | W -T+n,n| , qui permet
d’obtenir (3.4.2), en faisant tendre T ---~ ce .

- La seconde formule est

Nous allons expliquer plus bas d’où vient (3.4.4). Apparentent, (3.4.2) et (3.4.4)

sont contradictoires. En fait, le membre droit (et gauche) de (3.4.2) est nul, et

(3.4.4) donne l’asymptotique. Il faudrait cependant se garder de penser que le

point de vue permettant d’obtenir (3.4.2) est inutile car Eisele et Lang [28] ] ont

montré que, pour ~h~ suffisamment grand, une formule du type (3.4.2) régissait

l’asymptotique de E exp[h . Bt - . On observe donc une rupture de régime.
- Donnons quelques indications sur la formule (3.4.4) de Donsker - Varadhan [16].

En utilisant le fait que J~./~,2 a même loi que , pour À > 0 , (3.4.1)

vaut

où W03BB-1u(03B2) est la saucisse de Wiener de rayon h-1 en temps u .

Si l’on a présent à l’esprit que :

~.d~(~.) est une approximation de la masse de Dirac, on voit qu’en pre-

nant À = t~~ , , (3.4.5) devient

qui a le mérite de faire intervenir ~,d comme facteur d’intensité et de temps , si



bien qu’on peut chercher à appliquer une méthode de Laplace grâce au résultat de
grande déviation sur le temps d’occupation. En fait, on a besoin d’un résultat de
grande déviation pour L "t * (on a posé ~,d - T = td/d+2 ), en topologie forte
L 1 , pour pouvoir traiter le cas de la fonction F (f) = 1 {y : f(y) > 0~) . .De ma-
nière remarquable, ce rythme de régularisation est critique pour ce résultat
(Donsker - Varadhan, II [14]). Le calcul du membre droit de (3.4.4) peut s’exprimer
explicitement en fonction de la plus petite valeur propre Yd de 2 A pour le

problème de Dirichlet dans la boule unité de 
La minoration dans (3.4.4) peut se voir aisément en imposant qu’il n’y ait pas
d’obstacle dans un ouvert t1/d+2G contenant 0 , et que le Brownien ne sorte pas
de t 1/d+2 G , ce qui donne la minoration du type

comme Ai (tl/d+2G) = t 2/d+2 03BB1 (G) , ceci donne un comportement logarithmique de
régression précédente en - + h~(G)] , , qui par optimisation (voir [16])
donne le membre droit de (3.4.4). Le point délicat est au’il n’y a pas de "meil-
leure" configuration, et qu’on a aussi la majoration.
Si l’on considère le potentiel aléatoire V formé de la somme des translatés d’une
fonction ~ _> 0 , en chacun des points du processus ponctuel de Poisson ( ~ suppo-
sée à support compact, non identiquement nulle pour simplifier), alors les résul-
tats de Donsker - Varadhan permettent d’obtenir que si p est la densité d’état
de - A+V sur ,

on pourra voir sur ces questions Okura [49], Pastur [52].
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