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Séminaire BOURBAKI Novembre 1986
19° année, 1986-87, n°670

GEOMETRIE DES POLYNOMES
COUT GLOBAL MOYEN DE LA METHODE DE NEWTON

(d’aprés M. Shub et S. Smale)

par Alexis MARIN

La suite 1, 3/2, 17/12, ... définie par zo = 1 et la relation de
récurrence Tpyq = %(a:n + 2/z,) converge trés rapidement vers v/2.
Le troisieme terme x3 = 577/408 ~ 1,414215... possede déja les six
premiers chiffres du développement décimal de /2 ~ 1,414213... alors
que x5 = 17/12 ~ 1,416... n’en avait que trois. Cette suite, connue des
Babyloniens, est produite par la méthode de Newton. Pour approcher
une solution d’une équation f(z) =0, ou f est de classe C?, Newton
prend une valeur initiale xo et, itérant 'application = +— Ny(z) =
z— f(z)/f'(z), il engendre la suite , = N}(zo). (Notez que N¢(z) =
s( +2/z) si f(z) = 2 —2.) Les points fixes de N = N; sont
les zéros de f, et puisque N’ = ff”/(f)?, un zéro simple w de f
(ie. f(w) = 0 # f'(w)) est un point fize superattractif de N (i.e.
N(w) =w et N'(w) =0), en particulier il y a une constante K et un
voisinage V' de w dont tout point z vérifie |N(z) — w| < K |z — w|*.
Cette convergence quadratique explique le “doublement de précision” &
chaque itération observé ci-dessus.

Cependant, si zo n’est pas suffisamment proche d’une racine de
f, la suite de Newton peut avoir un comportement chaotique ou
s’accumuler sur un cycle, ce dernier phénomeéne se produisant dans un
ouvert de l'espace P; des polynémes de degré d, deés le degré 3, et
ce pour un ouvert de valeurs initiales. Pour trouver une bonne valeur
initiale, on peut explorer systématiquement le domaine de f, mais le
colit d’un tel balayage est prohibitif; on préfere tirer au sort une valeur
initiale, et itérer quatre ou cinq fois 'application de Newton; avec un
peu de chance, la valeur de f sur le dernier itéré est pratiquement nulle,
sinon on relance les dés ... . L’expérience confirme que, sauf pour les
polyndmes pathologiques et rares, les joueurs de dés sont gagnants.

Pour justifier cette pratique, il faut munir les espaces de polyndmes
et de valeurs initiales d’une mesure de probabilité. Smale considére

S.M.F.
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I’espace

Py(1) = {p(v) = v* + ag_1v?¥ 1 + ... + aq I a; € C, la;] <1}

muni de la mesure de Lebesgue p sur les coefficients, normalisée par
#(P4(1)) = 1. On ne perd rien A se limiter & P;(1) car, pour tout
polynéme g de degré d > 1, il existe a et b positifs avec p(v) =
aq(bv) dans Py(1); d’autre part (voir 5.4), les racines de p € Py(1)
sont de module inférieur & 2. Connaissant p(vg) et p’ (v0), Smale a un
critere pour savoir si, partant de v, la méthode de Newton converge
quadratiquement ([Sm5], cf. §6). Il vient de montrer ([Sm6]) que, si
pour un polynéme p de P;(1) la moyenne du nombre de tirages dans le
disque {|v| < 3} pour obtenir une valeur initiale vy vérifiant son critére
est supérieur & n alors p se trouve dans un ensemble exceptionnel &, 4
de mesure bornée par (constante)(d®/n). Dans [ShSm1], il y avait un
résultat dans le méme sens, mais sans critére permettant de savoir si on
a gagné (cf. 2.3).

Des 1976, lors de ses travaux d’économie mathématique ([Sm1)),
puis avec Hirsch ([HiSm]), Smale avait introduit des méthodes de New-
ton globales(cf. §83 et 5) n’ayant qu’une convergence linéaire mais dont
le coiit global peut &tre estimé plus finement. En 1981, il dégageait
une jolie démonstration du théoréme de d’Alembert-Gauss ([Sm2] et
§3) et prouvait le résultat suivant: Pour tout 0 < p<1l,iyaunen-
semble ezceptionnel Uy(p) de mesure p dans Py(1) tel que, pour tout
p hors de Ua(p), une méthode de Newton globale partant de vy = 0
fournit en moins de (100(d + 2))°/u’ itérations une valeur & partir de
laquelle le “doublement de précision” & chaque itération de Newton se
produit. En 1983 avec Shub ([ShSm1] et [ShSm2]), il introduit des
méthodes d’ordre supérieur (dont chaque itération nécessite le calcul
de logd dérivées de p si p € P4(1)). Partant d’un point vy pris au
hasard sur un cercle de grand rayon, Shub et Smale obtiennent un bon
zéro approché en Ng(p) itérations ot Ny(p) croit linéairement en d :

Na(p) = Lid(|log p| /p)* /%84 L I, avec 20> L, > L,

et ils estiment le nombre d’opérations arithmétiques nécessaires. En
1984, dans un survol ([Sm4]) o, sans prétendre produire des aigo-
rithmes rivalisant avec ceuz couramment utilisés, il cherche & expliquer
pourquoi les algorithmes efficaces de l’analyse sont rapides en moyenne
bien qu’ils piétinent sur des cas dégénérés, et il décrit une méthode glo-
bale du premier ordre qui permet de retrouver avec de meilleures bornes
la plupart des résultats de [ShSm1] et [ShSm2] en n’ayant besoin &
chaque itération de n’évaluer que p et p' (cf. §4).

Le grand avantage de la méthode de Newton sur les autres
procédés de résolution approchée d’une équation d’une variable réelle
(dichotomie, sécante, ...) est qu’elle s’applique en toute dimension et

’
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(670) LA METHODE DE NEWTON

méme dans un Banach, ce qui permet de traiter des équations fonction-
nelles ([KA], chap. 18). Renegar a étendu aux systémes de n équations
polynomiales en n inconnues complexes les résultats de Shub-Smale
[R1], et [Sm6] contient des résultats valables dans un Banach.

Dans le cas d’un polynéme d’une variable complexe, ’application de
Newton a une extension rationnelle (z,p) — Np(x) ala spheére de Gauss
S : La méthode de Newton est un algorithme purement itératif rationnel
et ’on peut se demander s’il existe un autre algorithme purement itératif
rationnel G : § x Py — S qui soit de plus génériguement convergent,
ie.

{(z,p) € S x Py I G, (z) ne converge pas vers une racine de p}
est de mesure nulle. Pour d > 3, la thése de McMullen ([McM])

répond: “non”. Ceci n’arréta pas Shub et Smale: avec la conjugaison
complexe en plus des opérations arithmétiques, ils ont construit un al-
gorithme purement itératif génériquement convergent pour les systémes
de n polynomes en nvariables complexes, et, pour n = 1, un tel al-
gorithme qui, pres des racines, est la méthode de Newton ([ShSm3] et
§7).

D’autre part, Dantzig (cf. [Sm3]) avait conjecturé que: p(m,n)
le nombre moyen d’itérations nécessaires pour résoudre par la méthode
du simpleze un probléme linéaire @ m contraintes et m wvariables est,
pour m fixé, linéaire en n. En 1982, Smale résolvait par les mémes
méthodes ce fameux probleme; il donne une fonction K (e, m) telle que,
pour tout € > 0, p(m,n) < Kn® ([Sm3]). Depuis, des algorithmes
polynomiaux en m et n ont été trouvés ([R2], [Sm6)).

Tous ces résultats illustrent ’intérét de I'introduction d’idées é1é-
mentaires de topologie et de résultats généraux comme le théoreme de
la variété stable dans les problemes concrets de calcul (cf. [Sh] et §7).

Dans cet exposé, je me limiterai aux polynémes d’une variable com-
plexe.

Mes remerciements vont a J.J. Risler qui m’a convaincu d’étudier
les travaux de Smale pour son séminaire, ainsi qu’a L. Guillou pour ses
commentaires perspicaces sur ce texte.

1. Méthode de Newton, chaos, et non convergence générique.

Si un polynéme réel f(t) = Hd ,(t—x;) a toutes ses racines réelles
et distinctes, il en est de méme de sa dérivée f'(t) = dH H(t—¢j),

et zéros et points critiques alternent z; < ¢; < 23 < ... < x4 dans
R. Soit f un tel polynome de degré d > 3 et notons N Ny . Pour
Porbite {t, = N™(t)} d’un point ¢, il y a trois possibilités:

1) t, converge vers un point fixe de N (un zéro de f);
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A. MARIN

2) t, n’est pas défini pour n > ny car tn, est un point critique;
3) t, est défini pour tout n, mais ne converge pas.

Soit S1, S, S; la partition correspondante de R.. Comme les
points fixes z; de N sont attractifs (|N'(z;)| =0 < 1), S; est ouvert.
Soient by, ...,by les bandes leic1,ei[ (ici ¢g = —c0 et ¢g = +00). Un
coup d’oeil & la figure 1 nous assure que N envoie des points proches
des c; dans b; ou by et que S; contient ces deux bandes ; donc S,

est disjoint de S3 , et S3 est un fermé invariant par N inclus dans
baU...Ubg_1.

FIGURE 1 FIGURE 2

Soit (2 I'espace des suites infinies en les symboles bs, ..., by_; muni
de la topologie produit; le décalage D agit sur Q. L’application h :
S3 — 2 définie par N™(z) € h(b), est continue et envoie le systéme
dynamique (S3,N) dans (92, D).

THEOREME 1.1 (Barna, Saari et Urenho [Ba], [SU]). Sile polynéme
[ de degré d > 3 a tous ses zéros réels et distincts, alors Ss est un
Cantor de mesure nulle, ’application h est surjective et toute orbite
périodique non constante de D se reléve en une orbite de h de méme
période, les orbites constantes se relevant en des orbites de période 2.

DEMONSTRATION: Pour 1 < i < d, soit 8; = le;, f;[ la composante
connexe de z; dans Sp, alors S3 C B =J{b;\ B | 1 <i<d} et N
échange e; et f; (cf. Figure 2).
Comme tlim N'(t) = —oc0 et N'(z;) = 0, I’équation
N'(z) = —a? (%)

a au moins une solution dans chacun des 2d—2 intervalles de B et il n’y
a qu’une solution par intervalle car (x) est de degré 2d —2, donc N’ est
strictement monotone sur chaque intervalle sur lequel elle est négative,
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(670) LA METHODE DE NEWTON

en particulier croissante sur ]c;_1,e;] et décroissante sur [f;,c;[. Par
un calcul astucieux ([Ba], p.202-206), Barna obtient N’'(e;) < —1 et
N'(fi;) < —=1; donc N est dilatante sur B, et a fortiori sur S3 C B.
Comme S35 est invariant, sa mesure doit étre nulle. Le reste du théoréme
est facile. a

Dans [SU] et [HM], on trouvera d’autres informations sur la dy-
namique de N . Hurley et Martin ont aussi observé que si Ty est une
application C? définie dans le complémentaire d’un ensemble fini J,
tendant vers l'infini pres de J et dont les points fixes sont attractifs,
alors deux points fixes consécutifs sont séparés par une asymptote du
graphe de Ty, et Ty présente le méme chaos que Ny.

Le théoréme de Barna reste vrai s’il y a des racines multiples. En
ce cas, comme Sy est dénombrable, la mesure de R\ S; est nulle, ce
qui semble donner raison aux joueurs. Cependant, pour tout d > 2, il
y a des polynomes p de degré d avec p”(0) = 0 et p(0) = —p'(0) #
0 # p(1) = p/(1) et donc pour lesquels {0,1} est un cycle superattractif
d’ordre 2 de N (par exemple (1) le polynéme p(z) = $23—2+1). Tout
polynéme ¢ proche de p posséde un cycle attractif d’ordre 2. Il s’en
suit que la méthode de Newton n’est pas un algorithme génériguement
convergent.

La dynamique holomorphe donne d’autres informations sur les or-
bites de N (voir [Sm4], [DH] et [F]).

2. Les méthodes d’Euler-Newton,
et un critére au but de convergence.

Soient p: C — C un polynéme et v un point régulier de p (i.e.
p'(v) #0); il y a, défini au voisinage de z = p(v), un unique inverse 3
droite de p envoyant z sur v, notons le p;!, de rayon de convergence
Ty en v. Notons D, = D(z,r,). Si r, > |z|, Euler calcule une racine
w de p grace au développement de Taylor de p;! en z :

w=rt O =5 -0 =Y 2 { ] o e

n=0

Le calcul des termes de (2.1) cofitant de plus en plus cher, Euler
préfere tronquer cette série a 'ordre k et itérer ’application v — Ej(v)
ainsi obtenue. Remarquons que F;(v) = v—p(v)/p'(v) est Papplication
de Newton.

(T) D’aprés le théoreme de Barna, un tel polynéme a des racines complexes.
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ProPoOsITION 2.1 ([ShSm1], [Sm4]).  Pour chaque k, il y a une
constante cp < 1 telle que si w est une racine simple de p et vy €
Pt (ckDw) , alors pour tout n litéré v, = EF(vy) est dans p;'(Dy),
la suite v, converge vers w, et

p(v)] < BTV p(ue)] , od b= p(vo)| fexrw <1 .

La suite cy, est croissante, tend vers (2 —/2)/4 quand k — oo, et
a=1/9<c;<1/8<c3<1/T<ecs<(2-V2)/4<1/6

Un bon zéro approché (pour la méthode d’Euler d’ordre k) est un
vp auquel on peut appliquer la proposition 2.1. Nous ne démontrerons et
n’utiliserons 2.1 qu’avec k = 1. Pour k > 1, voir [ShSm1, p.115-121].

REMARQUE 2.2. La connaissance de 7, est inaccessible & un observa-
teur en v = vg; on peut cependant minorer v, par p, le module de la
plus petite valeur critique, qui peut s’estimer & l’aide du discriminant.
Le critére obtenu a peu d’intérét du point de vue numérique, car le cal-
cul du discriminant cotite trop cher; il sera cependant utile pour donner
des estimées probabilistes.

PRrROPOSITION 2.3 ([ShSm1]). Soit D le disque unité; la probabilité
dans D x P4(1) pour que vy dans D soit un bon zéro approché d’un
polynéme p de Py(1) est minorée par c/d® avec ¢ > 4-107%.

DEMONSTRATION DE 2.3: Un point z est une valeur critique de p si
et seulement si le polynome p — z est de discriminant zéro. Comme le
discriminant D : P; — C est de degré d — 1 en le terme constant, on

a, en posant E4(p) = {p € Pa(1) | pp < p}, le lemme suivant:

LEMME 2.4. La mesure de £4(p) est majorée par (d—1)p*. O

Comme le produit des racines de p est agp, un polyndme p de
P;(1) (qui vérifie |ag| < 1) a une racine w dans D. Si de plus p
est hors de £4(p) pour un p > 0, w est un zéro simple et |p’(w)| <
1+2+... +d = d(d+ 1); donc, grice au théoréme du quart (cf.
[O], p- 3), le disque D’ centré en w et de rayon r = p/18d(d + 1) est
inclus dans p_'(1/9D,), et donc constitué de bons zéros approchés.
L’aire de D N D’ est supérieure & o = r?y/1 —r2/4 (cf. Figure 3).
Soit 0 < < 1. En prenant p = y/p/(d —1) dans 2.4, la probabilité

cherchée est minorée par fol o(p)du > c/d°. a

™
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(670) LA METHODE DE NEWTON

FIGURE 3

NOTATIONS 2.5. Le polyndéme p étant fixé et v régulier pour p, on

pose: B(v) = [p()/p ()], 2(v) = [PP(©)/kp ()] et afv) =
,Bgv)'ygv). Si ’on a besoin de préciser p, on écrit B(v,p), Y(v,p),
a(v,p).

DEMONSTRATION DE 2.1 LORSQUE k = 1: Calculons p(v;) par la série
de Taylor de p en v = vp; comme k =1, v; —v = (v) et les deux

premiers termes s’annulent, les autres étant majorés par |p(v)| (a(v))*~!
d’ou le

LEMME 2.6. Si v est régulier pour p et a(v) < a, alors |p(v1)| <
[
l-a Ip(v)l . O

LEMME 2.7. Si v est régulier pour p, alors a(v) < 4|p(v)|/rs .

DEMONSTRATION DE 2.7: Comme p est l'inverse de la fonction uni-
valente p;! : D, — C, les coefficients aj de son développement de
Taylor en v sont bornés par un théoréeme de Lowner ([H], p. 137):

'3...(2k—1) k—1
<4
2...k-(k+1) —

1
|ak| < B Iai|kr,’f'1 ou By, = 2'“1

d’ou le lemme. a

Sous les hypothéses de 2.1, comme 7, > 7, — |p(v)|, on déduit
de ces deux lemmes |p(v)| < A|p(v)|* ou A[p(v)| < b. D’autre part,
comme sur D(0,7,/9) les inverses p;! et p;! coincident, et

v — | = |p(v)/P' (V)] < 7w /9P (V)| < 70 /8P (V)] < 7o /4IP' ()]

le théoréeme du quart assure que v; est dans pg'(D,). Donc, par

récurrence, |p(vn41)|> < A|p(va)|® avec A|p(vo)| < b, d’ot la proposi-
tion. O

25



A. MARIN

3. Le théoréme de d’Alembert-Gauss,
et une méthode de Newton globale.

L’ensemble 3 des valeurs critiques d’un polynome p de degré d >
0 est fini (|X| < d —1); comme p est une application ouverte, il y a
un v tel que lerayon R, = {tz | 0<t <1} (z=p(v)) évite & (cf.
Figure 4); le point v est donc régulier, p;! se prolonge analytiquement
a un voisinage de R, et w = }11% py1(tz) est une racine de p. Par des
majorations faciles, on peut obtenir un ensemble de d points de grand

module contenant un tel v: cette démonstration est constructive. Elle
conduisit Smale ([Sm2]) & étendre p; ! & des secteurs angulaires.

Py o
o ppe ;
FIGURE 4 / FIGURE 5 ( "Rl
L plc
0 W (z,6)

L’ étroitesse e(v) (relativement & p) d’un point v non racine de p
est le plus grand 6 > 0 tel que p;! se prolonge au secteur:

W(z,0)={z€C | |Arg(2'/2)| < 6}
(rappelons que z = p(v) et convenons que W(z,0) = {z} (cf. [G])).

THEOREME 3.1. Il y a des constantes M et L dépendant de 0
(L>0< M < 1) telles que, pour 1 — M < K <1 et vo un point
d’étroitesse 0 > 0 relativement ¢ un polynéme non constant p, et si
Uon note t; = K'p(vy) la suite v; définie par:

p(vi-1) — t;

v= Npoalbin) = v = T

(#)
converge vers une racine de p. De plus:

Ip(vn)| < K™(1 + L) [p(wo)| (##)
M =5sin0/(24 +sin) et L = 2M conviennent.

COROLLAIRE 3.2.  Soit p un polyndme de P4(1) et € > 0. St vy
est un point d’étroitesse 6 > 0 et de module R > 1, et v, est la
suite définie par (#) avec K = 1 — M, alors, si n > N(d,0,R,¢),
on a |p(vy)| < €, ot N(d,0,R,e) = Kid + K, + Kslog(1/e) avec
K1=K310gR, K2=K310g%—) etK3=W11—_M'ﬂ<%' O
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(670) LA METHODE DE NEWTON

DEMONSTRATION DE 3.1: Posons z, = p(v,), ™ = 7o, et D, =
D(t,,t,sinf). Comme t, = K™ |p(vo)|, I'inégalité (# #) suit de:

(an) |2n —ta| < L|ta]|.

(20)

est vraie car o = zo. De (ay), il vient:
(bn) |20 = tas1] < |zn = ta| + [ta — tnia| < (L + M) [ta].

Comme D, est inclus dans W(to,0) (cf. Figure 5), on tire de (a,)
et (by) :

Tn 2> |tn|sind — |z, — tn| > (sin@ — L) |tn| > J |20 — tay1|
o J = (sind — L)/(L + M). Supposons
J>4 . (%)
Les lemmes 2.6 et 2.7 appliqués au polynéme p — t,,; donnent:
4|z2p — tppa|?
Tn —4|2n — thy1]

ou I =4(L+ M)/M(J —4). Donc, si de plus

|2n+1 - tn+1| S ..<_ Iltn+ll )

I<sinf (")
le point 2,4, est dans W (z,8), et si enfin
I<L , (")

la condition (a,4+1) est vérifiée. Que les valeurs de M et L données
dans 3.1 vérifient les trois hypothéses (%) n’est plus qu’un exercice de
calcul. o

4. Les algorithmes probabilistes.

Soit Sk le cercle {v | |v| = R} muni de la mesure de Lebesgue
normalisée par p(Sg) = 1. Soit p un polynéme de P4(1) et posons
Er(0) = {v e Sgr | e(v) < 6}; on établira au §5 la:

PROPOSITION 4.1.  L’ensemble Egr(0) est inclus dans la réunion de
2(d—1) arcs de Sr chacun de mesure: L [9 + 2 arcsin R—I—T] .
On notera g g la somme de leur mesure.
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ALGORITHME A(6,R) 4.2 ([Sm4]). Soit p un polynéme de Py(1)
et € > 0. Les constantes M, K =1-M,et N (dépendant de d,
0, R, et ) étant celles de 3.2, procéder comme suit:

1° Choisir au hasard un vy sur Sg.

2° Calculer vy en itérant N fois (3.1).

3° Si |p(vn)| < € fin; sinon retourner au 1°.

La moyenne du nombre de cycles dans cet algorithme est majorée par
t=to,r =1/(1- po,r). O

QUELQUES VALEURS NUMERIQUES.

M t tK; tK, tKs
R=3, 0=7/12 : 1/94 6 615 231 560
R=6, 0=x/6 : 1/49 2,44 212 24 119

Lorsque, pour R donné, on cherche & minorer tK;, 'optimum
semble étre autour de R = 8 et § = 77 /36 et est assez stable (Pour
6 < R <16, tK; varie entre 206 et 223.) Assez paradoxalement, il est
plus économique de partir d’une grande valeur initiale (cf. §5).

Si vous ne faites pas confiance au hasard, soit k = 2(d — 1)£t9 g
un entier avec £ > 1. Placez alors k points également répartis sur Sg.
Comme FEy(6) est dans une réunion de 2(d—1) arcs, il ne peut contenir
plus de T = 2(d — 1) + kpg,r de ces points. Tirant au sort les valeurs
initiales dans cette urne de k points, on est siir que I’algorithme 4.2 n’a
pas plus de T} cycles; la moyenne du nombre de tirages est majorée
par tx = tgr£/(£ —1). Le choix de £ est affaire de gofit: un grand ¢
améliore la moyenne, mais recule la barriere de sécurité 7T} .

THEOREME 4.3. Soit 0 < p < 1. Il y a une fonction N(u,d) telle
que, st R = 1+4d%/mp et (vo,p) est hors d’un ensemble exceptionnel de
mesure p dans Sp X Py(1), il suffit, partant de vy et fizant § = %7(‘/1.

de N(u,d) itérations de la formule 3.1(#) pour obtenir un bon zéro
approché de p. On a :

log(1/p) + K2 (d
Nid) = Ka((d-+ =BT 4 g
ou K, est croissante,
15,2 < Ki(p) <25 K,(1/4) < 15,5 < K;(1/2) < 18
(d+ 3)K» = 3logd +1log(36/m) , et Ks(d)=2/3+ K,x/4d>

b
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DEMONSTRATION DE 4.3: La mesure des (vo,p) tels que, soit p, < p,
soit ep(vp) < 6, est majorée par

2(d-1) .1
— (] 1\ 2
p=(d-1)p*+ — [0+2arcst_1]

Il suffit de poser p = \/i/d et d’appliquer 3.2 avec € = p/9, et, pour 6
et R, les valeurs données dans 4.3. (]

5. La géométrie des polynémes (cf. [ShSm1]).

Une idée naturelle pour trouver un zéro d’un polyndéme p est de

minimiser la fonction réelle g(v) = ; |p(v)|* en descendant le long des
lignes de gradient. Or, X (v) = gradg(v) = p’(v)p(v) est colinéaire au
champ de Newton n(v) = p(v)/p'(v) (X(v) = |p'(v)|* n(v)) et donc X
a mémes courbes intégrales que I’équation différentielle de Newton v/ =
—n(v). La méthode d’Euler, avec le pas 1 pour résoudre cette équation
différentielle, produit la méme itération que la méthode de Newton.
Remarquons aussi que, comme p'(v)n(v) = p(v) = z, le polynéome p
envoie son champ de Newton sur le champ radial du but. Donc les
lignes de gradient que nous cherchons & descendre sont aussi les feuilles
du feuilletage F,,, préimage par p des rayons de C a savoir les courbes
que Smale suivait dans sa démonstration du théoréme fondamental de
'algébre. Dans [Sm2] (et aussi [ShSm1]), Smale avait suivi ces lignes
de gradient de plus prés en relaxant le pas de la méthode d’Euler, i.e.
en itérant v — v — hp(v)/p'(v) ol 0 < h < 1.

De maniere imagée, si le graphe de g est une montagne que l'on
cherche & descendre, au lieu & chaque pas de viser le refuge attendu,
Smale [Sm2] vise une étape intermédiaire, disons & mi-distance. La
méthode du §3 ([Sm4]) est plus siire: avant de partir, on détermine
toutes ses étapes, ce qui permet d’éviter de mauvais embranchements
aux cols. Pour expliquer le paradoxe du §4, on peut dire que, de plus
haut, la vue permet de distinguer la vallée principale des vallées secon-
daires et donc on peut faire un meilleur plan de route.

Le feuilletage F,, orienté par X , a des singularités de deux types
(cf. Figure 6): des sources aux racines de p et des selles de singe
a m — 1 pattes aux points critiques de multiplicité m et de valeur
critique non nulle (0 = p'(c) = ... = p(™~1(c) et p(c)p™(c) # 0).
Soit T'(p) la réunion des variétés instables des points critiques de Fp
c’est un arbre plongé dans C, larbre de Shub-Smale du polynéme p.
Posons I'(p)* D'union de I'(p) et des variétés stables des singularités
de type selle (éventuellement multiples) de Fp. Les composantes de
L(p)*/T(p) sont en nombre inférieur ou égal & 2(d—1) (ce maximum
est atteint quand les racines de p sont simples, les points critiques sont
de multiplicité 2 et n’ont pas de liaisons entre eux dans Fp).

29



A. MARIN

FIGURE 6

FIGURE 7 FIGURE 8
REMARQUE 5.1. Les arbres plongés dans C qui peuvent se réaliser
comme arbres de Shub-Smale d’un polynéme peuvent &tre facilement
déterminés et, a l’aide des arbres de Shub-Smale, on peut paramétrer
les polynémes par leurs valeurs critiques (cf. [M] et [STW]).

LEMME 5.2 (Gauss). Soit p un polynéme dont toutes les racines sont
a intérieur d’un cercle S, alors le champ de Newton est transverse d

S.

COROLLAIRE 5.3. Soit S un cercle contenant dans son intérieur tous
les zéros d’un polynéme p, alors:

(i) Uarbre T'(p) est dans lintérieur de S ;
(if) T(p)* NS contient au plus 2(d — 1) points . o

LEMME 5.4.  Soit p un polynéme de Py(1), R > 2, Sg le cercle
|v| = R et vy, vy deuz points de Sg. Alors :

(i) p(v;) est non nul;

. vy .1 p(v1)
11) d|Arg —| — 2arcsin < |Ar <
v . 1
<d|Arg — 2
< Ig o + Z2arcsin R_-1

DEMONSTRATION DE 4.1: Soit R > 2 et p dans P4(1); remarquons
qu’un point vy de Sk est dans Eg(6) si et seulement s’il y a un 2’
dans SgNT(p)* avec |Arg(p(v)/p(v')| < 6. D’apreés 5.4(i) et 5.2, F,
est transverse a Sk et I'un des arcs limités par v et v’ sur Sg a tous
ses points u vérifiant |Arg(p(u)/p(v')] < 6. La proposition 4.1 suit
alors de I'inégalité de gauche dans 5.4 (ii). O

30



(6700 LA METHODE DE NEWTON

DEMONSTRATION DE 5.2 (voir Figure 7): Soient w; les racines de p
et soit v sur S. On a:

d
[n()| ™ om() = v = 3

=1

v

v — W;
Or, comme w; est intérieur & S, on a Re(v(v—w;)) > 0; donc
Re(v/(v —w;)) > 0 et Re(v7(v)) >0. g

DEMONSTRATION DE 5.4 (voir Figure 8): Soit p(v) = v +a;v?™! +
. +aq pour |vj|=R. On a:

d
lai| 1 1 1
< < — - <1
21 < ol T3/ = -1

car R > 2, d’ou (i); et pour (ii):

)

d
Y;

d d
p(v1) (vl) p(v1) v
Ar — Arg { — = Ar <
g~ 2(v2) g v g ”ii plv)| =
1
< ‘Arg p(t;l) + ’A gp(1;z) < 2arcsin
Uk v -1

6. Un critere de convergence calculable en vq .

Soit v un point régulier d’'un polynéme p. En 2.5, on a défini
a(v,p) = B(v,p)y(v,p) ou B(v,p) est la norme du vecteur de New-
ton p(v)/p'(v), alors que le calcul de y(v) nécessite la connaissance
de toutes les dérivées de p en v. La proposition suivante permet de
majorer y(v) (et donc a(v)) en n’ayant a évaluer que p et p’ en v:

PROPOSITION 6.1 ([Sm5], [Sm6]).  Soit p(r) = 14 ... + 7% et
p(v) = ag +av+ ... +aqv? un polynome de degré d, alors :

ll2ll (¢ (lv])*

v(v,p) < m ) ou lpll = Max |a;|

THEOREME 6.2 ([Sm5]). Soit p un polynéme et vy un point régulier

tel que a(vg,p) < 3 — 2\/5 alors la suite de Newton vn,y1 = v, —
P(vn)/p'(vn) converge vers une racine de p. De plus, il y a une bijection

croissante K :[0,3—2v2[ — [0,1[ telle que: Si a(vo,p) < a, alors
[vnt1 = vnll < K ()2 ||vg — vo|| et ap = K~1(3)>0,14.
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Pour p dans Py(1), le nombre a(0,p) est majoré par |ao|/ [a1|2
qui est indépendant de d. Ainsi, l’ensemble des polynémes de Py(1),

dont la suite de Newton partant de zéro converge, a une mesure minorée
mdépendamment de d.

DEMONSTRATION DE 6.1: En majorant les coefficients de p par Izl
on obtient |p(¥)(v)/k!| < ||p|l ¢®(|v])/k!, d’ott en faisant k = 1 on
obtient ||p[| ¢'(|v])/|p'(v)] > 1. Un jeu sur les coefficients du binéme

([Sm6], p.12-14) permet d’établir que a(r,) < 1 pour tout r > 0,
‘ou

[P @)/k] < ol 02 ()t < Tl /(o)D) et

' k 1/k-1 ’ 171/k-1
7<v,p>SSup[ lpll (' (1v)) } < f_sup[llpllw]
P k>1

1 LP'(0)] (e(l0]))* P'|

Le dernier suprémum est atteint pour k = 2, d’ou la proposition. 0O

DEMONSTRATION DE 6.2: Pour 0 < t < 47!, soit % la fonction
P(t) = 12> —2yt+a—1; comme en 2.6, on établit que, pour ||v — vol| <

ty~! on a?t
‘p@o) %(0) N )p"(v) P40
p'(w)| = —¢'(0) P'(v)| = —¢'(0)

Kantorovitch ([KA], théoréme 3, p.234) nous dit que, si ¥(t) =0
a une racine dans [O,'y‘l[ , alors la suite v, converge vers une racine
w de p, que la suite de Newton ¢, de i partant de to = 0 converge
vers la plus petite racine t, de ¥(t) =0 et |vp41 — V| < tnyr — tn.

Il ne reste plus qu’a estimer ¢,4; —t, pour obtenir les majorations
du théoreme 6.2. o

REMARQUES. Comme Kantorovitch énonce son théoréme dans un Ba-
nach, le théoreme 6.2 est valable pour une fonction analytique définie
sur un Banach (il en est bien siir de méme pour 6.1). Smale démontre 6.2
plus directement en majorant a chaque itération de Newton les quantités
B et . N'utilisant pas le théoréme de Kantorovitch, cette approche se
généralise aux méthodes d’ordre supérieur ([C]).
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7. Un algorithme génériquement convergent ([ShSm3]).

Soit G4 'ouvert de P; formé des polyndémes p(v) = ao + a1v +

.. +aqv? ayant leurs racines et leurs points critiques distincts: P;\Gg
étant algébrique, G4 est un ouvert dense de mesure pleine. Soient p
dans G4 et v dans la sphere de Gauss S = C U oo. Définissons alors:

e(v]) Ip'(v)[* -
k,(v) = , hp(v) = Min(1,k,(v ,
)= s er = M)
et T(v) = v — hy(v)p(v)/#'(v) (ot ¢ et ||pl| sont définis au §6).
Les points fixes de T}, sont les racines et les points critiques de p.

L’application T:S x G4 — S ainsi définie est continue et C'>® pres des
points critiques de p. Quand p est fixé par le contexte, nous écrirons
T au lieu de Tj.

REMARQUE. Les formules ci-dessus définissent une application con-
tinue S X Py — S, mais si p a des racines multiples, cette application
n’est pas lisse prés des racines multiples. Remarquons d’autre part que
I’application de Newton NV : S x P; — S n’est pas continue (en Pj)
aux racines multiples, car quand le polynéme varie, un point critique se
rapprochant d’une racine voit son image passer brusquement de 1’infini
a cette racine.

THEOREME 7.1. Pour tout p de Gq, il y a un fermé Vo de mesure
nulle dans S tel que, pour tout v hors de V,, la suite des itérés T*(v),
k > 0, converge vers un zéro de p.

De plus, T est la méthode de Newton dans un voisinage de chaque
racine de p.

PROPOSITION 7.2. Soit p dans G4 et ¢ un point critique de p, alors
Vie) = {v|T’c )—c quand k — oo}

" est un fermé de mesure nulle dans S .

DEMONSTRATION DE 7.2: Comme le jacobien de T est presque partout
non nul, il suffit de montrer qu’un voisinage de ¢ dans V*(c) est de
mesure nulle. Comme 7T est lisse au voisinage de c, il suffit, selon
le théoréme de la variété stable ([HPS]), de prouver que 7"(c) est
hyperbolique (en effet ce théoréme impliquera alors que V*(c) est, prés
de c, un arc lisse). On a

T'(c)(V) =V = AV ot A= _PAP(c)p(lel])
’ 2 (¢'(Ie]))? Ilp]l Ip(c)|
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Les valeurs propres de T"(c) sont donc 1+ |A|; or, comme on a
p(r)e"(r) < 2(¢'(r))?,
U
1
Al < " (c)] _
el #"(lel)

<1
o

DEMONSTRATION DE 7.1: Posons V, = J{V*(c) | p'(c) = 0}. Soit
v hors de V, et v, = T™(v), alors p'(v) # 0 et comme, d’apres 6.1,
k(v) < 3a(v), on obtient par une majoration analogue & celle de 2.6 :

[p(va+1)] < R(vn) [p(vn)| < [P(vn)]

ou 'application continue h : C — [0,1] n’est nulle qu'aux points cri-
tiques de p.

Comme v n’est dans aucun des V*(c), cela implique que la suite
décroissante |p(v,)| tend vers zéro et v, tend vers une racine de p
(deux racines de p ne peuvent étre adhérentes & v, puisque, comme
T coincide avec P'application de Newton pres des racines de p, ces
derniéres sont des points fixes attractifs de T'). ad
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