
Astérisque

FRANÇOIS LOESER
Déformations de courbes planes

Astérisque, tome 152-153 (1987), Séminaire Bourbaki,
exp. no 679, p. 187-205
<http://www.numdam.org/item?id=SB_1986-1987__29__187_0>

© Société mathématique de France, 1987, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique l’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SB_1986-1987__29__187_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


DÉFORMATIONS DE COURBES PLANES

[d’après Severi et Harris]

par François LOESER
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Séminaire BOURBAKI

39ème année, 1986-87, n° 679

Février 1987

Introduction

"La variété Vd’s deA courbes planes nodales irréductibles de degré d ayant
ô daub.~e~ 

Cette assertion célèbre de Severi a été démontrée par J. Harris en 1985 ([Hl]).

La démonstration que donnait Severi dans l’Anhang F de son livre [S] (1921) était

erronée ~~ > et des démonstrations n’étaient connues que dans des cas particuliers :
ô > d2 - 2d + 2 (Popp [P ] , 1966 ) , / ô > d2 - 9 d + 2 (Alibert - Maltsiniotis [A-M] /

1974), ô >_ 2 - 3d + 2 (Arbarello - Cornalba [A-C 4], 1983). ° Depuis la démonstra-

tion de Harris, d’autres démonstrations ont été données : l’une par Z. Ran [R],
l’autre par J. Harris dans [H2]. Cette dernière, qui est celle que nous exposerons
à ce Séminaire, est une sinplification par Harris de sa preuve originelle et est

issue de [Hl] ] et d’une preuve non publiée de M. Nori.

Nous commençons par rappeler la description due à Severi des variétés U’
de courbes planes nodales de degré d ayant ô points doubles. Le résultat fon-

damental concernant les courbes nodales est que ô points doubles ordinaires im-

posent ô conditions indépendantes aux courbes planes : c’est une conséquence de

l’indépendance des conditions d’adjonction. On en déduit non seulement que toutes

les composantes irréductibles de sont lisses de 6 ,
mais aussi que l’on peut lissifier les ô points doubles indépendamment, ce qui
donne une description de ud,8’ au voisinage de pour ô’  ô (Théorè-

me 2.1).

En utilisant cette description et un argument de monodromie, Severi montrait

que l’irréductibilité de est une conséquence de l’énoncé suivant : toute

courbe plane nodale de degré d admet une spécialisation sur d droites en po-

sition générale. Par récurrence, on se ramène donc à montrer que toute courbe

plane nodale admet une spécialisation sur une courbe nodale ayant davantage de

(1) Pour une analyse de l’erreur de Severi, voir [Z3], p. 210-211 1 et [Ni], p. 376-
377.
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points doubles. Nous expliquons ces réductions dans la partie 4. Une des diffi-
caltés du problème est que l’on ne sait pas construire de telles déformations di-
rectement.

Le résultat démontré par Harris est le suivant : la variété V. d,g des courbes

planes irréductibles et réduites, 1 de degré d et de genre géométrique g , est

irréductible. Cet énoncé est équivalent à celui de Severi parce que toute oompo-
sante irréductible de Ud,g (la variété des courbes planes réduites de degré d

et de genre géométrique g ) contient comme ouvert dense une composante irréduc-

tible de (avec ô = (d -1 ) 2 (d - 2 ) - g ) d’après un résultat d’Arbarello et

Cornalba et de Zariski que nous rappelons dans la 3e partie. Pour démontrer l’as-

sertion de Severi, il suffit donc de démontrer l’énoncé suivant : "si Q est une

composante irréductible de , Q B Q a une composante irréductible de co-

dimension 1 dans Q " , car une telle composante contient toujours une courbe

nodale.

Comme on ne sait pas construire directement de déformations des courbes ap-

partenant à Q sur des points généraux de Q B Q , , il faut un moyen pour dé-

duire de l’étude de déformations spéciales, obtenues géométriquement, que Q B Q
a une composante de oodimension 1 . Pour ce faire, 1 Harris utilise l’espace des

modules de courbes lisses de genre g , M et sa compactification Mg par les

modules de courbes stables : on a un morphisme (p : Q fl ~’ S ---~ Mq qui à une

courbe nodale associe le module de sa normalisée. On note r c Q x Mg l’adhérence

du graphe de (p et cp~ : r ---~S~ la projection. Le critère de Harris est le

suivant : s’il existe C de Q B Q dont la fibre (C) admet un point isolé,

alors Q B Q contient une composante de codimension 1 . Ceci se déduit essen-

tiellement du fait que Mg B Mg est de codimension 1 dans Mg .
En 6, on construit effectivement une déformation produisant une telle courbe C .

Plusieurs choix sont possibles. On considère suivant [H2 ] des déformations générales de

courbes nodales passant par d points fixés d’une droite fixée L (1) > sur des courbes C

contenant L. A on ne sait même pas si C est réduite. On contrôle la situation en

comptant les paramètres : C dépend de 2d + g - 2 paramètres. En utilisant un

résultat analogue à celui d’Arbarello et Cornalba et de Zariski pour des familles spécia-

les de courbes (exposé en 3.5) , on arrive à en déduire que C est réduite, à contrôler le

genre géométrique de C , et à décrire la fibre spéciale de la réduction semi-

stable de la famille des normalisées d’une famille à un paramètre de courbes de

qui se spécialisent sur C . Une fois connue cette fibre spéciale, on voit direc-

tentent que C vérifie le critère de Harris, ce qui conclut la démonstration.

Dans la première partie, on propose quelques conséquences et compléments :
on expose tout d’abord comment Zariski déduisait de l’énoncé de Severi la ccmru-

(1) > Dans sa première preuve [Hl ], J. Harris utilisait des familles de courbes ayant un
point de contact d’ordre élevé avec une droite. L’idée de considérer plutôt des courbes
passant par d points fixés d’une droite, ce qui simplifie la démonstration, est dûe à
M. Nori.



tativité du groupe fondamental du complémentaire d’une courbe nodale plane (une

démonstration indépendante de l’énoncé de Severi a été donnée en 1979 par Fulton

et Deligne). On décrit également les espaces Ud ,g et leur adhérence. Enfin, on

décrit la situation pour les familles de courbes ayant des singularités cuspidales
ou arbitraires.

Je remercie A. Nobile, C. Sabbah et B. Teissier pour l’aide apportée pendant
la préparation de cet exposé.

1. NOTATIONS ET PRÉLIMINAIRES

1.0. Une variété algébrique complexe réduite et non vide est irréductible si le

complémentaire du lieu singulier est connexe.

1.1. Courbes

1.1.1. Pour nous, une courbe sera une courbe algébrique complexe complète et ré-

duite (sauf mention explicite du contraire).

1.1.2. Si F est un faisceau d’espaces vectoriels complexes sur un espace topolo-

gique, on note hi (V, F ) la dimension de l’espace vectoriel complexe Hi (V , F )
quand celle-ci est finie et x(V,F) = .S (-1) l hl (V, F) quand la somme est finie.

Si C est une courbe, son genre arithmétique est par définition p (C) =1- X (C,(~C) ’
1.1.3. Si C est une courbe lisse et £ un fibré en droites sur C de degré d ,
on a le théorème de Riemann - Roch : = d - pa (C) + 1 .
1.1.4. Si C est une courbe et n la normalisation S ---~ C de C , le genre

géométrique de C est par définition g(C) = p a (C) . Si p est un point de C ,

on note ô(p) = p est un point lisse de C si et seulement si

c(p) = 0 . On pose b (C) ~ ~ ô (p) . On a p (C) 
= g(C) + 6(C) .

pEC a 

,
1.1.5. L’annulateur C du faisceau de modules est un faisceau cohérent

d’idéaux sur C appelé le conducteur. Par définition, C est un faisceau d’i-

déaux de 0~ modules et de modules. Il existe donc un diviseur effectif A

sur C tel que C s’identifie à .

1.1.6. Un point singulier d’une courbe est un point double ordinaire s’il est ana-

lytiquement équivalent à la singularité xy = 0 (deux droites transverses). Si p

est un point double ordinaire ô(p) =1 . Une courbe est dite nodale si tous ses

points singuliers sont des points doubles ordinaires. Si C est une courbe nodale,
de points singuliers p1,...,pr , on a C = (~ (-P) ~ avec P = P + ... + Pr . °
1.2. Courbes planes

1.2 .1. Si C est une courbe projective plane de degré d , rc* (~G (d - 3) ) (-~)
est un faisceau dualisant sur C . On en déduit la formule de Plücker

g(C) = (d 1) 2 (d 2 ) - l’égalité de Gorenstein = ô (C) .



1.2.2. On en déduit également le résultat important suivant, classiquement connu

comme "l’indépendance des conditions d’adjonction" :

PROPOSITION 1.2.2.- Si C e6t une caunbe projective plane de degré d ,

C) - 0 .

h’ (C,OC (d) ~ C ) = h’ (C,n* (-o) ) (C,n* (OC (-3) ) ) , ’
car 0)~ est dualisant. Mais n*OC(-3) n’a de section globale non triviale sur

aucune composante irréductible de C , , d’où le résultat.

1.2.3. Soient (x,y,z) des coordonnées homogènes sur ~2(C) . Toute courbe pla-
ne C de degré d est donnée par une équation homogène de degré d :

.2 peut donc identifier l’ensemble des courbes planes
de degré d (non nécessairement réduites) à l’espace projectif 1P =H° (]p2 , Ùp2 (d) )
avec N = d(d 2 + 3) , On note U d,g le sous-ensemble formé des courbes

(réduites) de degré d et genre géométrique g , V d,g le sous-ensemble de Ud,g
formé des courbes irréductibles, U^’S le sous-ensemble de formé des cour-

bes nodales ayant 6 = (d ’ 1) 2 (d - 2) - g points doubles et l’intersection de

avec Vd . . Ce sont des sous-variétés localement fermées de ~ . .

2. DESCRIPTION DES VARIETES DE COURBES NODALES PLAIVES

2.1. Nous allons rappeler la description des variétés et donnée par

Severi dans l’Anhang F de son livre [S].

THEOREME 2.1 severi> ,- S.~ 0  S  d (d - ~~ : ,
1) e~~ non 

2) ;toute composante irréductible de est lisse de 

d(d+3) -b = 3d+g-1 ;
3) si ô’  ô , on a . Plus précisément , pour toute courbe- C ap-

partenant à poun tout choix de ô’ doubles de C pointA M-

une. branche analytique locale lisse connexe W de Ud,03B4’ au

voisinage de C , dont le germe en C que pour tout arc analy-

x (D B {0}) ~Ud,03B4’ et Co = C , les ô’

points doubles de Ct, ‘t t ---i E {0} , se spécialisent sur £eô ô’ de 6 1

4) avec notations de 3), le complémentaire dans C de l’ensemble des

points assignés a l composantes connexes si et seulement si les courbes appar-

à W ~ Ud,03B4’ awt exactement l composantes irréductibles.

COROLLAIRE 2 . 2 . - Si 0 ~ 03B4 ~ ( d - 1) z (d - 2) 2, Vd,03B4’ (et Vd,g) est non vide.

Démonstration du Soit C une courbe réunion de d droites en posi-

tion générale. La courbe C a d(d2 1) points doubles. Comme

d (d 2 -1) - (d - 1) = (d -1) (d - 2) 2, pour 0 ~ k ~ (d - 1) 2 (d - 2) 2, on peut assigner



k points doubles de C n’appartenant pas à une droite de C fixée. D’après la

partie 4) du théorème, on obtient ainsi une courbe nodale irréductible avec exac-

tement k points doubles.

du théorème. - Nous esquissons seulement la démonstration et renvoyons
le lecteur à [S] ] et à [A-M], [NI], [P], [Tl], [Z2] ] pour des démonstrations plus
détaillées.

1) est une conséquence de 3) (car d droites en position générale 

points doubles).

2) Soit C une courbe nodale appartenant à ud,5. L’espace tangent de Zariski
à en C s’identifie à un sous-espace vectoriel de H°(C,~ C (d)) et un cal-

cul facile en coordonnées locales montre que cet espace vectoriel est égal à

H° (-P) ) . . D’après 1.2 . 2, sa dimension est 3d + g -1 ; ceci en tout point C

de Ud’s , ce qui prouve que est lisse de dimension 3d+g-l ( Ud’S
est réduit par définition).

3) La démonstration est similaire à celle de 2) : si on choisit 6 ’ points

doubles, ils imposent des conditions indépendantes d’après 1.2.2.

4) On se ramène à démontrer le résultat pour l = 0 . Pour traiter ce cas, on

remarque que si une courbe nodale C appartenant à Ud,5 dont ô’ points dou-

bles sont assignés s’écrit C = Ci U C2 avec Ci et C2 deux courbes sans com-

posantes irréductibles communes, de degré respectivement di et d2 et possédant

respectivement 51 et ô2 points doubles dont ÔJj et ô~ sont assignés, on a :

i désignant le nombre de points de Ci fl C2 qui ne sont pas assignés.

3. ESTIMATIONS DE DIMENSIONS

3.1. Dans cette partie, nous allons montrer que toute composante irréductible de

Ud contient comme ouvert dense une composante irréductible de Ud’S
(d -1) 2 (d - 2) g) ) et donner des estimations sur la dimension des variétés de

courbes spéciales qui seront utilisées en 6.

3.2. Une minoration

Soit C une courbe propre et lisse de genre g . On note Picd(C) l’ensem-

ble des classes d’équivalence linéaire de fibrés de rang 1 et de degré d sur

C , et Gd (C) - ~ (L,V) ! L E Picd(C) , V c HO (C,L) dim V = r + 1 ~ . (On suppose d

et r positifs ou nuls). Dans le livre [A-C-G-H], on trouvera une étude détaillée
et approfondie de Gd(C) . Il est possible de munir  (C) d’une structure de

variété algébrique et on a l’estimation suivante de la dimension de Gd(C) :
PROPOSITION 3.2.1 ([A-C-G-H], p. 187).- Si Gd(C) non toute composante
irréductible de de dimension au p = (r + 1) (d - r) - r g .



Nous renvoyons le lecteur à cit. pour la démonstration. Notons cependant
que l’on déduit la proposition de l’estimation standard de la dimension des varié-
tés déterminantielles associées à un morphisme de fibres. Pour (L,V) dans 

le choix d’une base de V permet de définir un morphisme non dégénéré cp : C 

On déduit donc de 3.2.1 que toute composante irréductible de la variété paramétrant
les couples (C,cp) , où C est une courbe propre et lisse de genre g et cp un

morphisme non dégénéré C -->gr , est de dimension au moins
(r + 1) d + ( 3 - r) (g -1 ) . ° On a donc, pour r = 2 , le résul-

tat suivant :

COROLLAIRE 3.2.2.- Toutcô composantes irréductibles de U. d,g de 

au moins 3d + g -1 .

3.3. Déformations locales de singularités de courbes planes
Soit f(x,y) un polynôme de On suppose que f(0,0) = 0 et que

l’origine est un point singulier isolé de la courbe C définie par f = 0 .

Quitte à changer de coordonnées, on peut supposer que C ne contient pas la droi-

te x = 0 .

On dit que le polynôme F(x,y,t) de induit une déformation à 6

constant (resp. équisingulière) de C à l’origine si F(x,y,0) = f et si, pour
t petit, la somme des invariants 6 des singularités de F(x,y,t) = 0 qui se

spécialisent sur l’origine est égal à la valeur de l’invariant ô de C à l’ori-

gine (resp. si, au voisinage de l’origine, le discriminant déduit de la projection
de F(x,y,t) =0 sur le plan des (x,t) est lisse). Toute déformation équi-

singulière est à ô constant [Te]).

D’après Wahl [W2], Eo = {g E / g = déformation équi-

singulière de C à l’origine} est un idéal de . Eo contient l’idéal Jo

engendré par f , ~f ~y (qui correspond aux déformations analytiquement trivia-

les ) . On note C’ un petit représentant du germe de C à l’origine et C o la fibre de C

à l’origine.
On a le résultat suivant, dont la démonstration nous a été communiquée par

B. Teissier :

PROPOSITION 3.3.1.- So . F(x,y,t) = f(x,y) + tk fk(x,y) + tk+1 cp(x,y,t) ~
équation d’ une déformation locale À : X ~ I de la courbe plane C’ . dé-

formation est à ô constant, on a fk E Co .

D’après [Te], l’ hypothèse implique que le morphisme À o n , où n

est la normalisation X --i X de X, a pour fibre au-dessus de 0 E CC la nor-

malisation X(0) de la fibre X(0) = C’ et que le conducteur CX de 0 dans 0g
est plat au-dessus de la base de la déformation et a pour fibre, au-dessus de

l’origine, le conducteur . Comme ~~ = k + t lj(x,y,t)) appar-

tient à C x (par l’interprétation classique de C x comme idéal d’adjonction),



on obtient le résultat.

On va en déduire le résultat suivant, démontré par 0. Zariski dans [Z3] : :

THÉORÈME 3.3.2 [Z3].- a) Eo c Co .

b) Eo = Co si et seulement si 0 est un double ordinaire de C.

a) est une conséquence de 3. 3.1, car toute déformation équisingu-
lière est à ô constant.

b) Dans la base de la déformation semi-universelle locale de C’ dont on identi-

fie l’espace tangent à l’origine avec ~~2, 0/ Io , on considère E (resp. A ) la
sous-variété correspondant aux déformations équisingulières (resp. à ô constant).
E est lisse à l’origine d’espace tangent d’après [W2], et A contient E.

Si Eo = Co , alors d’après 3.3.1 le cône tangent réduit à A en l’origine est

égal à °/j . Ceci entraîne donc que E = A , ce qui n’est possible que si
60 = 1 , car si bo > 1 , d’après [Te] , on a toujours une déformation à 6

constant sur une courbe à ôo points doubles, qui n’est pas équisingulière puisque
le point singulier se sépare. Par ailleurs, les seules singularités isolées de
courbes planes avec 6 = 1 sont le point cuspidal (analytiquement équivalent à

x2 - y3 = 0 ) et le point double ordinaire. On en déduit le résultat, car la défor-
mation d’un point cuspidal sur un point double ordinaire est à 6 constant et

n’est pas équisingulière.

Remarque 3.3.3.- La démonstration de [Z3] utilise une récurrence sur le nombre d’é-
clatements ponctuels nécessaires pour résoudre C à croisements normaux.

Remarque 3.3.4.- On peut déduire de 3.3.1 et 7.2.2 que le cône tangent réduit à
l’origine de A s’identifie à ([D-H] Th. 4.15). La proposition 3.3.1 est
aussi démontrée dans [D-H].

3.4. Toute composante irréductible de Ud,g a pour élément général une courbe
nodale

On va déduire de 3.2 et 3.3 le résultat suivant, dû à Arbarello et Cornalba
[A-C 1] et Zariski [Z3] :

THÉORÈME 3.4.- a) Si W est une. irréductible de U d,g , alors
dim W ~ 3d+g- 1 . , 

b) Toute composante irréductible de. Ud ut de dimension 3d+ g -1 e;t admet

pouA général une courbe nodale ayant exactement (d -1) 2 (d - 2) - g 
doubles ordinaires.

a) Soit C une courbe générale appartenant à W . Soit E le

faisceau inversible sur C qui coincide avec 0 C aux points lisses de C et a

pour fibre l’idéal E P en un point singulier p de C . L’espace tangent à W



en C s’identifie à un sous-espace vectoriel de H° (C , E) . Rappelons
que, d’après l’indépendance des conditions d’adjonction (1.2.2), on a

h1 (C,~C(d) ~ C) = 0 et donc C) = 3d+g- 1 . on en

déduit l’inégalité demandée. Quand dim W = 3d + g - 1 , on a nécessairement E = C

et donc C est nodale d’après 3.3.2. b) est alors conséquence de a) et 3.2.2.

3.5. Quelques estimations utiles

Soit L une droite de ]P2, a ,... m m points distincts de L ,

Z = {a1,..., m} . On note W L,Z,k c Ud ~g la variété des courbes C dans Ud ,g
telles que C fl L est de la forme Z U Z’ avec Z’ de cardinal au plus k .

J. Harris obtient le résultat suivant, en raisonnant sur une modification

de ]P2 et en utilisant une généralisation du Théorème 3.4 à des systèmes linéai-

res sur des surfaces pour lesquelles nous renvoyons à [Hl], [N2] : :

PROPOSITION 3.5.1 [H2].- SÀ m+k ~ d, eht non v,¿de et toute composante
irréductible de est de 2d + g - 1 + k et a pouA élément 

une courbe, nodale lisse en ses points d’intersection avec. L.

Nous utiliserons la variante suivante, que l’on en déduit sans difficulté :

PROPOSITION 3.5.2 [H2].- Soit n : C ~ B une de courbes de genre géomé-

g paramétrées pM une base B irréductible, Ti : C ~ P2 un morphisme.
On note C une. gén.éJc.ai.e de n et on suppose que. n constante

aucune composante connexe de C et que le degILé de ta restriction de ~*(0P2 ( 1) )

à C ut d . On suppose de que. (L) n C contient au k 

qui ne sont paa dans ~-1 (Z). On note W .ea. sous-variété réduite de IPN
ciée aux courbes Cb = ~ (n ’ (b) ) , , b E B . Alors dim W _ 2d + g -1 + k 

y a restriction de n à C birationnelle sur son image qui est

une courbe en chacun de points d’intersection au ec L.

4. RÉDUCTIONS DU PROBLÈME

4.1. ° Pour démDntrer l’irréductibilité de V., ’ il suffit de démontrer que toute
composante irréductible de V. contient dans son adhérence une courbe nodale

de genre géométrique g’  g (c’est-à-dire ayant ô’ > 6 points doubles). Plus

précisément :

PROPOSITION 4.1.- de Se.ve.JÚ

(*) Vd,g est irréductible pour d >_ 1 , g >_ 0 , a ~ ( d -1 ) 2 (d - 2 )
e6t- conséquence de chacune des assertions suivantes :

1) de toute composante irréductible de V ,
(d-1) (d- 2) ; ’ 

Vd,g contient Vd,0 ,
pour tous les d,g ~ 1 uérifiant 2



2) L’adhérence de toute composante irréductible de une courbe

nodale de genre géométrique g’  g, poo/L tous les d,g > 1 

2 ’
3) Pour toute composante irréductible 03A9 de , il existe une composante

irréductible de 03A9 B 03A9 de codimension 1 dans Q 1 pour tous les d,g >_ 1 

g  (d - 1) (d - 2) 2.
On va démontrer 3) ~ 2) ~ 1) ~ *) .

1) ~ *) : Remarquons tout d’abord que est irréductible, car image d’un

ouvert de la variété des triplets de polynômes homogènes sur 

Pour montrer l’implication, il suffit donc, d’après 2.1 3), de véfifier que
si E est une courbe appartenant à ~~ (d 1) (d-2) /2 la monodromie de

v~’ ~"~~ (d-2)/2 agit transitivement sur les ô-uplets de points doubles de E ,

(d-1) 2 (d- 2) ,
Pour cela, on remarque que E s’obtient comme projection générale d’une cour-

be rationnelle normale C de B . Les points doubles de E sont exactement les

images par la projection des points d’intersection du centre de la projection (un

plan de dimension d - 3 ) avec la variété des cordes de C (une variété de di-

mension 3 ). Il suffit alors d’appliquer le résultat suivant :

THÉORÈME DE LA POSITION GÉNÉRALE.- Soft une vaJtié.té irréductible réduite

de r et de degré d > 1 , U l’ ouvert de la grassmannienne G (r) des

plans de codimension r de IPn qul intersectent X e.n. des points lisses et

Ho un élément de U, l’image de ni (U,Ho) dans le

groupe des automorphismes de x Il Ho le groupe symétrique Sd.
Démonstration (d’après [A-C-G-H], p. 111-112).- Il est suffisant de démontrer que

l’image de ni (U,Ho) agit 2-transitivement et contient une transposition. Re-

marquons que X = ~p2 ~H) ~ X x X x G(r) / p~ ~p2 E H n X , p2 ~ se projette
sur X x x B ~ ( A étant la diagonale), et que le morphisme X --~ X x x B A
est une fibration de fibre une grassmannienne. X est donc irréductible, ce qui

prouve que l’ouvert X n X x x x U est connexe, d’où la 2-transitivité de

l’image de . Soit i un pinceau général de plans de codimension r ,

et Hto un plan qui n’est pas transverse à X . Hto rencontre X en d -1 points lisses

de X, a un oontact quadratique ordinaire avec X en un de ces points et est

transverse à X aux autres. Quand t tourne autour de to en étant proche
de to , les deux points de X n Ht qui se spécialisent sur le point de contact

s’échangent, ce qui prouve que l’image de Tt1 (U,Ho) contient une transposition.

2) ~ 1) : Soit Q une composante irréductible de V. et C une courbe

nodale de genre géométrique g’  g qui appartient à Q. D’après 2.1 3), il
existe une composante irréductible de Ud ’ , qui est contenue dans Q. Par ré-

currence, on en déduit (en décomposant un élément général de Ud ’ , en composantes



irréductibles) que Q contient Ud 1-d (qui est irréductible : c’est l’adhérence
de l ’espace des d-uplets de droites en position générale) . Comme on
peut lissifier d’abord d -1 points d’une courbe appartenant à Ud,d(d-1)/2 puis
g autres, Q contient une composante irréductible de Vd,0 , d’après 3.1 3), et
donc Vd,O car ce dernier est irréductible. 

’

3) ~ 2) : Si Q est une composante irréductible de Vd et Z une composante
irréductible de dimension 3d + g - 2 de Q B Q , on déduit de 3 . 4, tout d’abord qu’un
point général de Z est une courbe réduite, puis que c’est une courbe nodale de genre
géométrique g - 1 .

5. UTILISATION DE M
g

5.1. actification de M 
g 

par les courbes stables

Soit Mg l’espace des modules des courbes lisses complètes et connexes de

genre g . Les points de Mg correspondent aux classes d’isomorphisme de telles
courbes. Une courbe stable de genre g est une courbe connexe de genre arithméti-

que g dont toutes les singularités sont des points doubles ordinaires et dont les

composantes rationnelles lisses contiennent au moins 3 points singuliers. D’après
Knudsen [Kn],il existe une variété projective T dont les points correspondent
aux classes d’isomorphisme de courbes stables de genre g . M s’identifie à un

ouvert - de Zariski de Mg et son complémentaire A = Mg B Mg est de codimension 1

dans Mg (c’est le support d’un diviseur de Cartier). Pour plus de détails, nous

renvoyons le lecteur à [D-M], [Kn], [M] et aux références qui s’y trouvent.

5.2. Une nouvelle réduction

Soit Q une composante irréductible de V.. . Q° = Q fl est un ouvert

de Zariski non vide de Q d’après 3. 4 ( ô = (d -1) 2 (d - 2) - g ) . Les courbes de Qo

admettent une normalisation simultanée, c’est-à-dire un morphisme n : X~--~ 

avec X lisse tel que, pour C dans X° , TI-1 (C) soit la normalisée de C . On

a donc un morphisme (p : 6à° - M qui, à C dans associe la classe de

TI-1 (C) . On note r le graphe de ce morphisme , r c Q x M son adhérence et (pi

(resp. la projection sur Q (resp. M ). Comme A est le support d’un di-

viseur de Cartier, g (A) est de codimension 1 , mais (pi peut avoir des fibres

de dimension strictement positive.
Ainsi regardons l’exemple des quartiques planes lisses : Q = V4,3 . Soit

C c Q le lieu des coniques doubles. La fibre de c~~ au-dessus d’une conique dou-

ble 2C est constituée de l’ensemble des courbes hyperelliptiques de genre 3 qui
ont pour image 2C par un revêtement double ramifié au-dessus de 8 points. On voit

facilement que, 1 au voisinage de C , 1 (pi est l’éclatement de centre C .

On peut également construire des exemples de courbes réduites de Q B Q en

lesquelles la fibre de cp, n’est pas finie.



On a cependant l’énoncé crucial suivant :

PROPOSITION 5.3.- Soit Q une composante irréductible de . Supposons
cu2e caunbe réduite Co Q B Q dont la fibre 03C6-12 (Co) c.on-

un Alors à B 03A9 a une irréductible de codimension 1

dans Q.

Soit (Co,[Xo]) un point isolé de (Co) .

ler cas : [Xo] ] appartient à A = M B M : comme A est le support d’un divi-

seur de Cartier, il existe alors une composante irréductible de ~~(cp2~(~)) qui
est de codimension 1 dans Q .

2ème cas : [Xo] ] appartient à M . On utilise alors la remarque suivante : pour
une famille de courbes munies de pinceaux linéaires, l’ensemble des paramètres pour
lesquels il existe des points de base est vide ou de codimension au plus 1 .

6. FIN DE LA PREUVE

6.1. Construction d’une déformation

Soit Q une composante irréductible de Vd ,g . On va construire des déforma-
tions générales sur des courbes réductibles contenant une droite. Pour cela, on
choisit une courbe nodale C appartenant à Q et L une droite transverse à C .

On appelle les points d’intersection de L avec C , et QD l’ensem-

ble des courbes de Q passant par les p.. D’après 3.5.1, Q est purement de

dimension 2d + g - 1 et chacune de ses composantes irréductibles a pour élément gé-
néral une courbe nodale passant par les pi et transverse à L . Soit Q c: QD
l’ensemble des courbes de 03A9D qui contiennent L. 03A9L est purement de dimension

2d + g - 2 : en effet, toutes les composantes de S?~ sont de dimension ~ 2d + g - 2
car passer par d + 1 points fixés impose d + 1 conditions et S~L ne contient

aucune composante de S~ . On choisit un plan général H de codimension 2d + g - 2
dans T et Co un point d’intersection de £ avec H : on obtient ainsi un

point général d’une composante irréductible de S~ . H et Co étant fixés, on a
une application analytique @ d’un disque D centré en zéro dans Q’ n H véri-

fiant 03C8(0) = Co et pour À E D B {0}, 03C8(03BB) = CÀ appartient à 
Comme les C~ pour À dans D B [0~ sont équisingulières, il existe un mor-

phisme propre n : t X ---~ D B [0 ~ avec X lisse tel que X. := n-’ (À) soit la

normalisée de CÀ et une application n : X ---~ ~2 qui induit le morphisme de
normalisation : " XÀ ---~ C..

D’après le théorème de réduction semi-stable, tel qu’il est énoncé dans
on peut, après éventuellement un changement de base fini, , prolonger

n : X -,--~ D B {0~ en n : X ---~ D , avec X lisse, n propre tels que :

a) 1) se prolonge en un morphisme



b) Xo := (0) est une courbe nodale (réduite) et aucune des composantes ra-

tionnelles lisses de Xo sur laquelle n est constante ne rencontre la réunion

des autres composantes en un seul point.

6.2. Analyse de la déformation

On va démontrer que la famille CÀ vérifie la proposition suivante :

PROPOSITION 6.2.- a) Co réduite : c’est la réunion de .ea, droite L et d’une

courbe nodale C1 de degré d -1 et de genre arithmétique g + 1- k. 

de Ci avec L aux pi est soit vide, transverse. C1 rencon-

tre L en k Pi; ; ri sont des

points lisses de C1 et k >_ 1 .

b) Xo est la réunion de la normalisée Y1 de Ci , d’une cautc6e 

Z a pour image L ct de. k de. courbes

qui les joignent. De plus, les points d’intersection qi de Y1 avec les chaînes

ont pou/L .~mag e r..

Démonstration de la Soit Yo c Xo la réunion des composantes irré-

ductibles de Xo d’image contenue dans L, Yi 1 la réunion des autres composantes
irréductibles de Xo . On note ... 

= Yo n . On note Co = aL + ci avec

Ci = n (Yi) (un des points importants de la démonstration sera de prouver que a = 1 et

que Ci est nodale). On note ri = rr’’(?.) et ri l’adhérence de ri dans X .

On a donc n*L = ~ r. + M avec r1 un diviseur de support exactement Yo .
~*

Lemme 6.2.1.- ri e;t transversalement en des

X~ est lisse et le nombre d’intersection de X~ avec ri est égal
à 1 .



Lemme 6.2.2.- Sod a le nombre de q , appartiennent à une composante
c.onnexe de Yo n eôt non Ci contient au plus fl points
de L distincts des pi .

Remarquons tout d’abord que tout point de Yi dont l’image par ~
appartient à L B {pi est un point de Yo ~ Y1 car ~*L = 03A3 r , + M . Il

nous suffit donc de montrer que toute composante connexe Y de Yo sur laquelle
11 est constante a pour image l’un des p, . Mais sinon, on aurait (en notant (.,.)
la forme d’intersection sur X ) (MI Y, L r7) = 0 et (M|Y,~*L) = 0 (car ~ (Y)
est un point), d’où (M Y,M Y) = 0 car ~*L = 03A3 ri + M et Y est une composante
connexe de Yo . Ceci est impossible car la forme d’intersection sur Xo est néga-
tive et les seuls cycles d’ autointersection nulle sont les multiples de Xo ( [A-W] , [D-M] ).

Lemme 6.2.3.- g+a-(3 .

On remarque que Yo a au plus a+ k - 03B2 composantes connexes, car

r~ est constante (resp. non constante) sur au plus k - a (resp. a ) > composantes
connexes de Yo . On a donc pa (Y~ ) - 1- hO (Yo) + h’ (Yo) ? 1- (a+ k - ~) . . Comme
g = Pa(Xo) = Pa(Yo) +Pa(Y1) + k -1 , on obtient pa (Y ~ )  g+a-P , d’où le résultat
car Pa(Y1) .
Remarque 6.2.4.- Comme toute composante connexe de Yi 1 intersecte Yo , n n’est

constante sur aucune composante connexe de Yi . .

Maintenant que l’on a une majoration sur le genre de Y 1 , on va pouvoir appli-
quer l’estimation de dimensions gardée en réserve depuis 3.5.2. D’après 6.2.2,
6.2.3 et 6.2.4, Ci est l’image de la courbe nodale Yi 1 de genre géométrique

par un morphisme de degré di = d - a qui n’est constant sur aucune

composante connexe de et de plus Ci ne rencontre L B (p.) . qu’en au
plus a points distincts. Comme Ci est général dans une famille de courbes planes
de dimension 2d + g - 2 , on a donc, d’après 3.5.2. (en prenant pour Z l’ensemble

des p, qui appartiennent à C1 ) :

d’où 2d + g - 2  2d + g - a -1 , ce qui donne a = 1 . On a donc g(Yi) = g - p + 1 et

égalité dans (*), ce qui, d’après 3.5.2, nous assure que Ci est une courbe nodale,
que ses points d’intersection avec L sont lisses, qu’elle rencontre
L B {pi }1~i~d en exactement 03B2 points et que . Yi ---+ Ci est birationnelle.

Lemme 6.2.5.- Y1 est lisse et toutes les composantes connexes de Yo sont de

Démonstration.- D’après la démonstration de 6.2.2, on a pa (Y1) ~ g + a - 
a = 1 et g(Yi) = g - a + 1 , on a g(Yi) = et Yi 1 est lisse. On a de même



p (Y ) == P - k et h° (Yo) = 1 + k - (3 , ce qui prouve que toutes les composantes

connexes de Yo sont de genre arithmétique nul.

Lemme 6.2.6.- 03B2 = k et Yo (ou plutôt son gfLaphe dual) Mt un arbre
mé d’ une composante irréductible Z qui a L pour image isomorphe et de k chaî-

ne6 de courbes rationnelles lisses qui joignent Z aux points q1,...,qk de Y1 .

Démonstration.- Comme Ci intersecte L en des points lisses ri qui sont les

images, distinctes, des q. l par r) , chaque composante connexe de Yo sur la-

quelle r) est constante rencontre donc Yi en un unique point. Une telle compo-
sante connexe étant de genre arithmétique nul d’après 6.2.5, c’est donc un arbre

de courbes rationnelles lisses, ce qui est impossible d’après la condition b). On

a donc a = k , ce qui prouve que Yo est connexe. Comme p est nul, la

condition b) impose à Yo de vérifier la conclusion du lemme.

La proposition est une conséquence des lemmes.

6.3. Conclusion

Soit Xo la courbe obtenue en contractant les composantes rationnelles lisses

de Xo qui intersectent les autres composantes irréductibles de Xo en au plus

deux points. On a maintenant la description suivante de Xo :

i) si k = 1 : Xo coïncide avec la normalisée Yi de Ci .

ii) si k = 2 : Xo est la courbe nodale obtenue en identifiant les deux points

qi 1 et q2 de Yi . .

iii) si k ~ 3 : Xo est la courbe nodale ayant pour composantes irréductibles

Yi 1 et Z et les points qi comme points doubles.

Si [Xo] ] est le point de M associé à Xo , d’après cette description, on

voit que (Co, [X° ] ) est un point isolé de la fibre (Co) , ce qui, d’après

5.2 et 4.1, termine la démonstration du théorème de Harris.

(d-1) 2 (d- 2) ’

7. CONSÉQUENCES ET OOMPIjÊMENTS

7.1. Groupe fondamental du complémentaire d’une courbe nodale plane

Le résultat suivant est équivalent à l’irréductibilité de :

THÉORÈME 7.1.1.- Toute caunbe nodale de degné d sur d droites

en générale (autrement d,t..t, l’adhérence de toute composante irréductible
de u d,g can~,e~ ~~d (d -1) /2 ) .

Toute composante irréductible de contient dans son adhéren-

ce une courbe nodale de genre géométrique g’  g , d’où le résultat par récurrence.

En 1929, dans son article [Zl], 0. Zariski déduisait de ce résultat la commu-



tativité du groupe fondamental du complémentaire d’une courbe nodale plane :

TÉORÈME 7.1.2.- Le groupe fondamental du complémentaire d’ urce courbe. nodale plane
e~x 

La démonstration de Zariski procédait ainsi :

a) on montre tout d’abord que si Co est réunion de d droites en position

générale, est abélien ;

b) si C est une courbe nodale plane de degré d , d’après 7.1.1, il existe

une spécialisation de C sur une courbe Co réunion de d droites en position

générale. On a alors un morphisme surjectif de groupes fondamentaux pointés :
ni (~2 B Co) ---~ ni B C) et on applique a).

Une démonstration du théorème 7.1.2, indépendante de l’assertion de Severi,
a été donnée en 1979 par W. Fulton (dans le cadre algébrique) et par P. Deligne

([FI], [D]).

7.2. Géométrie de Ud,g et de son adhérence

7.2.1. de Ud,g
On déduit facilement de l’assertion de Severi la description suivante des

composantes irréductibles de : pour tous les q-uplets non ordonnés de cou-

ples d’entiers positifs ou nuls ((d,,g,)) i i 1i~.q vérifiant :

il existe une unique composante irréductible de dont l’élément général est
une courbe nodale dont les composantes irréductibles Ci , 1  i _ q appar-

tiennent à 

7 . 2 . 2 . de 

a) Points lisses : on a vu que les courbes nodales sont des points lisses de

. Arbarello et Cornalba ont montré dans [A-C 4] ] que les points lisses de

sont exactement les courbes dont toutes les singularités sont des unions de
branches lisses.

b) Points singuliers : tous les points singuliers de ont comme cône tan-

gent réduit un espace vectoriel de dimension 3d + g - 1 : en effet, d’après 3.3.1,
le cône tangent d’ un point C de est contenu dans H° (C, OC (d) ~ C) . . On
déduit d’ailleurs de ceci la remarque 2.3.4 (c~. [D-H~).

7.2.3. La de 

Soit C une courbe plane non nécessairement réduite de degré d . Soit

C = ~ n. C. la décomposition de C en composantes irréductibles.
1~i~s 
On note g. le genre géométrique de Ci et on choisit les indices et r _ s

pour avoir g. 
= 0 si et seulement si i > r . On fixe g _ (d-l)(d-2) ~ ’



En 1928, Albanese a donné une condition nécessaire et suffisante pour que C

appartienne à V., dont A. Nobile a récemment donné une 
démonstration [N4] : :

7.3.4. : C appartient à Vd si et seulement (n.g. -n. +1) . °

A propos de la preuve d’Albanese, Zariski faisait en 1935 le commentaire sui-

vant ([Z2], 2e édition, p. 216) : "the conclusions... cannot be regarded as final

in view of the extreme delicacy of the arguments involved".

7.3. Courbes planes cuspidales
Les courbes planes cuspidales sont les courbes planes réduites n’ayant comme

singularités que des points doubles ordinaires ou cuspidaux (c’est-à-dire analyti-

quement équivalents à x2 - y3 = 0 ). De telles courbes apparaissent comme discri-

minants de projections de surfaces. On peut se demander si certaines propriétés
des familles de courbes planes nodales s’étendent aux courbes cuspidales. La ré-

ponse est généralement négative comme le montrent les exemples qui suivent.

On note (resp. le lieu des courbes planes réduites

(resp. réduites et irréductibles) de degré d ayant exactement ô points doubles

ordinaires et x points cuspidaux.

a) n’est pas nécessairement irréductible : en effet, d’après Zariski

[Z1], la variété V6’°’6 des sextiques irréductibles ayant exactement 6 points

cuspidaux a deux composantes irréductibles A et B de dimension 15 ; i A

(resp. B ) est composée des sextiques dont les points cuspidaux appartiennent

(resp. n’appartiennent pas) à une même conique. Le groupe fondamental du complé-

mentaire des courbes appartenant à A (resp. B ) est le produit libre

~ / 2Z; * ~ / 32; 
b) Des composantes irréductibles de peuvent ne pas avoir la bonne dimen-

sion d(d + 3) 2 - 03C3 - 2n , d’après l’exemple suivant dû à B. Segre [Se] : les courbes
de définies par une équation (f2k)3 + (f3k)2 = 0 avec f2k (resp.

f3k ) ) homogènes de degré 2k (resp. 3k ) forment une variété irréductible de

dimension strictement supérieure à la bonne dimension, dès que k > 2 . (Pour

k = 1 , on retrouve la variété A de a), qui est aussi la variété des discrimi-

nants des projections générales des surfaces cubiques lisses de ~3 .)

c) La théorie des déformations permet de munir Ud’s et d’une struc-

ture de schéma. est toujours réduit (e6. [Tl]) , ce qui n’est pas nécessai-

rement le cas pour comme l’a montré Wahl dans [Wl] en considérant le dis-

criminant de la projection d’une surface obstruée. En langage classique : il existe

des courbes planes cuspidales dont la série linéaire caractéristique est incomplète.

Nous renvoyons le lecteur à [E], [T2], [Wl], [Z2] ] pour d’autres résultats

sur les courbes planes cuspidales.



7.4. Courbes planes ayant des singularités arbitraires

Deux singularités de courbes planes sont dites équivalentes si elles sont

équisingulières au sens de Zariski. On appelle type et on note [T] une classe

d’équivalence de singularités de courbes planes. On note 

le lieu des courbes planes réduites ayant exactement r points singuliers de types

respectifs [T~],...,[Tr] . .
Dans le cas de points multiples ordinaires (c’est-à-dire équivalents à

0 ), les variétés Ud,[T1],...,[Tr] ont été étudiées par C. Giacinti-

Diebolt dans [G]. Dans [L1], I. Luengo considère le cas des Ti arbitraires et

donne plusieurs exemples pour lesquels la variété ud, 1 ]’ "’’ [Tr] est 

ne (le contraire était donné comme probable par Zariski dans [Z3]). En particulier,
il donne l’exemple de courbes ayant une seule singularité (qui est équivalente à

x2 +y51 = 0 ) > et pour lesquelles la variété correspondante est singulière.
Ces exemples lui permettent de montrer dans [L2 ] qu’il existe des germes d’hyper-
surface à singularité isolée dans T3 dont la strate à y-constant n’est pas lisse.
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