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Séminaire BOURBAKI Février 1987
39&me année, 1986-87, n° 679

DEFORMATIONS DE COURBES PLANES
[d'aprés Severi et Harris]

par Frangois LOESER

Introduction

"a vanicte V'O des cowrbes planes nodales irréductibles de degné d ayant
& points doubles est inndductible.

Cette assertion célébre de Severi a été démontrée par J. Harris en 1985 ([H1]).
La démonstration que donnait Severi dans 1'Anhang F de son livre [S] (1921) était
erronée (1) et des démonstrations n'étaient connues que dans des cas particuliers :

5> -2a+2 (Popp [P], 1966), 6> -Fd+2 (Alibert-Maltsiniotis [A-M],
1974), &2 S - 34+ 3 (Arbarello- Cornalba [A-C 4], 1983). Depuis la démonstra-

tion de Harris, d'autres démonstrations ont &té données : l'une par Z. Ran [R],
1l'autre par J. Harris dans [H2]. Cette derniére, qui est celle que nous exposerons
a4 ce Séminaire, est une simplification par Harris de sa preuve originelle et est
issue de [H1] et d'une preuve non publiée de M. Nori.

Nous cammengons par rappeler la description diie & Severi des variétés Ud’5
de courbes planes nodales de degré d ayant & points doubles. Le résultat fon-
damental concernant les courbes nodales est que & points doubles ordinaires im-
posent & conditions indépendantes aux courbes planes : c'est une conséquence de
1'indépendance des conditions d'adjonction. On en déduit non seulement que toutes
les composantes irréductibles de Ud'6 sont lisses de dimension ﬂ;—:ﬁ -6,
mais aussi que 1'on peut lissifier les & points doubles indépendamment, ce qui
donne une description de _U_‘-i—'—gr au voisinage de Ud’6 pour &' < & (Théoré-
me 2.1).

En utilisant cette description et un argument de monodromie, Severi montrait
que 1'irréductibilité de Vd’{5 est une conséquence de 1'énoncé suivant : toute
courbe plane nodale de degré d admet une spécialisation sur d droites en po-
sition générale. Par récurrence, on se raméne donc d montrer que toute courbe
plane nodale admet une spécialisation sur une courbe nodale ayant davantage de

(1) Pour une analyse de l'erreur de Severi, voir [Z3], p. 210-211 et [N1], p. 376-
377.

S.M.F.
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F. LOESER

points doubles. Nous expliquons ces réductions dans la partie 4. Une des diffi-
cultés du probléme est que l'on ne sait pas construire de telles déformations di-
rectement.

Le résultat démontré par Harris est le suivant : la variété Vd,g des courbes
planes irréductibles et réduites, de degré d et de genre géométrique g , est
irréductible. Cet énoncé est équivalent d celui de Severi parce que toute compo-—
sante irréductible de U 4,9 (la variété des courbes planes réduites de degré d
et de genre géamétrique g ) contient comme ouvert dense une composante irréduc-
tible de Ud'é (avec 6 = (i:—llz(d;z)-g ) d'aprés un résultat d'Arbarello et
Cornalba et de Zariski que nous rappelons dans la 3e partie. Pour démontrer 1'as-
sertion de Severi, il suffit donc de démontrer 1l'énoncé suivant : "si Q est une
composante irréductj.]i)le de Vd,g , 28\ 9 a une composante irréductible de co-
dimension 1 dans Q ", car une telle composante contient toujours une courbe
nodale.

Comme on ne sait pas construire directement de déformations des courbes ap-
partenant & Q sur des points généraux de 2 \ @ , il faut un moyen pour dé-
duire de 1'étude de déformations spéciales, obtenues géométriquement, que 2 \ Q
a une composante de codimension 1 . Pour ce faire, Harris utilise l'espace des
modules de courbes lisses de genre g , Mg et sa compactification M— par les
modules de courbes stables : on a un morphisme ¢ : and' — My quléune
courbe nodale associe le module de sa normalisée. On note I © @ x M 1'adhérence
du graphe de ¢ et ¢4 : T — Q la projection. Le critére de Harr:.s est le
suivant : s'il existe C de Q\ Q dont la fibre <p11 (C) admet un point isolég,
alors Q \ Q contient une composante de codimension 1 . Ceci se déduit essen-
tiellement du fait que M_g \ Mg est de codimension 1 dans _M; .

En 6, on construit effectivement une déformation produisant une telle courbe C .
Plusieurs choix sont possibles. On considére suivant [H2] des déformations générales de
courbes nodales passant par & points fixés d'une droite fixée L (1) sur des courbes C
contenant L. Aprionionne saitméme passi C estréduite. On contrdle la situationen
comptant les paramétres : C dépend de 2d+g -2 paramétres. En utilisant un
résultat analogue & celui d'Arbarello et Cornalba et de Zariski pour des familles spécia-
les de courbes (exposé en 3.5), on arrive & en déduireque C est réduite, d contrdler le
genre géamétrique de C , et & décrire la fibre spéciale de la réduction semi-
stable de la famille des normalisées d'une famille & un paramétre de courbes de
qui se spécialisent sur C . Une fois connue cette fibre spéciale, on voit direc-
tement que C vérifie le critére de Harris, ce qui conclut la démonstration.

Dans la premiére partie, on propose quelques conséquences et compléments :
on expose tout d'abord comment Zariski déduisait de 1'énoncé de Severi la commu-
(1) Dans sa premiére preuve [H1], J. Harris utilisait des familles de courbes ayant un

point de contact d'ordre élevé avec une droite. L'idée de considérer plutdt des courbes

passant par d points fixés d'une droite, ce qui simplifie la démonstration, est diie &
M. Nori.
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(679) DEFORMATIONS DE COURBES PLANES

tativité du groupe fondamental du camplémentaire d'une courbe nodale plane (une
démonstration indépendante de 1'énoncé de Severi a été donnée en 1979 par Fulton
et Deligne). On décrit &galement les espaces U g et leur adhérence. Enfin, on
décrit la situation pour les familles de courbes ayant des singularités cuspidales
ou arbitraires.

Je remercie A. Nobile, C. Sabbah et B. Teissier pour l'aide apportée pendant
la préparation de cet exposé.

1. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

1.0. Une variété algébrique camplexe réduite et non vide est irréductible si le
complémentaire du lieu singulier est connexe.

1.1. Courbes

1.1.1. Pour nous, une courbe sera une courbe algébrique complexe compléte et ré-
duite (sauf mention explicite du contraire).

1.1.2. Si F est un faisceau d'espaces vectoriels camplexes sur un espace topolo-
gique, on note nt (V,F) la dimension de 1l'espace vectoriel camplexe Hi (v,F)

quand celle-ci est finie et X (V,F) = i+§) (-l)j‘hi (V,F) quand la samme est finie.

Si C est une courbe, son genre arithmétique est par définition pa(C) =1 —x(C,OC) .

1.1.3. Si C est une courbe lisse et £ un fibré en droites sur C de degré d,
on a le théoréme de Riemann~Roch : X (L) = d—pa(C) +1 .

1.1.4. Si C est une courbe et m la normalisation C — C de C , le genre
géamétrique de C est par définition g(C) = pa(E) .Si p est un point de C ,
on note &(p) = di.mm(“*aé/oc)p . p est un point lisse de C si et seulement si
S(p) =0 . On pose &(C) = pgcé(p) . Ona pa(C) =g(C) +6(C) .

1.1.5. L'annulateur C du faisceau de modules n*(}é/oc est un faisceau cohérent
d'idéaux sur C appelé le conducteur. Par définition, C est un faisceau d'i-
déaux de OC modules et de n*O-é modules. Il existe donc un diviseur effectif A
sur C tel que C s'identifie a m, (Ox(-4)) .

1.1.6. Un point singulier d'une courbe est un point double ordinaire s'il est ana-
lytiquement équivalent & la singularité xy = 0 (deux droites transverses). Si p
est un point double ordinaire &(p) = 1 . Une courbe est dite nodale si tous ses
points singuliers sont des points doubles ordinaires. Si C est une courbe nodale,
de points singuliers P r--+/P. , ON A C = Oc(-P) ,avec P =P + ...+Pr .

1.2. Courbes planes
1.2.1. Si C est une courbe projective plane de degré d , wy=n* (OC(d— 3)) (=4)

(o]
est un faisceau dualisant sur & . On en déduit la formule de Pliicker
g(C) = El—%‘—d—i)- - 6(C) et 1'égalité de Gorenstein dim, O/, = 8(0) .
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F. LOESER

1.2.2. On en déduit également le résultat important suivant, classiquement connu
comme "1'indépendance des conditions d'adjonction" :

PROPOSITION 1.2.2.- S{ C est une cowrbe projective plane de degrne 4 ,

h1 (C,OC(d) ®C) =0.

Demons trhation.- On a h? (C,OC(d) ®C) =h' (C,m (Oc(d)) (-2)) = ho (C,m* (OC(-3))) ’
car wy est dualisant. Mais n*Oc(—3) n'a de section globale non triviale sur
aucune composante irréductible de C , d'od le résultat.

1.2.3. Soient (x,y,z) des coordonnées hamogénes sur P2 (C) . Toute courbe pla-
ne C de degré d est donnée par une équation homogéne de degré 4 :

1+J+k da(J_,j,k)x yJ z =0 . On peut donc identifier 1'ensenble des courbes planes
de degré d (non nécessairement réduites) a 1l'espace progect:.f P =n°(®p* 0P2 (@))
avec N = d(dz—"'?’) - On note Uy le sous-ensemble de P formé des courbes
(réduites) de degré d et genréggecmetrlque g, Vd ,g le sous—-ensemble de Ud,g
formé des courbes .iéductibles, Ud’5 le sous-ensenble de Uy ,9 formé des cour-
bes nodales ayant & = _(_d_-_l_)f(g-_Z) g points doubles et vd/® 1vintersection de

Ud’6 avec Vd g- Ce sont des sous-variétés localement fermées de ]PN .
’

2. DESCRIPTION DES VARIETES DE COURBES NODALES PLANES

2.1. Nous allons rappeler la description des variétés U et Vd donnée par
Severi dans 1'Anhang F de son livre [S].

THEOREME 2.1 (Severi).- S¢ 0 < &< d 471

1) Ud'(5 est non vide ;

2) toute composante {uiductible de v st Lisse de dimension
4@r3) 5= 3a+g-1;

4,6 ~4d,6" P

3) 34 8'<&,0ma U c U’ . Plus précisément, pour toute courbe C ap-
partenant a 3r® , pour tout choix de &' points doubles de C (£es points as-
54gnds), il existe une branche analytique Locale Lisse connexe W de @—'BT au
voisinage de C , dont Le germe en C  est unique, telle que pour tout arc analy-

4,68'
tique complexe : {?: :‘g vérnigiant A (D\ {0}) €U et Co=C, Les &'
points doubles de Cor tE D\ {0} , se spécialisent sunles &' points assignés de & ;

4) avec Les notations de 3), Le complementaire dans C de L'ensemble des
points assignés a L composantes connexes &4 et seulement a4 Les cournbes appar-
1
tenant @ W N ¥ ut exactement & composantes {veductibles.

COROLIAIRE 2.2.- S4 0 <6 < (d—_—l—)iu— , vd’6 (et donc vd g
’

Démonstration du conollaire.- Soit C une courbe réunion de d droites en posi-

tion générale. La courbe C a a@d-1 points doubles. Comme
d(d-1) _(@d-1)@d-2) (d-1)(d-2)
—3 - @-b = 32

) est non vide.

, pour 0 <k < , on peut assigner
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(679) DEFORMATIONS DE COURBES PLANES

k points doubles de C n'appartenant pas d une droite de C fixée. D'aprés la
partie 4) du théoréme, on obtient ainsi une courbe nodale irréductible avec exac-
tement k points doubles.

Démonstrhation du théoreme.- Nous esquissons seulement la démonstration et renvoyons
le lecteur & [S] et & [A-M], [N1], [P], [T1], [22] pour des démonstrations plus
détaillées.

1) est une conséquence de 3) (car d droites en position générale ont &dzﬂ
points doubles) .

2) Soit C une courbe nodale appartenant a Ud’{5 . L'espace tangent de Zariski
El Ud"S en C s'identifie 3 un sous-espace vectoriel de H° (C,Oc(d)) et un cal-
cul facile en coordonnées locales montre que cet espace vectoriel est égal &
H(C,0c(d) (-P)) . D'aprés 1.2.2, sa dimension est 3d+g-1 ; ceci en tout point C
de udsd , ce qui prouve que Ud’6 est lisse de dimension 3d+g-1 ( Ud’6
est réduit par définition).

3) La démonstration est similaire & celle de 2) : si on choisit &' points
doubles, ils imposent des conditions indépendantes d'aprés 1.2.2.

4) On se raméne a démontrer le résultat pour £ = 0 . Pour traiter ce cas, on
remarque que si une courbe nodale C appartenant a Ud’6 dont &' points dou-
bles sont assignés s'écrit C=C, UC, avec C, et C, deux courbes sans com-
posantes irréductibles communes, de degré respectivement d, et da et possédant
respectivement &, et &, points doubles dont &) et &) sont assignés, on a :

aim v®' = aim v3178% 4 qim 3202 4 5

i désignant le nambre de points de C; N C, qui ne sont pas assignés.

3. ESTIMATIONS DE DIMENSIONS

3.1. Dans cette partie, nous allons montrer que toute composante irréductible de
U g contient comme cuvert dense une camposante irréductible de Ud’ 6

’ - -
(6 = —(-d———l-)zﬁ—&- g) et donner des estimations sur la dimension des variétés de

courbes spéciales qui seront utilisées en 6.

3.2. Une minoration

Soit C une courbe propre et lisse de genre g . On note Picd(c) 1'ensem-
ble des classes d'équivalence linéaire de fibrés de rang 1 et de degré d sur
C,et G5O = (@) |L€ PO , VER(C,L) dimV = r+1} . (On suppose A
et r positifs ou nuls). Dans le livre [A-C-G-H], on trouvera une étude détaillée
et approfondie de Gg(C) . Il est possible de munir Gg(c) d'une structure de
variété algébrique et on a 1l'estimation suivante de la dimension de Gg(c) :

PROPOSITION 3.2.1 ([A-C-G-H], p. 187) .- S& Gg(C) est non vide, toute composante
Lueductible de Gg(C) est de dimension au moins p = (r+1)(d-r)-rg.
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Nous renvoyons le lecteur & £oc. cif. pour la démonstration. Notons cependant
que 1'on déduit la proposition de 1l'estimation standard de la dimension des varié-
tés déterminantielles associées 3 un morphisme de fibrés. Pour (L,V) dans Gg(c) ’
le choix d'une base de V permet de définir un morphisme non dégénéré ¢ : C —P .
On déduit donc de 3.2.1 que toute composante irréductible de la variété paramétrant
les couples (C,p) ,00 C est une courbe propre et lisse de genre g et @ un
morphisme non dégénéré C — P , est de dimension au moins
3g-3+dim PGLH_1+p = (r+1)d+ (3-xr)(g-1) . On a donc, pour r = 2 , le résul-
tat suivant :

COROLLAIRE 3.2.2.- Toutes fLes composantes {ruéductibles de Uq g sont de dimen-
’
sdion au moins 3d+g-1 .

3.3. Déformations locales de singularités de courbes planes

Soit f(x,y) un polyndme de €[x,y] . On suppose que £(0,0) =0 et que
l'origine est un point singulier isolé de la courbe C définie par £ =10 .
Quitte a changer de coordonnées, on peut supposer que C ne contient pas la droi-
te x=0.

On dit que le polynéme F(x,y,t) de &[x,y,t] induit une déformation & &
constant (resp. équisinguliére) de C & l'origine si F(x,y,0) = £ et si, pour
t petit, la same des invariants & des singularités de F(x,y,t) =0 qui se
spécialisent sur 1l'origine est égal & la valeur de l'invariant & de C & l'ori-
gine (resp. si, au voisinage de l'origine, le discriminant déduit de la projection
de F(x,y,t) =0 sur le plan des (x,t) est lisse). Toute déformation équi-
singuliére est & & constant (c4. [Tel).

D'aprés Wahl [W2], Eo = {g € CIx,y]l/g = (%)tzo , F déformation équi-
singuliére de C & l'origine} est un idéal de O(EZ,O . Eo contient 1'idéal Jo
engendré par f , %f{- ’ % (qui correspond aux déformations analytiquement trivia-
les).Onnote C' unpetitreprésentantdugermede C &al'origineet Co lafibrede C
a 1l'origine.

On a le résultat suivant, dont la démonstration nous a été communiquée par
B. Teissier :

PROPOSITION 3.3.1.- Soit F(x,y,t) = £(x,y) + £ £ Gy + € oy, we
Squation d'une déformation Locale A : X — T de La courbe plane C' .Si La dé-

formation est a & constant, on a fk € Co .«

Demonstration.- D'aprés [Te], l'hypothése implique que le morphisme A , T, o T
est la normalisation X — X de X , a pour fibre au-dessus de 0 € € la nor-
malisation X(0) de la fibre X(0) = C' et que le conducteur CX de OX dans 0>—(
est plat au~dessus de la base de la déformation et a pour fibre, au-dessus de
1'origine, le conducteur COCOC,O . Comme -g% =k tk_l(fk + t U(x,y,t)) appar-

tient a CX (par 1'interprétation classique de CX came idéal d'adjonction),
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on obtient le résultat.
On va en déduire le résultat suivant, démontré par O. Zariski dans [Z3] :

THEOREME 3.3.2 [23].- a) Eo < Co .
b) Eo = Co 44 et sewlement 84 0 est un point double orndinaire de C .

Demonstration.- a) est une conséquence de 3.3.1, car toute déformation &quisingu-
liére est & 6 constant.

b) Dans la base de la déformation semi-universelle locale de C' dont on identi-
fie 1'espace tangent & 1'origine avec Oﬂlz,O/Io , on considére E (resp. A ) la
sous-variété correspondant aux déformations équisingulidres (resp. & & constant).
E est lisse i 1'origine d'espace tangent Eo/ j, d'aprés [W2], et A contient E.
Si Eo = Co , alors d'aprés 3.3.1 le cone tangent ré&duit & A en l'origine est
égal a EO/JO . Ceci entraine donc que E = A , ce qui n'est possible que si
8 =1, car si 6 >1, d'aprés [Tel, on a toujours une déformation 3 &
constant sur une courbe & &o points doubles, qui n'est pas équisinguliére puisque
le point singulier se sépare. Par ailleurs, les seules singularités isolées de
courbes planes avec 6 = 1 sont le point cuspidal (analytiquement équivalent &
x2-y3 =0 ) et le point double ordinaire. On en déduit le résultat, car la défor-
mation d'un point cuspidal sur un point double ordinaire est & & constant et
n'est pas équisinguliére.

Remarque 3.3.3.- La démonstration de [Z3] utilise une récurrence sur le nombre d'é-

clatements ponctuels nécessaires pour résoudre C & croisements normaux.

Remarque 3.3.4.- On peut déduire de 3.3.1 et 7.2.2 que le cne tangent réduit a
l'origine de A s'identifie & C°/J° ([D-H] Th. 4.15). La proposition 3.3.1 est
aussi démontrée dans [D-H].

3.4. Toute camposante irréductible de U 4,9 a pour élément général une courbe
nodale
On va déduire de 3.2 et 3.3 le résultat suivant, dd 3 Arbarello et Cornalba
[A-C 1] et Zariski [23] :

THEOREME 3.4.- a) S{ W st une sous-vaniéts néduite inndductible de Ug,q + MO
dim W < 3d+g-1.

b) Toute composante .uéductible d\e Ug g est de dimension 3d+g-1 et admet
pour 2Lement général une cowrbe nodale aya;ut exactement —(g——%q——ﬁ—g points

doubles ondinairnes.

Démonstrhation.- a) Soit C une courbe générale appartenant & W . Soit E 1le
faisceau inversible sur C qui coincide avec OC aux points lisses de C et a
pour fibre 1'idéal Ep en un point singulier p de C . L'espace tangent 3 W
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en C s'identifie & un sous-espace vectoriel de HO(C, OC (d) ® E) . Rappelons
que, d'aprés 1'indépendance des conditions d'adjonction (1.2.2), on a

h? (C,Oc(d) ®C) =0 et donc h°(C,OC(d) ®C) =3d+g-1.Come Ec<C, onen
déduit 1'inégalité demandée. Quand dim W = 3d+g-1 , on a nécessairement E = C
et donc C est nodale d'aprés 3.3.2. b) est alors conséquence de a) et 3.2.2.

3.5. Quelques estimations utiles

Soit L wune droite de P2 , 0'1""’°‘m m points distincts de L ,
Z = [0.1,...,am} . On note wL,Z,k c Ud,g la variété des courbes C dans Ud,g
telles que CNL est de la forme Z U Z' avec Z' de cardinal au plus k .
J. Harris obtient le résultat suivant, en raisonnant sur une modification
de P2 et en utilisant une généralisation du Théoréme 3.4 & des systémes linéai-

res sur des surfaces pour lesquelles nous renvoyons a [H1], [N2] :

PROPOSITION 3.5.1 [H2].- S{ m+k <d, Wook est non vide et toute composante
“r
fueductible de Wogy et de dimension 2d+g-1+k et a pour efément général
r<r

une courbe nodale Lisse en ses points d'intersection avec L .
Nous utiliserons la variante suivante, que 1l'on en déduit sans difficulté :

PROPOSITION 3.5.2 [H2].- Soit m : C — B une famille de courbes de genre géome-
tuique g paramétrées par une base B iundductible, m : C —>P2 un morphisme.
On note C une §ibre générale de T et on suppose que T n'est constante surn
aucune composante connexe de C et que Le deghé de La restrnictionde n* (OPZ(l))
a C est d. On suppose de plus que m-1(L) N C contient au plus k points
qui ne sont pas dans n~1(2) . On note W ALa sous-variété réduite de P asso-
clée aux couwrbes S = nm ') , bEB . Ao dimW<2d+g-1+k et s'ik

y a Ggalite, La restriction de m a C est birationnelle sur son image qui et
ure counbe nodale Lisse en chacun de ses points d'intersection avec L .

4. REDUCTIONS DU PROBLEME

4.1. Pour démontrer l'irréductibilité de Vd g’ il suffit de démontrer que toute
’
camposante irréductible de V a,9 contient dans son adhérence une courbe nodale
’
de genre géométrique g' < g (c'est-a-dire ayant &' > & points doubles). Plus

précisément :
PROPOSITION 4.1.- L'assention de Severni
a< (a- l)z(d—Z)

(*) V3 g est irréductible pour d =1, g
’

v

(U

est conséquence de chacune des assertions sudlvanted :
1) {'adhérence de toute composante irnréductible de V 4

contient V
- - . ’ ’
pouwr tous Les d,g = 1 veriflant g < (@ 1)2(d 2 ;

4,0 ’
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2) L'adhénence de toute composante iréductible de Vd g contient une courbe

14
nodale de genre géométrique g' < g , pour tous Les d,g= 1 vérifiant
g =< d-1)(@=-2)
- 2

1

3) Pour toute composante Luéductible Q de V3 g’ L existe une composante
- G
fueductible de Q \ Q de codimension 1 dans Q , pour tous Les d,g =1 virni-

fiant g<4z10d=2)

Démonsthation.- On va démontrer 3) =>2) =>1) =>+#*).
1) =>*) : Remarquons tout d'abord que -Vd_,o— est irréductible, car image d'un
ouvert de la variété des triplets de polynSmes hamogénes sur P7 .

Pour montrer 1l'implication, il suffit donc, d'aprés 2.1 3), de véfifier que
si E est une courbe appartenant 3 v (&1 @272 5 ronodromie de
v (@D (d2)/2 it transitivement sur les 6-uplets de points doubles de E ,
pour 0 <6 < -(i-——l)i(i:—z—)- .

Pour cela, on remarque que E s'obtient comme projection générale d'une cour-
be rationnelle normale C de ]Pd . Les points doubles de E sont exactement les
images par la projection des points d'intersection du centre de la projection (un
plan de dimension d-3 ) avec la variété des cordes de C (une variété de di-
mension 3 ). Il suffit alors d'appliquer le résultat suivant :

THEOREME DE IA POSITION GENERALE.- Soit X €PP une vaniété ividductible ndduite
de dimension r et de degné d> 1, U L'ouvert de La grassmamienne G(r) des
plans de codimension r de P qui intersectent X en des points Lisses et
trhansversalement, Ho un élément de U , alors L'image de 14 (U,Ho) dans Le
groupe des automorphismes de X N Ho est Le groupe symétrique S g
Demonstration (d'aprés [A-C-G-H], p. 111-112) .- Il est suffisant de démontrer que
l'image de m4(U,Ho) agit 2-transitivement et contient une transposition. Re-
marquons que X = {(p1,pz2,H) € X x X x G(r) /p1,pz € HN X, p1 # p2} se projette
sur X x X\ A ( A étant la diagonale), et que le morphisme X — X x X \ A
est une fibration de fibre une grassmannienne, X est donc irréductible, ce qui
prouve que l'ouvert XNXxXxU est connexe, d'oll la 2-transitivité de
1'image de m4(U,Ho) . Soit Ht,tE]P‘ un pinceau général de plans de codimension r ,
et H  unplanquin'estpas transversed X . H

to tO
de X , a un contact quadratique ordinaire avec X en un de ces points et est

rencontre X en d-1 points lisses

transverse & X aux autres. Quand t tourne autour de to en étant proche

de to , les deux points de X N H,_ qui se spécialisent sur le point de contact

t
s'échangent, ce qui prouve que l'image de m,(U,Ho) contient une transposition.

2) = 1) : Soit Q une composante irréductible de Vd g
’

nodale de genre géométrique g' < g qui appartient & € . D'aprds 2.1 3), il

et C une courbe

existe une composante irréductible de U a,9" qui est contenue dans & . Par ré-
4
currence, on en déduit (en décamposant un élément général de U

3,q" en camposantes
’

195



F. LOESER

irréductibles) que Q contient Ug 1-d (qui est irréductible : c'est 1'adhérence
| ’

de Ud’ d(@-1)/2 s l'espace des d-uplets de droites en position générale). Comme on

peut lissifier d'abord d-1 points d'une courbe appartenant & Ud’d(d-l)/2

g autres, Q ocontient une camposante irréductible de 3,0 ! d'aprés 3.1 3), et
donc V 3,0 carce dernier est irréductible.
’

3) =>2) : Si Q est une composante irréductible de Vd g et Z une composante

- 14
irréductible de dimension 3d+g-2 de Q \ Q , on déduit de 3.4, tout d'abord qu'un
point général de Z est une courbe réduite, puis que c'est une courbe nodale de genre

géamétrique g-1 .
5. UTILISATION DE TA;

5.1. Compactification de Mg par les courbes stables

Soit Mg l'espace des modules des courbes lisses complétes et connexes de
genre g . Les points de Mg correspondent aux classes d'isamorphisme de telles
courbes. Une courbe stable de genre g est une courbe connexe de genre arithméti-
que g dont toutes les singularités sont des points doubles ordinaires et dont les
composantes rationnelles lisses contiennent au moins 3 points singuliers. D'aprés

Knudsen [Kn], il existe une variété projective BE dont les points correspondent
aux classes d'isamorphisme de courbes stables de genre g . Mg s'identifie & un
ouvert_de Zariski de Mg et son camplémentaire A = Mg \ Mg est de codimension 1
dans Mg (c'est le support d'un diviseur de Cartier). Pour plus de détails, nous
renvoyons le lecteur & [D-M], [Knl], [M] et aux références qui s'y trouvent.

5.2. Une nouvelle réduction

Soit @ une camposante irréductible de Vd g-* R =Qn Vd’5 est un ouvert

'
de Zariski non vide de Q d'aprés 3.4 ( &6 = ig:—l—)é—(-d—-——z)——g ). Les courbes de Q°
admettent une normalisation simultanée, c'est-a-dire un morphisme m : X —> Q° ,
avec X lisse tel que, pour C dans X°, 7 '(C) soit la normalisée de C . On
a donc un morphisme o : Q°——>Mg qui, & C dans Q° , associe la classe de
m=1(C) . On note I' le graphe de ce morphisme , I'c Q x Mg son adhérence et @4
(resp. ®2 ) la projection sur & (resp. ﬂ; ). Come A est le support d'un di-
viseur de Cartier, ¢;'(A) est de codimension 1 , mais o, peut avoir des fibres
de dimension strictement positive.

Ainsi regardons l'exemple des quartiques planes lisses : Q =V,,; . Soit
C < Q 1le lieu des coniques doubles. La fibre de ¢, au-dessus d'une conique dou-
ble 2C est constituée de 1l'ensemble des courbes hyperelliptiques de genre 3 qui
ont pour image 2C par un revétement double ramifié au-dessus de 8 points. On voit
facilement que, au voisinage de C , @q est l'éclatement de centre C .

On peut également construire des exemples de courbes réduites de Q \ Q en
lesquelles la fibre de @. n'est pas finie.
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On a cependant 1'énoncé crucial suivant :

PROPOSITION 5.3.~ Soit Q une composante {unéductible de Vq g* Supposons qu' il
existe une courbe rnéduite Co appartenant @ @\ Q dont La fibre «3'(Co) con-
tient un point is0L8. ALors Q\ Q a une composante irnnéductible de codimension 1
dans Q.

Démonstration.- Soit (Co,[Xo]) un point isolé de @, '(Co) .

ler cas : [Xo] appartient 3 A = H; \ Mg : comme A est le support d'un divi-
seur de Cartier, il existe alors une camposante irréductible de o, (s (4)) qui
est de codimension 1 dans @ .

2&me cas : [Xo] appartient 3 Mg . On utilise alors la remarque suivante : pour
une famille de courbes munies de pinceaux linéaires, l'ensemble des paramé@tres pour
lesquels il existe des points de base est vide ou de codimension au plus 1 .

6. FIN DE LA PREUVE

6.1. Construction d'une déformation
Soit f une composante irréductible de V . On va construire des déforma-

4
tions générales sur des courbes réductibles contenant une droite. Pour cela, on
choisit une courbe nodale C appartenant & Q et L une droite transverse & C .
On appelle Pyre-esPg les points d'intersection de L avec C , et QD 1'ensem-

ble des courbes de Q passant par les p; - D'aprés 3.5.1, Q_ est purement de

dimension 2d+g-1 et chacune de ses camposantes irréductiblgs a pour élément gé-
néral une courbe nodale passant par les Py et transverse & L . Soit QL < Q_D
1'ensemble des courbes de QD qui contiennent L . QL est purement de dimension
2d+g-2 : en effet, toutes les composantes de QL sont de dimension 2> 2d+g-2
car passer par d+1 points fixés impose d+1 conditions et QL ne contient
aucune I<\:Iomposar1te de QD . On choisit un plan général H de codimension 2d+g-2
dans P

point général d'une camposante irréductible de QL . H et Co étant fixés, on a

et Co un point d'intersection de QL avec H : on obtient ainsi un

une application analytique ¢ d'un disque D centré en zéro dans STD NH véri-
fiant Y(0) =Co et pour A €D\ {0}, YQ) = C, appartient a Q -

Comme les CA
phisme propre m : X —> D\ {0} avec X lisse tel que X)‘ s=m~1(A) soit la
normalisée de G,
normalisation : XA —C, .

D'aprés le théoréme de réduction semi-stable, tel qu'il est énoncé dans

[K~Kn-M-S], on peut, aprés éventuellement un changement de base fini, prolonger

pour A dans D\ {0} sont équisingulidéres, il existe un mor-

et une application n : X — P2 qui induit le morphisme de

m:X—D\ {0} en T :X—sD, avec X lisse, T propre tels que :
a) n se prolonge en un morphisme

T_]:)_(-‘—*Pz;
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b) X, := n-1(0) est une courbe nodale (réduite) et aucune des composantes ra-

tionnelles lisses de Xo sur laquelle n est constante ne rencontre la réunion
des autres composantes en un seul point.

6.2. Analyse de la déformation

On va démontrer que la famille CA vérifie la proposition suivante :

PROPOSITION 6.2.- a) Co est #@duite : c'est La réunion de La droite L et d'une
courbe nodale Cq de deghz d-1 et de genre anithmétique g+1-k . L'intersec-
tion de Cq avec L aux points P; est 504t vide, s0it trhansverse. Cq hrencon-
the L en k points Lireee sk distinets des p; Les points r, sont des

k
/‘\}/ Cq
L

points Lisses de Cq et k= 1 .
p, \B/r

1 P, 2 x Pgq

b) Xo est La néunion de La nonmalisée Y, de Cq , d'une courbe rationnelle
Lisse 2 qui a pour image L et de k chaines de courbes rationnelles Lisses
qui Les foignent. De plus, Les points d'intersection q; de Y, avec Les chaines
ont pouwr Amage Les r .

Y, Z

A

Démonstration de La proposition.- Soit Yo © Xo la réunion des composantes irré-
ductibles de Xo d'image contenue dans L , Y, la réunion des autres composantes
irréductibles de Xo . On note {ql,...,qk} =Yoo NYq .Onnote Co =aL+C; avec
Cq1 = n(Y4) (undes points importants de la démonstration serade prouver que a. = 1 et
que Cq est nodale). On note l"i = n“’(pi) et F;_ 1'adhérence de I‘i dans X .
Onadonc M*L= 2 T.+M avec M un diviseur de support exactement Yo .
i<i<d 1

Lemme 6.2.1.— F; et Xo 4'intersectent thansversalement en des points Lisses.
Démonstration.- X est lisse et le nombre d'intersection de X

,, ~avec I"i est égal
a 1.
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Lemme 6.2.2.- Soit B Le nombre de points qj qui appartiennent a une composante
connexe de Yo sun Laquelle n est non constante : Cq, contient au plus B points
de L distinets des p; -

Demonstration.- Remarquons tout d'abord que tout point de Y, dont 1'image par n
. 5 ; T™L= X T.
appartient & L \ {pi}lsisd est un point de Yo N ¥4 car n*L 1<5<a I‘i+M . I1
nous suffit donc de montrer que toute composante connexe Y de Yo sur laquelle
n est constante a pour image l'un des p; - Mais sinon, on aurait (en notant (.,.)
"4 i X > ) = n* = n
la forme d'intersection sur X ) (M!Y'lsj.sd Fi)z 0 _et (MIY,n L) =0 (car n(Y)
i 'ou = n*L =
est un point), d'oa (MIY,MlY) 0 car #H*L I<i<d 1"i+M et Y est une composante
connexe de Yo . Ceci est impossible car la forme d'intersection sur X, est néga-

tive et les seuls cycles d'autointersection nulle sont lesmultiples de Xo ([A-W], [D-M]).
Lemme 6.2.3.- g(Y4) < g+a-B .

Demonstration.- On remarque que Yo a au plus a+k-B camposantes connexes, car
n est constante (resp. non constante) sur au plus k-B (resp. a ) composantes
conmnexes de Yo . On a donc pa(Y‘) = 1-h°(Yo) +h7(Yo) 2 1~ (a+k=B) . Comme

g =p,(X) = p, (Yo) +p, (Y1) +k-1, on obtient p (Y1) < g+a-B , d'od le résultat
car g(Y4) < p, (Y .

Remarque 6.2.4.- Camme toute composante connexe de Y4 intersecte Yo , N n'est
constante sur aucune camposante connexe de Yq .

Maintenant que 1'on a une majoration sur le genre de Y1 , on va pouvoir appli-
quer l'estimation de dimensions gardée en réserve depuis 3.5.2. D'aprés 6.2.2,
6.2.3 et 6.2.4, C, est l'image de la courbe nodale Y, de genre géamétrique
g1 < gta-pB par un morphisme de degré ds = d-a qui n'est constant sur aucune
composante connexe de Y4 , et de plus C1 ne rencontre L \ {pi} 1<i<d qu'en au
plus B points distincts. Camme C4 est général dans une famille de courbes planes
de dimension 2d+g-2 , on a donc, d'aprés 3.5.2. (en prenant pour 2 1'ensenmble

.

des ps1 qui appartiennent 3 C, ) :
(*) 2d+g—2$2d1+g1+B—1,

d'oi 2d+g-2<2d+g-a-1, ce qui doltne a =1 . On a donc g(¥4) =g-B+1 et
égalité dans (x), ce qui, d'aprés 3.5.2, nous assure que Cyq est une courbe nodale,
que ses points d'intersection avec L sont lisses, qu'elle rencontre

L\ {pi}ls:isd en exactement B points et que ﬁlY1 : ¥y — C, est birationnelle.
Lemme 6.2.5.- Y, st Lisse et foutes Les composantes comnexes de Yo sont de
genre arithmétique nul.

Démonstration.- D'aprés la démonstration de 6.2.2, on a pa(Y1) < g+a-B . Came
a=1 et g(¥4) =g-B+1,ona g(Yy) = pa(Y1) et Y, est lisse. On a de méme
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p,(Y)) =B-k et h°(Y,) = 1+k-PB , ce qui prouve que toutes les composantes
connexes de Yo sont de genre arithmétique nul.

Lemme 6.2.6.- B =k et Yo (ou plutit son graphe dual) est un arbre connexe gon-
mé d'une composante Luéductible Z qui a L pour {mage L{somorphe et de k chai-
nes de courbes nationnefles Lisses qui jodgnent 2Z aux points AyreeerQ de Y, .

Démonstration.- Camme C, intersecte L en des points lisses r qui sont les
images, distinctes, des qi par n , chaque composante connexe de Yo sur la-
quelle n est constante rencontre donc Y; en un unique point. Une telle campo-
sante connexe étant de genre arithmétique nul d'aprés 6.2.5, c'est donc un arbre
de courbes rationnelles lisses, ce qui est impossible d'aprés la condition b). On
adonc B =k , ce qui prouve que Yo est connexe. Comme pa(Yo) est nul, la
condition b) impose & Yo de vérifier la conclusion du lemme.

La proposition est une conséquence des lemmes.

6.3. Conclusion

Soit Xo la courbe obtenue en contractant les composantes rationnelles lisses
de Xo qui intersectent les autres composantes irréductibles de Xo en au plus
deux points. On a maintenant la description suivante de Xo :

i) si k=1: X coincide avec la normalisée Y4 de Ci .

ii) si k=2 : X est la courbe nodale obtenue en identifiant les deux points
gs et gz de Y, .

iii) si k2 3 : Xo est la courbe nodale ayant pour camposantes irréductibles
Y, et Z et les points q, come points doubles.

Si [Xo] est le point de Mg associé & Xo , d'aprés cette description, on
voit que (Co,[X0]) est un point isolé de la fibre ©;'(Co) , ce qui, d'aprés
5.2 et 4.1, termine la démonstration du théoréme de Harris.

THEOREME.- V

_ ) ) d-1) (d-2
49 est {fuéductible, poun 421,920, gs @-1nia-2) )2( L.
!

7. CONSEQUENCES ET COMPLEMENTS

7.1. Groupe fondamental du complémentaire d'une courbe nodale plane

Le résultat suivant est équivalent & 1'irréductibilité de V a,g °
r

THEOREME 7.1.1.- Toute courbe nodale de deghé d se spécialise sun d droites
en position générale |autrement dit, £'adhérence de toute composante Lugductible

de U contient rdd-1/2 ).
d,g

Demonsthation.- Toute composante irréductible de \Z g contient dans son adhéren-
’
ce une courbe nodale de genre géamétrique g' < g , d'ol le résultat par récurrence.

En 1929, dans son article [Z1], 0. Zariski déduisait de ce résultat la commu-
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tativité du groupe fondamental du complémentaire d'une courbe nodale plane :

THEOREME 7.1.2.- Le groupe fondamental du complémentaire d'une cowrtbe nodale plane
est abelien.

La démonstration de Zariski procédait ainsi :

a) on montre tout d'abord que si Co est réunion de d droites en position
générale, Tm¢(P2\Co) est abélien ;

b) si C est une courbe nodale plane de degré d , d'aprés 7.1.1, il existe
une spécialisation de C sur une courbe Co réunion de d droites en position
générale. On a alors un morphisme surjectif de groupes fondamentaux pointés :

3 (P2\Co) — 14 (P2\C) et on applique a).
Une démonstration du théoréme 7.1.2, indépendante de l'assertion de Severi,
a été donnée en 1979 par W. Fulton (dans le cadre algébrique) et par P. Deligne

(fF1], [DD).
7.2. Géamétrie de Ud g et de son adhérence
’
7.2.1. Composantes {rreductibles de Us g
’
On déduit facilement de 1l'assertion de Severi la description suivante des

composantes irréductibles de U : pour tous les g-uplets non ordonnés de cou-

d,9
ples d'entiers positifs ou nuls ((d vérifiant :
q

(di - 1) (@4 - 2)
(ST i=ldi g—i=lgi+(1-q) 21,

195)) 1<i<q

™MiQ -

il existe une unique camposante irréductible de U g dont 1'élément général est
’
une courbe nodale dont les composantes irréductibles C» 1<is<q appar-
tiennent a Vd .
1091
7.2.2. Singularnités de Uy g
’
a) Points lisses : on a vu que les courbes nodales sont des points lisses de

Ud g° Arbarello et Cornalba ont montré dans [A-C 4] que les points lisses de

14

Uq g sont exactement les courbes dont toutes les singularités sont des unions de
’

branches lisses.

b) Points singuliers : tous les points singuliers de Ud,g ont comme cbne tan-
gent réduit un espace vectoriel de dimension 3d+g-1 : en effet, d'aprds 3.3.1,
le cdne tangent d'un point C de Ud,g est contenu dans H° (C,Oc(d) ®C) .On
déduit d'ailleurs de ceci la remarque 2.3.4 (c4. [D-H]).

7.2.3. La frontiene de Vv
8 ¢ V4,9

Soit C une courbe plane non nécessairement réduite de degré d . Soit

C = l<§< n; C; la décomposition de C en camposantes irréductibles.
<i<s
On note 9 le genre géométrique de Ci et on choisit les indices et r < s

pour avoir gi=0 si et seulement si i > r . On fixe gsﬁ-—_—l—)—z-(d—_-zl.
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En 1928, Albanese a donné une condition nécessaire et suffisante pour que C

appartienne a Vd g dont A. Nobile a récemment donné une démonstration [N4] :
’
—_ r
7.3.4. : i a i i -
3 C appartient a Vd,g si et seulement si g 2 izl (nigi n, + 1) .
A propos de la preuve d'Albanese, Zariski faisait en 1935 le cammentaire sui-
vant ([22], 2e &dition, p. 216) : "the conclusions ... cannot be regarded as final

in view of the extreme delicacy of the arguments involved".

7.3. Courbes planes cuspidales

Les courbes planes cuspidales sont les courbes planes réduites n'ayant comme
singularités que des points doubles ordinaires ou cuspidaux (c'est-3-dire analyti-
quement équivalents & x2-y3 = 0 ). De telles courbes apparaissent camme discri-
minants de projections de surfaces. On peut se demander si certaines propriétés
des familles de courbes planes nodales s'étendent aux courbes cuspidales. la ré-
ponse est généralement négative comme le montrent les exemples qui suivent.

On note Ud'é’u (resp. Vd,&,n ) cP' 1le lieu des courbes planes réduites
(resp. réduites et irréductibles) de degré d ayant exactement & points doubles
ordinaires et % points cuspidaux.

a) oM nrest pas nécessairement irréductible : en effet, d'aprés Zariski
[21], la variété V®/°’® des sextiques irréductibles ayant exactement 6 points
cuspidaux a deux camposantes irréductibles A et B de dimension 15 ; A
(resp. B ) est camposée des sextiques dont les points cuspidaux appartiennent
(resp. n'appartiennent pas) & une méme conique. Le groupe fondamental du complé-
mentaire des courbes appartenant & A (resp. B ) est le produit libre
z/zz * z/3z (resp. Z/GZ ).

b) Des composantes irréductibles de Vd’ Ern peuvent ne pas avoir la bonne dimen-
sion &;—3—)—-6—214. , d'aprés l'exemple suivant dd d B. Segre [Se] : les courbes

6k,0,6k2 3 2
de V 2k) + (f3k) =0 avec f2k (resp.

f3k ) homogénes de degré 2k (resp. 3k ) forment une variété irréductible de
dimension strictement supérieure 3 la bonne dimension, dé&s que k > 2 . (Pour
k =1 , on retrouve la variété A de a), qui est aussi la variété des discrimi-
nants des projections générales des surfaces cubiques lisses de P2 .)

c) La théorie des déformations permet de munir 20 et g% gtune struc-
ture de schéma. Ud'6 est toujours réduit (cg4. [T1]), ce qui n'est pas nécessai-
rement le cas pour 8" me 1'a montré Wahl dans [W1] en considérant le dis-

criminant de la projection d'une surface obstruée. En langage classique : il existe

définies par une équation (f

des courbes planes cuspidales dont la série linaire caractéristique est incompléte.

Nous renvoyons le lecteur & [E], [T2], [Wl], [Z2] pour d'autres résultats
sur les courbes planes cuspidales.
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7.4. Courbes planes ayant des singularités arbitraires

Deux singularités de courbes planes sont dites équivalentes si elles sont
&quisingulires au sens de Zariski. On appelle type et on note [T] une classe
d'équivalence de singularités de courbes planes. On note o (T dseens [Tr] o N
le lieu des courbes planes réduites ayant exactement r points singuliers de types
respectifs [T1]""’[Tr] .

Dans le cas de points multiples ordinaires (c'est-a-dire équivalents a
E+y® =0, les varistes vX[Talr--r[Trl ot sts studises par C. Giacinti-
Diebolt dans [G]. Dans [L1], I. Luengo considére le cas des Tj arbitraires et
donne plusieurs exemples pour lesquels la variété Ud’[T1]' «+er[Tr] est sdingulie-
ne (le contraire était donné camme probable par Zariski dans [Z3]). En particulier,
il donne l'exemple de courbes ayant une seule singularité (qui est équivalente a
x2+y5' =0 ) et pour lesquelles la variété o (] correspondante est singuliére.
Ces exemples lui permettent de montrer dans [L2] qu'il existe des germes d'hyper-
surface 3 singularité isolée dans (€3 dont la strate & wu~constant n'est pas lisse.
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