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DISQUES DE SIEGEL ET ANNEAUX DE HERMAN

par Adrien DOUADY

151

Séminaire BOURBAKI

39ème année, 1986-87, n° 677

Février 1987

Des avancées dans l’analyse (Herman, Yoccoz) et des constructions géométriques

(Ghys, Shishikura, Yoccoz) - essentiellement une chirurgie possible grâce au théo-

rème d’intégrabilité des structures presque complexes - ont pends récemment une

meilleure compréhension des disques de Siegel, des anneaux de Heman et des rela-

tions entre eux. Cependant, beaucoup de questions restent ouvertes.

Nous tentons de faire le point, en mettant l’accent sur les aspects géanétri-

ques. Les démonstrations indiquées le sont forcément de façon succincte. Nous re-

mercions J.-C. Yoccoz pour son aide pendant la préparation de cet exposé.

1. POINTS PÉRIODIQUES ET COMPOSANTES 

1.1. Points périodiques linéarisables

Soit f une fraction rationnelle, considérée carme application de la sphère
de Riemann 0153 = CI: U M dans elle-même. Le degné d de f est le nombre de

points de f (y) pour y ~ (E , comptés avec multiplicité ; i c’est aussi

sup (deg P , deg Q) si f = P / Q (fraction irréductible).

Nous noterons fn la n-ième itérée de f . On dit que z est un pé-
riodique pour f s’il existe un n > 0 tel que fn (x) = x ; le plus petit n

ayant cette propriété est la k de x , et l’ensemble où

x. 
= f1 (x) est le cycle de x . Le (ou valeur propre) d’un cycle

E = {xo,...,xk-1} est p = .go f’ (xi) - (fk) ’ (x, ) (définition à modifier si

oo ~ 03BE ) . Un cycle E de multiplicateur p est dit (resp. 
resp. resp. si p’  1 (resp. ~ p) > 1 , ~ p~ - 1 ,
p = 0 ). Un cycle est superattractif si et seulement si il contient un point cri-

tique. Un point périodique est dit attractif, etc. si son cycle est attractif,
etc.

Soit x un point périodique de période k et de multiplicateur p . On dit

que f est linéarisable en x, ou que x est linéarisable, si fk est holomor-

phiquement conjuguée au voisinage de x à z ~ pz . Tout point périodique at-

tractif non superattractif, ou répulsif, est linéarisable. Si x est un point
S. M. F.
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périodique indifférent, p se met sous la forme e2~’~t , on dit que x est indif-

férent rationnel ou parabolique si t indifférent irrationnel sinon. Un point
parabolique n’est jamais linéarisable, sauf si f est de degré 1 : en effet, si
t = p / q , on devrait avoir fkq = Id . D’après un théorème de Siegel (1942), si
test i. e. s’il existe un f3 (exposant) tel que

f est linéarisable en x .

Notons Dioph l’ensemble des nombres diophantiens d’exposant ~ . , On a

Dioph c Dioph pour ~ _ ~’ ; ; l’ensemble Dioph2 est de mesure nulle, mais

fl Dioph a un complémentaire de mesure nulle. Le complémentaire de

Dioph = U Dioph est gras au sens de Baire, i.e. contient un G03B4 dense (bien que
de mesure nulle). En notant (qn) la suite des dénominateurs des réduites du dé-

veloppement de t en fraction continue (suite qui tend vers ~ au moins exponen-

tiellement), t est diophantien si et seulement si

Brjuno a montré (1965) qu’on pouvait remplacer dans ce théorème l’hypothèse
(Dioph) par l’hypothèse plus faible

où les qn sont les dénominateurs des réduites successives du développement de t

en fraction continue.

Cremer a montré (1935) qu’il existait des fractions rationnelles ayant des

points périodiques indifférents irrationnels non linéarisables. En fait, on peut
montrer assez facilement que, si ( f t) tE [ 0 , 1] j est une famille continue de frac-

tions rationnelles de degré d ~ 2 , telle que ft ait un point périodique xt
(dépendant continuement de t ), de multiplicateur e2int, l’ensemble des valeurs
de t pour lesquelles ft n’est pas linéarisable en xt est gras au sens de

Baire.

On dit que x est un point périodique s’il existe 0 tel que f‘(x)
soit périodique.

1.2. Domaines de linéarisation

Soit x un point périodique de f , notons k sa période et p le multi-

plicateur. Supposons d’abord x attractif, i.e. ~p~ 1  1 . Les points z tels

que i:(z) -~ x quand n forment un ouvert B 
x 

appelé le de x .

Le immédiat X de x estla composante connexe de B x contenant x . Le

bassin (resp. bassin immédiat) d’un cycle attractif est la réunion des bassins

(resp. bassins immédiats) de ses points. Fatou et Julia ont montré indépendamment
(1917) que si d ~ 2 , le bassin immédiat d’un cycle attractif contient nécessai-



rement un point critique de f .

Ce résultat n’est pas difficile. En fait, avec les notations ci-dessus, on

voit que A x contient un point critique de f. Si x est attractif non super-

attractif, il existe une application holomorphe surjective tp : X --.. CI: telle que

= p (p(z) pour z E Cette application est unique à multiplication

par une constante non nulle près ; i si x = 0 , on peut obtenir (p tangent à l’iden-

tité en posant cp(z) = Il existe un plus grand ouvert a contenant

x tel que cp induise un isomorphisme de cet ouvert sur un disque. Nous dirons

que est le domaine de linéarisation de f en x (ou de x pour f ) . L’ou-

vert A est relativement compact dans A ; i son bord ~0394x est IR-analytique,
sauf aux points critiques de qu’il contient - et il en contient au moins 1 -

où il a des points anguleux.

Supposons maintenant x répulsif, i.e. 1 . Il existe alors une appli-
cation (E-analytique non constante 03C8 :  ~ C telle que 03C8(0) = x et

~(pz) = fk(~(z) ) . Cette application est unique à composition à droite près par
une homothétie, et si x = 0 , on peut obtenir @ tangent à l’identité en posant

~ ( z) = lim f~ Z . Nous appellerons domaine de linéarisation de x l’ image A

du plus grand disque sur lequel @ est injective.

Supposons enfin x indifférent irrationnel linéarisable. Il existe alors un

plus grand ouvert A invariant par f~ et sur lequel f~ soit conjugué à la

rotation z !2014~ pz sur un disque. Le domaine de linéarisation A prend alors

le nom de disque de 

1.3. Bassins paraboliques
Soit x un point périodique parabolique de f , de période k et de multi-

plicateur p = Dans une coordonnée centrée en x , l’expression de f"
est de la forne

Dans le plan tangent l’ensemble des z tels que a~~ (resp. 3R+ )

définit q demi-droites appelées axes d’attraction (resp. de répulsion). Pour

chaque axe d’attraction l , les z ~ C tels que tende vers x suivant

la direction de l forment un ouvert Bi ’ et il y a une composante connexe An
de Bi qui contient, pour chaque z E B~ , les pour n assez grand.
On dit que Al est un des qv bassins paraboliques attachés à x (on a en effet

x E Â~ ) . L’image de Al par f est un bassin parabolique attaché à f(x) , et
= A~, , où i’ = T x fk (.~) = p.~ , d’où f~ = Les kqv bassins para-

boliques attachés au de x se répartissent en v cycles
de kq bassins paraboliques, et chacun de ces cycles contient au moins un point

critique.



1.4. Complémentaire de l’ensemble de Julia

Pour tout compact K tel que flo (K) soit contenu, pour un certain no ,

dans le bassin d’un point périodique attractif, ou dans un bassin parabolique ou
dans un disque de Siegel, les f? forment, quand n varie, une famille équi-
continue . On appelle de Julia de f l’ensemble J (f) des z tels que

les fnV ne forment une famille équicontinue pour aucun voisinage V de z .

L’ensemble J(f) est C entier ou un fermé d’intérieur vide. On a dès

que f est de degré d ~ 2 . Fatou et Julia ont montré indépendamment que J (f)
est l’adhérence de l’ensemble des points périodiques répulsifs. Si tous les points
critiques de f sont prépériodiques non périodiques, on a J(f) = (E . Il y a
beaucoup d’autres f ayant cette propriété, comme le montre le résultat suivant :

THÉORÈME (Mary Rees (1983) ) .- Soit (f03BB)03BB~ une analytique de fractions
;teUe que f. tous ses points critiques prépériodiques non pé-

riodiques. On suppose la famille (f03BB) transverse à chacune des sous-variétés

décrite par une du conditions de prépériodicité satis faite pan f03BBo . Alors Xo

est un de densité de f n, E A J A .

La démonstration est fort technique. Nous ne l’évoquerons pas ici.
Si U est une composante oonnexe J(f) , f(U) en est aussi une et

f induit une application propre de U sur f(U) . On définit ainsi une applica-
tion f* de 03C0o (C - J (f) ) (ensemble des composantes connexes) dans lui-même.

Sullivan a montré (1981) que toute composante connexe de E - J(f) est prépério-
dique. Une composante périodique de période k appartient à l’un des types sui-

vants :

(A) Bassin attractif, bassin immédiat d’un point périodique attractif. (Nous

incluons dans ce type les bassins superattractifs.)
(P) 

(S) Disque de 

(H) Anneau de HeAman : ouvert A de (E tel qu’il existe, pour un certain R ,

un isomorphisme de A sur {z 1 1  z  R} conjuguant fkA à une rotation irra-

tionnelle.

1.5. Existence d’anneaux de Herman

Une de finie est une fraction rationnelle de la forme

où ~ ( = 1 et ~a. ~ ~ 1 . On suppose 1 / ai pour tout couple (i,j) ,
faute de quoi l’expression ci-dessus se simplifie. On peut admettre ai = ce , le
terme correspondant est 1 / z . Les fractions de Blaschke finies sont les fractions

rationnelles telles que ( = 1) . Pour f de la



forme (Bl) , f induit une application S1 ---~ S1 de degré do - di , où do

(resp. di ) est le nombre d’indices i tels que  1 (resp. > 1 )

(alors que d = do + di ).

Soit d = 2s + 1 , avec s ~ 1 , voisins de 0 et 

voisins de 00 i alors f induit un difféomorphisme de S1 sur Fixons

les ai de façon qu’il en soit ainsi, et prenons À = e 2int ; quand t varie,

le nombre de rotation a de f dépend de façon continue croissante de t , et

fait un tour quand t augnente de 1 : la correspondance t i2014*- a induit donc

une application surjective de dans On voit facilement que,

si i est IR-analytiquement conjugué à la rotation â d’angle a (on prend
le tour comme unité !), l’application f a un anneau de Herman qui est un voisi-

nage de S1 . Or Herman a montré (1975) que si a est diophantien d’exposant 2 ,

est analytiquement conjugué à â . . Herman avait, en fait, une hypothèse
plus générale, mais par la suite Yoccoz a démontré le résultat pour tout a dio-

phantien (1982) (en simplifiant d’ailleurs la démonstration de Herman).
Herman a également montré qu’il est possible d’avoir des anneaux périodiques

de période arbitraire.

2. LES INÉGALITÉS DE SHISHIKURA

2.1. Les nombres en jeu
Soit f une fraction rationnelle de degré d ~ 2 . Les points périodiques

forment des de points, les santes périodiques J (f) des cycles
de On pose

na 
= nombre de cycles de points attractifs
= nombre de cycles de bassins attractifs.

n 
P 

= nombre de cycles de points paraboliques.

nP 
= nombre de cycles de bassins paraboliques (on a n , c~. 1.3).

nirr 
= nombre de cycles de points indifférents irrationnels.

n~ 
= nombre de cycles d’anneaux de Herman.

On a nirr 
= 

nS + ncr, où nS est le nombre de cycles de disques de Siegel et ncr
le nombre de cycles de points indifférents irrationnels non linéarisables.

Au besoin, on écrira na(f) , etc.
Un jeune Japonais, Mitsuhiro Shishikura, démontre (1986) les inégalités sui-

vantes :

THÉORÈME.- On a

Il montre également que ces inégalités sont optimales au sens suivant :



étant donnés quatre nombres nirr et nH vérifiant (1) et (2) , il
existe une fraction rationnelle f de degré d vérifiant n (f) = n , etc.

Dans cet exposé, nous indiquerons seulement la démonstration de la première
inégalité.

2.2. Contexte

La première inégalité du théorème de Shishikura a une longue histoire. Du
fait que tout cycle de bassins attractifs ou paraboliques contient au moins un

point critique, Fatou et Julia ont déduit

(en effet, 2d - 2 est le nombre de points critiques, comptés avec multiplicité).
Fatou a amélioré cette inégalité par perturbation : Soit (fÀ) une famille de

fractions rationnelles telle que fo = f , et que f03BB ne possède génériquement
aucun cycle indifférent. Pour r fixé petit, chaque cycle indifférent de f peut
devenir dans f~ pour À = re2iTIt attractif ou répulsif (ou rester indifférent) :
la proportion des t pour lesquels il devient attractif tend vers 2 quand
r ---~ 0 . Par suite, on peut trouver un A tel que au moins la moitié des cycles
indifférents de f deviennent attractifs. On en déduit pour f :

En raffinant, on obtient

D’autre part, Sullivan a obtenu (1981)

en "comptant les modules".

Si A est un bassin attractif non superattractif, considérons sur A le

feuilletage ~A par les lignes de niveau de Icpl , est défini comme en

(1.2). Si A est un anneau de Herman, notons ~A le feuilletage par les parallè-
les de A identifié à un cylindre. Dans les deux cas, notons uA la forme de

Beltrami d~ / d~ sur A , où [ est une coordonnée telle que Ré(~) soit cons-

tante sur les feuilles de . Si A = (A.) est un cycle de bassins attractifs

non superattractifs ou d’anneaux de Herman, il existe une forme de Beltrami u,
sur C invariante par f , nulle et induisant n i 

sur A..
Notons n* le nombre de cycles attractifs non superattractifs, posons N = n*+n
et D = {z | |z| 1  1} . Pour À E D , notons 03BB la forme de Beltrami E X, A ,
soit C- un homéomorphisme quasi-conforme de C tel que / 30.. = ~ et po-

sons f. = ~~ o f o ~~ . . Si on a fait les choix convenablement, (fÀ,) est une

famille analytique de fractions rationnelles, avec fo = f . Les f~ sont deux à

deux non homographiquement conjuguées, ou du moins les classes de conjugaison



homographiques sont finies : l’effet de UA est de changer le multiplicateur du

cycle attractif de A si A .est un bassin attractif, de changer le module du

cylindre (ou de faire tourner un bord par rapport à l’autre) dans le cas des an-

neaux de Herman. Mais une fraction rationnelle de degré d définie à conjugaison

homographique près dépend de 2d + 1 - 3 = 2d - 2 paramètres. Par suite,
N = n: + 2d - 2 . Mais on peut déformer f de façon à rendre les cycles

superattractifs seulement sans la changer en dehors des bassins correspondants

(c.6. Sém. Bourbaki, exp. 599, Nov. 82, démonstration du th. 4). Il en résulte que

°

Il n’est pas absurde de conjecturer que, pour tout disque de Siegel ou anneau

de Herman ayant un nombre de rotation diophantien d’exposant 2 , chaque composan-
te connexe du bord (il y en a une pour un disque de Siegel, deux pour un anneau

de Herman) est une courbe de Jordan contenant un point critique - donc est l’adhé-

rence de l’orbite dudit point critique. En admettant cette conjecture, on obtien-

drait

Dioph2 + 2nH Dioph2 ~ 2d - 2 . °
La deuxième inégalité de Shishikura entraîne en particulier qu’il ne peut y

avoir d’anneau de Hennan qu’en degré ~ 3 , une question qui était ouverte jusque
là.

2.3. L’inégalité sans les anneaux de Herman

Commençons par un résultat intermédiaire. Pour un polynôme, notons na le

nombre de cycles attractifs à distance finie, soit n’ = n - 1 .
PROPOSITION 1.- a) Pout un polynôme de degré d >_ 2, on a na + p + nirr  d -1 .

b) Pout une fraction rationnelle de degré d > 2, on a na + n p +  2d- 2 .

Indication de la démonstration.- a) Le résultat était connu [DH3 ] , il découle de
la notion même d’application à allure polynomiale. Comme chaque bassin attractif
ou parabolique contient au moins un point critique, on a na + p _ d - 1 . Il
n’est pas évident que l’on peut perturber un polynôme f , sans changer son degré,
de façon à rendre les points indifférents irrationnels attractifs et à conserver
le nombre des bassins paraboliques. Mais cela est facile dans le cadre des appli-
cations à allure polynomiale : soit f : U’ ---~ U une application à allure poly-
nomiale de degré d , et choisissons un polynôme h (de degré élevé) tel que :

(i) h s’annule aux points périodiques non répulsifs de f ; i

(ii) Re (h’ (x) / f’ (x) )  0 si x est un point périodique indifférent irra-

tionnel ; i

(iii) si x est un point parabolique, h s’annule en x à un ordre suffisant

pour que le nombre de pétales de la fleur de Fatou en x soit le même pour f + eh

et pour f .



Soit Ui l’ouvert U légèrement rétréci. Pour e assez petit, f + eh in-

duit une application à allure plynaniale f : U’ --~ U , vérifiant
na(f) + n (f) . On a donc

na(f) + n. (f) + np(f) _ na(fE) + p(fs) _ d - 1 .
b) Soit f une fraction rationnelle telle que nirr (f) > 0 . On peut supposer

que 0 est un point périodique indifférent irrationnel, que f(~) - 0 , mais que
ce n’appartient pas au cycle de 0 . Choisissons un polynôme h satisfaisant aux

conditions ( i ) , (ii), (iii) énoncées plus haut. Pour e > 0 , notons V le bas-

sin imnédiat de 0 pour et p(e) la distance de 0 à Si 0 est

un point de Siegel, p(e) ne tend pas vers 0 ; sinon, il tend vers 0 , mais

plus lentement que E~ pour tout p . .

D’autre part, on peut choisir un disque de rayon R tendant vers l’in-

fini comme 1/e pour un certain S , , de façon que f ressemble à f sur D .

Pour E assez petit, f (3D ) est donc contenu dans V . On peut alors raccor-
der f à f sur le complémentaire de D . On obtient une application g qui
est holomorphe sauf sur g"’’ ~( É) , ensemble où les orbites passent au plus une
fois. On peut rendre g holomorphe en changeant la structure complexe de la sphère
de Riemann sur U grâce au théorème d’intégrabilité de MJrrey - Ahlfors -

Bers. On a alors

d’où l’égalité cherchée. C.Q.F.D.

2.4. Shishikura et les anneaux de Herman

Pour traiter le cas où il y a des anneaux de Herman, Shishikura utilise en

l’affinant une méthode de "chirurgie holomorphe" inaugurée par Sullivan, Hubbard
et l’auteur.

Indiquons d’abord quelques constructions, pour se faire la main :

(1) Comme.n:t obtenir un anneau de Herman en accouplant des disques de Siegel.
Soient fi et f2 des applications rationnelles de degré d2 , ayant

des disques de Siegel invariants Di , Dz , de nombre de rotation ti et t2 =-ti .

Nous allons construire à partir de fi et f2 une application rationnelle f3

ayant un anneau de Herman de nombre de rotation ti ou t2 suivant l’orientation

choisie.

Soient yi et Y2 des cercles invariants dans Di et D2 et notons D~
et D~ les sous-disques de Di et D2 limites par yi et y 2 . On peut cons-

truire une surface de Riemann E isomorphe à ~ en recollant des copies dis-

jointes D’1 et C - D’2 par un difféomorphisme de Yi sur Y2 conjuguant

fi à f2 . On construit une application F : E ---~ E , qui est un revêtement rami-

fié, qui coïncide avec fi sur !E - (D~ U f~’(D~)) et avec f2 sur



lt - (D2 U f~(D~)) . .
Toute l’astuce est que l’on peut choisir F holomorphe en dehors de

X = p-1 (D1 - D~) U p-1 (D2 - D~) , ensemble où les orbites de F ne passent qu’une
fois. On modifie alors la structure complexe de E sur U F-n(X) , de façon à ren-

dre F holomorphe. En conjuguant F par un isomorphisme de 03A3 (muni de cette

nouvelle structure) sur (E , on obtient f3 .

Remarques.- 1) En comptant les points critiques, on trouve d3 -1 = (d1 -1) + (d2 -1) ,

soit d3 = di + d2 - 1.

2) L’application f3 n’est pas déterminée par fi et f2 : un anneau de Herman

comporte un module.

(2) Commed découpen un anneau de Henman invariant en disques de Siegel
Soit f une application rationnelle de degré d avec un anneau de Herman A .

On suppose que f(A) = A , et que f opère sur A avec un angle de rotation t

(ou -t suivant l’orientation choisie). Choisissons un cercle invariant y dans

A , qui coupe C en deux pièces Bi et B2 , et un difféomorphisme cp de y sur

S’ qui conjugue f 
y 

à la rotation d’angle t . En recollant à Bi et B2 des

disques au moyen de cp et 03C6, on obtient des surfaces de Riemann 03A31 et E2 iso-

norphes On construit Fi : : Si i --- E ~ i qui coincide avec f sur B1 - f-1 (B2)

et qui coïncide avec f sur . On modifie la structu-

re de Ei 1 sur Bi n U f-n (B2) de façon à rendre Fi holarorphe, on conjugue
n?1 

_

par un isomorphisme de Ei (muni de cette nouvelle structure) sur (E et on ob-

tient fi ; i on obtient f2 de même. Par construction, fi et f2 ont des disques
de Siegel d’angle de rotation t et -t respectivement, et on peut obtenir f à

partir de fi et f2 par la construction décrite en (1).

(3) Et ~’.~ y a anneaux de 

Soit f une fraction rationnelle de degré d avec des anneaux de Herman pé-
riodiques Choisissons dans chaque Ai une courbe périodique yi de

façon y- (i) . ° Chaque anneau Ai est coupé par yi en deux demi-

anneaux Ai et A" , avec f (Ai) = Af* (i) . Appelons n-pièces les composantes
oonnexes de C- f-n (r) . Appelons objets les demi-anneaux ou les points périodi-
ques non répulsifs. Nous dirons que deux objets sont séparés au niveau n s’ils

sont dans deux n-pièces différentes. On peut trouver un niveau N qui sépare
tout ce qui est destiné à être séparé. Soit la famille des N-pièces. On

peut écrire J = J’ U J" ; i les pièces B., j E J’ sont celles qui contiennent un

objet. Pour j E J’ , notons Bf* (j) la N-pièce qui contient les images des ob-

jets de B.. On prend la réunion disjointe des pour j E J’ , et on colle
à chacun d’eux le nombre de disques nécessaires pour en faire une sphère topolo-
gique Sj . On peut définir des applications g. : Sj --> Sf (’) > de façon à ce



que g. coïncide avec f sur F. fl f- ~ (B f* ( j ) ) En changeant la structure 
plexe des S. comme on l’a fait plus haut, on transforme les g. en des applica-
tions rationnelles f..

Les Bj pour j E J" , on les oublie froidement. On se retrouve finalement

avec un système dynamique holomorphe où l’espace sous-jacent est une réunion dis-

jointe de sphères de Riemann indexée par J’ .

2.5. Systèmes dynamiques holomorphes de sphères de Riemann

Soit F : X ---~ X un système dynamique holomorphe où X x J , avec J un

ensemble fini, de sorte que X = U X. , et on peut écrire F = (f.) , , avec
~~-~(3)- .

Pour de tels objets, on peut parler de cycles attractifs, indifférents ou ré-

pulsifs, des ensembles de Julia, des composantes du complémentaire d’iceux. Il n’y
a pas de bonne définition du degré, le nombre à considérer est le nombre de points

critiques (comptés avec multiplicité), soit

J’ai envie de l’appeler nombre critique. Il compte les paramètres dont le système

dépend essentiellement.

Le théorème de Fatou et Julia suivant lequel l’ensemble de Julia est l’adhé-

rence de l’ensemble des points périodiques répulsifs s’étend à condition que chaque

j E J soit périodique pour F* . Le théorème de non-errance de Sullivan (toute

composante du complémentaire de l’ensemble de Julia est prépériodique) s’étend éga-
lement. On peut recopier les démonstrations ou se ramener au cas # J = 1 .

On peut également étendre le théorème de perturbation de Shishikura (Prop. 1) :

on peut modifier F de façon à rendre tous les cycles indifférents irrationnels

attractifs.

2.6. Démonstration de l’inégalité de Shishikura

Soit f une application rationnelle de degré d , et soit F le système dy-

namique construit à partir de f. Chaque anneau de Herman est remplacé par deux

disques de Siegel, les points périodiques et les bassins paraboliques sont conser-

vés, 1 de sorte que l’on a

On peut perturber F en un système dynamique d’applications rationnelles FE
de façon que les cycles indifférents irrationnels deviennent attractifs sans per-
turber les bassins paraboliques. On a alors na (FE) >_ na (F) + nirr (F) . .D’où

n a (f) +2 n..- H (f) _ (F) ‘- 

= X(F) ~ x(f) = 2d- 2 .

Ceci achève la démonstration de la première inégalité de Shishikura.



3. NOMBRES ET FONCTIONS

(Propriétés de théorie des nombres et propriétés dynamiques)

3.1. Domaine de validité du théorème de Siegel
Notons S l’ ensemble des a E tels que tout germe d’application

C-analytique z ~ e 2imn z + O(z2) soit linéarisable, i.e. holomorphiquement con-

jugué à z 2014~ Le théorème de Siegel, amélioré par Brjuno, affirme que S

oontient l’ensemble des a vérifiant la condition

où les qn sont les dénominateurs des réduites de a .

Cremer a montré (1938) est contenu dans l’ensemble des a tels que

On peut conjecturer que S est l’ensemble des a vérifiant (Brju). En tout

état de cause, l’appartenance à S ne dépend que de la "queue" du développement
de a en fraction continue. Ce fait a été remarqué indépendamment par Ghys et

l’auteur. Plus précisément :

PROPOSITION 2.- En nota.n:t n canonique IR ~ TT l’ ensemble

S = 03C0-1 (S) invariant par l’action de 
N

Comme S est évidemment invariant par t ~ t + 1 , il suffit de

vérifier qu’il l’est aussi par t ~ 1/t . Appelons germe à gauche holomorphe
une fonction holomorphe définie sur un ouvert de la forme ~z ~ Re z  -h(Im z)} ,
où h : 3R --~ ~ est continue, à restriction près à un ouvert de la même forme.
Nous dirons qu’un germe à gauche F est tangent à z !2014~ z + ~, si F (z) - z - X
tend vers 0 quand Ré z - -ce , Im z restant borné.

Soient F et 03A6 deux germes à gauche holonorphes, tangents à z ~ z + u

et z E---~ z + À respectivement ; i nous dirons que 0 F si

~ o F o ~^’ _ (z ~---~ z + u) . Pour u ~ ]R* ~ tout germe à gauche holomorphe
F : U ---~ ~ tangent à z j2014~ z + iu est linéarisable. En effet, quitte à rétré-
cir U, on peut supposer que 3R fl U et F (R n U) sont disjoints et délimitent
dans U une bande V que nous prendrons fermée ; i le quotient X de V par la

relation d’équivalence identifiant t à F(t) pour t n U est isomorphe
à D* et si cp : X ---~ D* est un isomorphisme, 1’ application ~ _ ~ Log cp : 
se prolonge en un germe à gauche holomorphe qui linéarise F . En traduisant dans

N

ce contexte la condition a ES, on obtient la condition suivante :

(*) F et G deux germes à gauche holomorphes, tangents à z ~ z+iu

et z I---~ z + iv auec u et v E ]R* , et que F o G = G o F .



Si u / v = a, il existe un germe à gauche holomorphe que linéarise à la F

et G .

En effet, linéariser un germe f holomorphe en 0 équivaut à linéariser si-

multanément un relèvement f de f et la translation par 2 n i . Et dans la con-

dition (*), on peut toujours supposer que G est une translation verticale.

Uv les rôles symétriques joués par u et v dans cette formulation,

° 

C.Q.F.D.

3.2. Le rôle des polynômes quadratiques 
Dans toute la suite, nous notons P a le polynôme z I--~ z + z2 .

PROPOSITION 3 (Yoccoz, 1987, partant d’une idée d’Il’yashenko).- Pour que a E S ,

q ue linéarisable en 0 .

On peut supposer a irrationnel. Soit f : z I---~ az + boz2 + u (z)

une fonction holomorphe au voisinage de 0 , avec a = e2irta et u d’ordre >_ 3 .

Pour chaque b l’application f : : z E--> az + bz2 + u(z) est formellement

conjuguée à z ~ az , et les coefficients de la oonjugante h. dépendent poly-
nômialement de bo . Par z ~ z / b, fb est conjuguée à

gb : z I-~ az + z2 + bu(z/b) . Quand Ibl l - ce , le domaine de définition de gb
mange tout compact et g. tend vers Pa . Pour b assez grand, gb est à allure

polynaniale de degré 2 sur D4 , donc quasi-conformément conjuguée à un polynôme

quadratique % . On peut supposer Qb monique avec un point périodique indiffé-

rent en 0 , donc de la forme Pa,(b) . D’après un résultat de Naishul, le multi-
plicateur d’un point périodique indifférent est un invariant topologique (pour les

homéomorphismes préservant l’orientation). Par suite, a’ (b) = a , donc gb est

linéarisable. Le domaine de linéarisation de gb dépend de façon continue de b

pour b grand, donc h. est bornée par une quantité fixe sur un disque fixe pour
b variant dans un cercle de rayon R grand. Il en résulte par le principe du ma-

ximum que hb est convergente pour tout b E DR , en particulier pour b = bo .

C.Q.F.D.

Remarques.- 1) Le fait que le multiplicateur d’un point indifférent est un inva-

riant quasi-conforme (ce qu’on utilise ici) est plus facile à démontrer que le ré-

sultat de Naishul.

2) On conjecture que, si une fraction rationnelle f de degré d ~ 2 a un dis-

que de Siegel d’angle de rotation a, on a a E S .

3) Yoccoz a une démonstration très simple, indépendante du théorème de Siegel,

du fait que, pour presque tout a E le polynôme Pa est linéarisable en 0 .

Nous l’indiquons ici :

Pour À E D* , le polynôme 03BB : z ~ Âz + z2 a en 0 un point fixe attrac-

tif, et la linéarisante définie en (1.2) induit un isomorphisme du domaine



de linéarisation sur est l’jjnage par (p du point criti-

que - - . L’application 03C803BB : z ~ (p-’’ (~ (X) . z) est un isomorphisme de D sur

A. , qui est contenu dans l’ensemble de Julia remplie donc dans D2 .

Pour a E de toute suite dans D tendant vers a = , on peut ex-

traire une suite (An) telle que les 03C803BBn aient une limite 03C8a injective ou

nulle. 0 , la fonction linéarise ? = Pa . Mais
(0) = lim (0) = lim 7~ 0 pour presque tout a car n est harmonique

non identiquement nulle, d’où C.Q.F.D.

Notons SF (resp. HF ) l’ensemble des a qui peuvent apparaître ccmne

angle de rotation d’un disque de Siegel (resp. d’un anneau de Hennan) pour une

fraction rationnelle. Il résulte de la chirurgie de Shishikura (2.4) que SF = HF .

3.3. Domaine de validité des théorèmes d’Arnold et de Hexman

Notons H l’ensemble des a E TT tels que tout difféomorphisme R-analytique
f : S1 ~ S1 de nombre de rotation a soit R-analytiquement conjugué à la ro-

tation ~L . Le théorème de Herman, amélioré par Yoccoz, affirme que H contient

l’ensemble des a diophantiens.
Ce théorème avait été conjecturé par Arnold, qui avait obtenu un résultat

"local" (en HR-analytique) .
Notons A (resp. A ) l’ensemble des a tels que, pour tout ô > 0 (resp.

3ô > 0 ) , il existe un E > 0 tel que tout difféomorphisme f : S’ ~ S’ d’an-

gle de rotation a, qui s’étend en une application holomorphe sur la couronne

avec |Log f (z) / z (  E sur soit R-analytiquement conjugué à %
sur S 1 .

Le théorème d’Arnold, complété par une démonstration adaptée de Russmann (c6.
thèse Hennan), affirme que A oontient l’ensemble des a vérifiant une condition

qui s’écrit (Yoccoz, Debarre) :

où les qn sont les dénominateurs des réduites de a. On a évidemment H c A c A .

PROPOSITION 4.- 0n a A c S .

Pour a E ] 3,+~[ , la fraction de Blaschke

induit un difféomorphisme de . Pour a E TT irrationnel, notons f la fonc-
tion fa , où t est choisi de façon que le nombre de rotation soit a .

Pour a fixé, quand a tend vers +ce , f tend vers la rotation

d~ 
a 

: z I---~ z uniformément sur toute couronne. Donc si a E A , l’applica-



tion f a,a admet autour de S1 un anneau de Herman pour a assez grand. En dé-

coupant cet anneau, comme en 2.4.2, on obtient deux fractions rationnelles de de-

gré 2 avec des disques de Siegel, qui sont en fait les polynômes Pa et P .
Il résulte alors de la Prop. 3 que a E S . C.Q.F.D.

3.4. Point critique sur le bord d’un disque de Siegel

PROPOSITION 5.- Soit 0394 un disque de de nombre de a pautc une.

rationnelle f. On suppose a E H .

a) (Ghys, 1983) Si 3A une courbe de Jordan, il existe un point
de f a~ ; i

b) (Herman, 1983) Si ~ de f

3A .

La partie (b) contient la partie (a), mais sa démonstration est plus technique,
aussi nous ne l’évoquerons pas ici.

Démonstration de (a) : Soit W un anneau ouvert l,imi.té par ~0394 et une autre cour-

be de Jordan, située à l’extérieur de A , et soit (p un isomorphisme de W sur

U+= (z ) ( 1  ~ z ~ 1  R ~ pour un R convenable, le bout 3A de W correspondant
à S 1 . En supposant qu’il n’y ait pas de point critique sur 3A , f est injec-
tive sur un voisinage de 3A , donc on peut trouver deux anneaux Wi et W2 dans

W , ayant 3A dans leur bord, et tels que f induise un isomorphisme de Wi

sur W2 . Posons Ut = (p(W.) pour i = 1,2 , et g+ = cp o f o 03C6-1 : U+1 ~ U+2 .
Par le principe de réflexion de Schwarz, g+ se prolonge en une application holo-

morphe g : Ui ---> U2 , où U. = U1’ U UT U S~ , , l’ouvert U7 étant l’image de if
par z ~ 1 / z . L’application g est un difféomorphisme IR-analytique de S 1

et a pour nombre de rotation a.. Comme a E H , l’application g est IR-analyti-

quement conjuguée à la rotation , donc il existe un anneau U3 voisinage de

S’ tel que g (U3) = U3 . Posons Us = U3 fl U+ et W3 = (U3) . Alors  = UW3
est un disque tel que f induise un isomorphisme de  sur lui-même, ce qui con-

tredit la maximalité de A . C.Q.F.D.

Remarques.- 1) On n’utilise pas le fait que f est une fraction rationnelle, mais

seulement que c’est une transformation holomorphe au voisinage d’une courbe de Jor-

dan (c’est d’ailleurs le titre de la note de ou du bord d’un anneau.

2) La démonstration ci-dessus et celle de Herman s’appliquent directement aux

anneaux de Herman. D’ailleurs la chirurgie de Shishikura montre que, pour ce genre
de résultats, il est indifférent de travailler sur les disques de Siegel ou les

anneaux de Herman.

3) La partie (a) a peu d’applications, car on ne connaît aucun exemple où on

sache que 3A est une courbe de Jordan, sauf des exemples pathologiques où a ~ H

(c~. n° 6).



La partie (b) de la Prop. 5 entraîne :

COROLLAIRE (Herman) . - Poun a E H , le point critique de Pa sur le bond du

d e 

Ce corollaire résulte de ladite partie (b) et du lemme suivant :

Lemme.- Notons ca le point critique de Pa et a le disque de Siegel. Si
a~ , .~a de Pa à aa e~~ 

Démonstration du lemme.- Notons t la symétrie par rapport à 03C9 . On a

â1 (0394)=0394 U i (0394) . Si P03B1| ~0394 n’est pas injective, 0394 fl z (0) contient deux points
x et Z (x) , donc 0394 U z (0) entoure 03C9 . En d’autres ternes, la composante U

de C- (0394 U 03C4(0394)) qui contient w est bornée. Par suite U est contenu dans

l’intérieur de l’ensemble de Julia rempli K (Pa) , donc dans C - J (Pa) . On obtient
alors une contradiction entre la classification des composantes de C - J( â) (1.4)
et un théorème de Fatou qui exige de contienne â~ . °

C.Q.F.D.

Remarque.- Dans le prolongement d’une idée de Yoccoz, mentionnée plus haut, P. Jones
et Carleson ont une démonstration simple et directe du fait que, pour presque tout

a , le point critique de Pa est sur le bord du disque de Siegel. Ce résultat est
moins fort que le corollaire ci-dessus, car il ne précise pas de quels a il s’a-

git. Néanmoins, nous indiquons brièvement cette démonstration.

Avec les notations de (3.2, remarque 3), se met sous la forme

- ~’ 2 ~Y (~,, z) , où W est une fonction holomorphe sur D x D bornée par 4 . Pour

tout h E D , l’ application ~Y~ : z --~ est univalente ( i . e . injective),
et se prolonge au bord avec ~Yh(1) - 1 . Son image a un point anguleux d’angle
4 tour au point 1 , donc ( 1- w) -1| tend vers 0 comme |w| quand w ~ 0 .

Pour presque tout a E S’ , , 03A803BB a une limite D ~ D quand 03BB ~ a ra-

dialement. Notons A E = f a E | ~r | 03C8a (r) - 1| 1  E } et A =  . " Il s’agit de
montrer que A est de mesure 1 pour da = - da . .

Posons H(r,03BB) = -Log |1-03A8(03BB,r)| 5 : c’est une fonction positive harmonique
en 03BB . Et posons H(r) = sup03BB H(r,03BB) : on a Co
est une constante, en vertu des propriétés des fonctions univalentes. Pour ~, fixé,
H ( r, ~,) >_ - 2 Log 1- r + Ci , donc pour tout G on peut trouver r E ] 0 ,1 [
tsl que H (r, G et H (r)  5 H (r,~,) . Notons m~ la mesure harmonique de X .

Comme H (r,03BB) =  H (r,a) m03BB (da) et H (r) = sup ess H (r,a), on a 

% ( la ) G/2 ) >- i autrement dit, si on prend G = 2 

(~~’) ( É) ~ 10 ’ Par suite, (VÀ) m (A) Z 1 . Ainsi, la fonction caracté-
ristique de S ~ - A , limi.te radiale presque partout de À I--~ 1- m~ (A) , est ma-
jorée par 9 p.p., i donc nulle p.p. C.Q.F.D.



3.5. Le bord d’un disque de Siegel est-il un quasi-cercle ?

Conjecture.- Pour a diophantien d’exposant 2, le polynôme Pa possède les pro-

(i) le. bond du disque de Siegel est un quasi-cercle (image d’un cercle par une

application quasi-confonne) ;
(ii) 2’ ensemble de Julia rempli K (Pa) est localement connexe.

La conjecture (ii) entraînerait que le bord du disque de Siegel est une courbe
de Jordan. Ces conjectures sont appuyées par des observations numériques de Manton -

Nauenberg - Widom et de Peitgen pour "l’angle d’or" a = 5-1,2 assorties de con-
sidérations dans le cadre du "groupe de renormalisation".

La proposition 6 qui suit constitue une approche, tentée par Herman et l’auteur,
mais malheureusement infructueuse «~, car on ne sait démontrer l’hypothèse pour aucune
valeur de a. Nous la trouvons cependant instructive. 

’

La fraction de Blaschke

induit un homéomorphisme de S1 sur lui-même qui est analytique, mais n’est pas
un difféomorphisme car f 3 ( 1 ) =0 (le graphe de Arg z ~ Arg f 3 ( z ) a une in-

flexion horizontale). Pour a E ’II’ irrationnel, notons l’application
z ~ e 1 f3 (z) , où t est tel que le nombre de rotation soit a (ceci déter-

mine t de façon unique). L’application f 
3,a 

: S1 ---> S~ i est topologiquement

conjuguée à la rotation d’angle a (Yoccoz) ; i notons â la conjugante (unique
à rotation près).

On dit qu’un homéomorphisme h de S1 est quasi-symétrique s’il se prolonge
en un homéomorphisme H de D induisant un homéomorphisme quasi-conforme de D .

D’après un théorème d’Ahlfors - Beurling, il faut et il suffit pour cela que f

transforme des quadruplets à birapports bornés en quadruplets à birapports bornés.

PROPOSITION 6.- Si la conjugante ha de f 3,a quasi-symétrique, le bord du

disque de Pa un par le point

Soit H : D -~--~ D un homéomorphisme prolongeant h et quas i-
conforme sur D . Définissons g : T par g = f sur !E - D et

g = 111 o.fi a o H sur D (ces deux définitions coïncident sur S1 ). Notons 00

la structure presque complexe standard sur D . Il existe sur CE une structure

presque complexe o qui coincide avec H*oo sur D et est g-invariante. Cette

structure est mesurable et d’ellipticité bornée ; i on peut donc trouver un homéo-

morphisme quasi-conforme tel que cp*oo = a , avec cp (0) = 0 et

L’application P = c~ o g o cp ~ : ~ est holomorphe de degré 2 ,

avec P (ce) = , c’est donc un polynôme quadratique ; i il a en 0 un point fixe

(1) À partir d’un calcul de witek, Herman a montré (Mai 87) que ha est quasi-
symétrique pour a E Dioph2 , d’où la conjecture (i).



au voisinage duquel il est quasi-conformément conjugué à c’ est donc P .
Le bord du disque de Siegel est cp(S’) , c’est donc un quasi-cercle. Le point 1

est point critique double (donc de degré local 3 ) de f 3,a , mais c’est un point
de ramification de degré local 2 de g, donc cp(1) est le point critique de P ; i
il appartient au bord du disque de Siegel. C.Q.F.D.

3.6. Un exemple pathologique
La proposition ci-dessous donne des exemples qui changent la vision que l’on

avait du problème.

PROPOSITION 7 (Herman, 1986).- Il existe un a que Pa un disque de Siegel
dont le bord est un quasi-cercle ne pas par le point

Pour a > 3 , la fraction de Blaschke f : z ~z2 z-a 1-az induit un difféo-

morphisme IR-analytique de Pour a E TT irrationnel, notons l’appli-
cation f , où t est choisi de façon que l’angle de rotation soit a.
D’après Denjoy, f est topologiquement conjugué à la rotation R ; notonsa,a a

h a,a la conjugante (qui est unique à rotation près). La proposition 7 résulte
alors des lemmes suivants :

Lemme 1 On suppose que. ha,03B1 est quasi-symétrique, mais non 

Pa a un de Siegel dont le bord est un quasi-cercle ne passant pas
par le point critique.

La démonstration de ce lemme est tout à fait semblable à celle de la Prop. 6,
sauf que ici les points critiques de f autres que 0 et ~ sont l ’un dans D,
l’autre dans C - D . Alors g a un point critique en ~ et un dans C- D , et
le point critique de P est en dehors de La condition que f a,a n’est pas

R-analytiquement conjugué à R03B1 garantit que est bien le disque de Siegel
de P .

a

Lemme 2 (Herman).- Pour tout a > 3, on peut trouver a tel que. h 
a,a

symétrique, mais non C2 .

La démonstration de ce lemme est très technique i on oonstruit a par son

développement en fraction continue

tous les ci sont pris égaux à 1 sauf pour une suite (in) pour laquelle
Une fois i,...,i,c,...,c choisis, pour assez grand, on

peut choisir i assez grand pour avoir des inégalités qui font tendre la nor-
me C2 vers l’infini, mais pas trop de façon à ne pas laisser échapper la norme
quasi-symétrique.



Remarques.- 1) Cette proposition donne à ce jour les seuls exemples où l’on sache

démontrer que le bord d’un disque de Siegel est un quasi-cercle, ou même seulement
une courbe de Jordan. Ces exemples sont cependant assez pathologiques : il s’agit
de valeurs de a n’appartenant pas à H (c~. Prop. 5), et l’ensemble de Julia

n’est pas localement connexe Sém. Bourbaki, exp. 559, Nov. 1982, II, 5).

2) La Prop. 7 montre que l’inclusion H c S est stricte. Mais on ignore parmi
les inclusions H cAc A c S lesquelles sont strictes. On ignore également si
les a. construits pour le lemme 2 satisfont (Brju), donc s’ils donnent un contre-

exemple à l’implication conjecturale (S) ~ (Brju) .

3.7. Tableau récapitulatif

. ~ signifie "n’implique pas"

. P : 
a

. Les flèches appuyées représentent des implications triviales.
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