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Séminaire BOURBAKI Février 1987
39&me année, 1986-87, n° 676

FIBRES DETERMINANTS, DETERMINANTS REGULARISES ET MESURES
SUR LES ESPACES DE MODULES DES COURBES COMPLEXES

par Jean-Benoit BOST

Une relation remarquable entre "théorie de cordes 3 la Polyakov" et géométrie
algébrique des espaces de modules de courbes complexes a été récemment établie,
grace aux travaux de Quillen ([44]) et Belavin et Knizhnik ([ 7], [8]) sur le d&
terminant de l'opérateur 3 sur une surface de Riemann. Nous nous proposons de la
décrire dans cet exposé.

0.1. Les théories de cordes sont des théories quantiques d'cbjets &tendus, dévelop-
pées depuis une vingtaine d'années. Elles décrivent, non pas des particules ponc-
tuelles, comme le fait la théorie quantique des champs usuelle, mais des "cordes",
c'est-d-dire des objets d une dimension d'espace.

Les modéles de cordes ont été introduits au début des années soixante-dix
comre modéles phénaménologiques des interactions fortes entre hadrons (i.e. des
forces nucléaires, de portée ~ 107" cam). Malheureusement, ces modéles ne repro-
duisent que tr@s grossiérement la réalité et présentent des aspects non physiques ;
notamment, on ne sait les construire mathématiquement que pour des dimensions D
de 1l'espace-temps différentes de 4 : D = 26 pour le modele usuel (bosonicque) ,

D = 10 pour les modéles possédant des degrés de liberté fermioniques. Puis les
modéles de cordes ont &té proposés comme théories des particules &lémentaires,
incluant les champs de Yang-Mills et le champ gravitatiomnel (1'échelle naturelle
de ces modéles serait alors la longueur de Planck, ~ 10732 cm ).

En 1981, Polyakov a présenté une reformulation des théories de cordes, qui
fournit une nouvelle compréhension des dimensions critiques 26 et 10 . Cette
reformulation met en évidence de nouveaux degrés de liberté de la corde , dont la
prise en compte permettrait une construction éventuelle de modéles de cordes en
dimensions strictement inférieures aux dimensions critiques ( 4 , par exemple...).
Toutefois, la procédure communément suivie aujourd'hui pour &liminer les dimen—
sions excédentaires consiste 3 "campactifier” D-4 dimensions, & la Kaluza-
Klein. Cette construction fait intervenir les variétés camplexes de dimension 3
dites de Calabi - Yau.

Enfin, en 1984, la découverte de propriétés remarquables (absence "d'ancma-
S.M.F.
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lies") de certains modéles de cordes supersymétriques, de groupes de jauge S0(32)
et Eg x Es , a suscité un regain d'intérét considérable pour ces théories, que
d'aucuns considérent comme devant apporter une description unifiée des diverses
forces d'interaction fondamentales...

Par ailleurs, les théories de cordes suggérent d'intéressants problémes de
mécanique statistique, et seraient reliées & la chromodynamicque, dans la limite
"d'une infinité de couleurs" (i.e., les théories de jauge de groupe SU(N),N — o ).

Pour plus d'informations et une perspective historique sur les théories de
cordes, on pourra se reporter aux recueils d'articles [50] et [52], ainsi qu'a
[40]. Sur la "corde de Polyakov", on pourra consulter, outre les articles origi-
naux de Polyakov ([42], [43]), les références [21] et [1].

Ajoutons que les modéles de cordes peuvent &tre considérés camme des modéles
de théorie des champs en dimension 2 . De fait, les outils mathé&matiques présen-
tés plus loin s'appliquent aussi 3 la quantification de ces derniers (c4. [22],
(31, [30D).

0.2. I1 nous faut insister sur le fait que n'est abordé dans cet exposé qu'un do-
maine trés particulier des mathématiques en liaison avec les théories de cordes.
Ces derniéres sont en effet en relation, non seulement avec la géamétrie des cour-
bes algébriques, mais aussi avec la théorie des algébres d'opérateurs, les "super-
mathématiques", 1'étude des algébres de Lie de dimension infinie et de leurs repré-
sentations, la théorie des formes modulaires, des formes quadratiques entiéres et
des groupes finis, la géométrie des variétés camplexes de dimension 2 et 3 ...
Bien plus, les théories de cordes, et la théorie quantique des champs en dimen-
sion 2, ont permis de découvrir des relations souvent inattendues entre ces di-
vers domaines (voir par exemple [51], [32] et [22]).

En particulier, nous ne présentons que des résultats concernant la corde bo-
sonique et n'évoquons pas les questions de "supergéométrie" posées par leurs ex-
tensions aux modéles de cordes supersymétriques (cf. [341]).

0.3. Dans la premiére partie de l'exposé, on introduit, trés sommairement, quelques
notions de théorie de cordes "i la Polyakov", afin de justifier la définition de
la "mesure de Polyakov", sur l'espace des modules des courbes algébriques complexes
de genre donné. Pour arriver 3 cette définition, on manipule formellement des in-
tégrales fonctionnelles et des mesures sur des variétés de dimension infinie,
dont la signification mathématique précise reste obscure (§ 1.1 et § 1.4). Néan-
moins, on arrive & donner un sens rigoureux d la "mesure de Polyakov" ; celle-ci
s'exprime au moyen des "déterminants" de certains opérateurs différentiels ellip-
tiques sur les surfaces campactes, que 1l'on peut définir par régularisation zéta.
La seconde partie, indépendante de la premiére, est de nature purement mathé-
matique. Elle décrit quelques résultats sur les fibrés déterminants des familles
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propres et lisses de courbes holamorphes, leurs métriques et leurs courbures, issus
des travaux de Quillen, Bismut et Freed.

Dans la troisiéme partie, nous utilisons ces résultats pour identifier la me-
sure de Polyakov & une mesure définie de manidre "purement algébrique" (théoréme
de Belavin et Knizhnik,...). On présente ensuite quelques propriétés de la mesure
de Polyakov, conséquences de cette identification (formules explicites en petit
genre ; comportement asymptotique au voisinage de -M; - Mp ).

1. LA MESURE DE POLYAKOV SUR Mp (cd. [ 11, [36] et [16])

1.1. Quelques mots sur les théories de cordes bosoniques

1.1.1. Une corde, cbjet & une dimension d'espace, décrit dans 1'espace-temps une
surface, qui posséde en tout point une direction tangente du genre temps et une
direction tangente du genre espace. Cette surface est paramétrée par les varia-
bles (o,t) décrivant la bande [0,1] x R . Les points de la surface sont donnés
par leurs coordonnées x(o,T) = (xi (O’T))OSiSD—l dans 1'espace-temps minkowskien a
D dimensions, c'est-3-dire RP muni de la forme bilinéaire symétrique
X.y=-1Xo.Yo + ]1)23: Xy, i les vecteurs X =-§% et x' =-%< sont respective-
ment du genre temps et du genre espace. La dynamique de la corde est spécifiée
par l'action de Nambu - Goto, proportionnelle 3 1'aire de cette surface dans 1l'es-

pace-temps :

= - 1 [ o "2 _ (o i [ (kY
Sye = ———m.Jdod'c/(x.x) (x.x) (x'.x") .
Cette action est la généralisation naturelle pour un objet & une dimension

de 1'action d'une particule libre de masse m , proportionnelle & la longueur de
sa trajectoire dans 1'espace-temps :

So=-mJ’V—}'(.}.{dT.

1.1.2. L'action SN est par construction indépendante du choix des paramétres
(0,7) . Il s'agit 14 d'une invariance camparable 3 1'invariance de jauge en élec-
trodynamique, qui joue un rSle crucial lors de la quantification de la théorie.
Cette derniére peut étre réalisée dans un formalisme hamiltonien au moyen de 1'une
des procédures suivantes :

- "fixation de la jauge" : on impose aux variables des conditions supplémentai-
res, conduisant 3 des variables dynamiques indépendantes, sur lesquelles la quan-
tification hamiltonienne ne pose plus de difficultés (quantification dans la jauge
orthogonale du cdne de lumiére) ;

- quantification "& la Gupta-Bleuler" : on introduit un espace H d'états
quantiques, correspondant & 1l'espace des phases classiques tout entier, sur lecuel
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la norme n'est plus définie positive. L'espace des états phvsiques est le sous-
espace de H intersection des noyaux des "contraintes", comme opérateurs quanti-
ques. Ces derniers constituent une représentation d'une algébre de Lie de dimen-
sion infinie, l'algébre de Virasoro.

La covariance de Lorentz pour la premiére procédure, et la suppression des
états physiques de nommes négatives pour la seconde, conduisent & imposer des ca-
ractéristiques non physiques & la théorie quantique des cordes bosoniques : la
dimension D = 26 et un état fondamental tachyonique (i.e. de masse imaginaire).

1.1.3. Décrivons maintenant la quantification "& la Polyakov" de la corde bosoni-
que. Celui-ci travaille dans un espace-temps euclidien et utilise les intégrales
fonctionnelles introduites par Feynman.

La version euclidienne de 1l'action de Nambu - Goto est la fonctionnelle qui
associe 3 une application (suffisamment réguliére) x d'une surface M dans l'es-
pace euclidien & D dimensions (c'est-a-dire R mni du produit scalaire usuel
.M s

SNG(X) =*2% ,Ir dAx;
M
ici d A, désigne 1'élément d'aire sur M deéduit de l'application x de M
dans RP , i.e. la mesure sur M qui s'écrit localement dans un systéme de coor-
données  (x,,X;) :
aa, = [llax[|* [lax[?*- (0 x. 5,212 ax, &, .

Polyakov part de 1l'cbservation suivante, dlle initialement & Brink, Di Vecchia

et Howe, et Deser et Zumino.

Posons, si x est une application (suffisamment réguliére) de M dans R

et g une métrique riemannienne sur X :
1 D 2
(1.1.1) S(g/%) = 55w [M [151 llvx, || ] aa,

od V, ||.|| e¢ dA désignent le gradient, la norme et 1'élément d'aire asso-
ciés 3 la métrique g . Au facteur multiplicatif 2mlo.' prés, S(g,x) n'est autre
que l'énergie de l'application x de la variété riemannienne (M,g) dans l'es-
pace euclidien R’ . on vérifie alors que La gonctionnelle d'action S(g,x) st
"elassiquement Equivalente" & 1l'action de Nambu - Goto SNG(x) : si la différen-
tielle en g de S(g,x) est nulle, alors S(g,x) = SNG(x) .
L'action S(g,x) admet trois types de symétries :

1) L'invariance par déplacement dans L'espace-temps euclidien. Si T appartient
au groupe ]RDNO(D) , produit semi-direct des groupes des rotations et des trans-
lations dans ]RD , alors

s(glx) = S(g,'I‘X) .
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2) L'invariance par reparaméirisation. Pour tout difféomorphisme f de M :
S(g,x) = S(f*g,f*x) .

3) L'invariance de Weyl ou invariance conforme. Pour toute ¢ € C(M;R) :
S(g,x) = S(ewg,x) .

Pour quantifier la théorie classique décrite par l'action S(g,x) , Polyakov
considére 1'intégrale fonctionnelle :

(1.1.2) Jf g Dx & 5(9r%)

Dans cette expression "naive", le domaine d'intégration est le produit de 1'espace
Met de toutes les métriques g sur M et de l'espace E des applications de M
dans R° ; et Dg Dx désigne une mesure sur cet espace.

Désormais, nous supposons que M est une surface compacte connexe orientée,
de genre p . L'intégrale fonctionnelle (1.1.2) représente alors la contribution
d'ordre p dans la fonction de partition de la corde de Polyakov. Celle-ci décrit
les interactions "vide-vide" dues 3 la création et & l'annihilation des cordes fer-
Lo,

En fait, comme l'action S est invariante par les symétries 2) et 3), et que
les degrés de liberté classiques de la corde sont représentés par le quotient de
Met x E par ces symétries, il faut, pour quantifier cette théorie classique, cons-

mées. De plus, nous faisons :

truire une "mesure naturelle" sur ce quotient, grice & laquelle on intégrera e_s .
Par ailleurs, si DUx est une "mesure invariante par translation" sur E , 1'inté-

grale J[ px e 5(9:%)

s'évalue facilement : c'est une intégrale gaussienne, car S
est quadratique en x .

I1 s'agit donc de construire une mesure naturelle Dg Dx sur Met x E , &
partir de laquelle, par intégration en x de 0Dg Dx e-S (grx) , on obtienne une
mesure sur Met campatible & 1'action du groupe des difféomorphismes et des
transformations de Weyl. A partir de cette mesure, on doit obtenir, par passage
au quotient, une mesure sur le quotient de Met par l'actﬁ.on de ces groupes. Ce
dernier s'identifie 3 1'espace des modules Mp des surfaces de Riemann de genre p
(cf. 1.3).

On ne sait réaliser ce programme de fagon naturelle que lorsque D est la
dimension critique 26 (cf§. 1.6). De plus, la mesure sur Mp que 1l'on obtient
par cette construction - la mesure de Polyakov - est de masse totale infinie
(cf. § 3.5). Cette propriété refléte la présence de tachyons dans la théorie des
cordes bosoniques.

1.2. Un modéle de dimension finie
Dans cette section, nous décrivons un modéle de dimension finie du probléme,
en dimension infinie, que nous venons de considérer ; et nous effectuons sur ce
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modéle une construction (rigoureuse) de "mesure quotient”.

Ce type de construction est connu en théorie quantique des champs sous le
nom de procédure de Faddeev et Popov.

1.2.1. Conventions et notations

Dans cette section, variétés et groupes de Lie seront séparés, paracampacts
et de dimension finie.

Si F est un vectoriel réel de dimension finie m , on notera |A|(F*) le
vectoriel ré€el de dimension 1 des densités sur F , i.e. 1'espace des fonc-
tions o 4 valeurs réelles sur l'ensemble B(F) des bases de F telles que, si
B€ B(F) et TE GL(F) , alors O(TB) = |det T|o(B) . Si (V1,...,vm) est une
base de F , on notera par Iv1 Aveen vm]_1 la densité o telle que
c(v1,...,vm) =1.

. Ty Ty Tn-1
Toute suite exacte 0 —F,— ... ——+Fi——-Fi+ - ... —>F_.— 0

1 N
de vectoriels réel de dimension finie détermine un isomorphisme canonique
(N N-1

2 2
(1.2.1 I: ® |Al(F,.) =~ ®  |A|(F,.
) 2 lalwyy & ALy )

défini comme suit ; si, pour chaque i , Bi est une base d'un supplémentaire
de ker T, dans F, , etsi (v, .,...,V. ) est la base de F, obtenue par
i i ,1 l'ki i

i
réunion de B! et de T, .(B! .) , alors
i i-1"i-1
N [N—l]
2 - 2 |
( A -1
I{® |vo. 0 A vee AV, = ® Voo A e AV,
\j=0 | 23,1 2],k2j| ) =0 I 23+1,1 23+1;k2j_'_1l

Si E est un fibré vectoriel réel de classe C. sur une variété M , & ’
on peut naturellement définir un fibré en droites réelles (trivialisable) IAIIIE:{
Une section positive de |A|T*M détermine une mesure sur M .

1.2.2. Soient V une variété de classe C. ; G un groupe de Lie réel, et
VxG—V
v,9 F—v.g

une action propre de classe C. de G sur V , telle que 1l'espace quotient V/G
admette une structure de variété faisant de 1'application canonique V — V/G
une submersion (cela a lieu si et seulement si {(v,v.h) , VEV , h € G} est
une sous-variété de V x V , et la structure de variété sur V/G est uniquement
déterminée par cette condition).

Soit de plus E un vectoriel réel de dimension finie, sur lequel G agit
a droite, par une représentation linéaire
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ExG— E

(x,h) > x.h,

et soit Q une application de classe C° de V dans 1l'ouvert des formes quadra-
tiques définies positives sur E . (On notera Q(v,x) pour Q(v)(x) .)
Soient enfin A et H des applications C avaleurs > 0 :

A:V— |AlE*
Vl—-—»kv
H: V— [A]| (Lie G)*

et u une section C~ , partout >0 , de [A|(TW)* .
On supposera que Q , A et H satisfont aux conditions de camptabilité sui-
vantes avec les actions de G sur V et E :
(i) Pour tout (v,x,h) EVXxEx G, Q(v.h , x.h) =0Q(v,x) .
(ii) Pour tout v € V, A(v) est invariante sous l'action sur E de

Kv={h€G|v.h=v}.

1.2.3. On peut définir canoniquement au moyen de ces données une densité >0
sur V/G , par "intégration suivant E , puis passage au quotient par l'action du
groupe G " 3 partir de la densité sur E x V :

-20(v,x)

ox,v) =e A, () v,

au moins lorsque A.V et H(v) sont G-équivariantes et u(v) G-invariante,
c'est-a-dire lorsque l'action de g € G sur V transforme )\V en )‘vg , 1'ac-
tion adjointe Ad(g~') de g sur Lie G transforme H(v) en H(vg) , et 1l'ac-
tion de g sur TV , qui envoie T,V sur Tvgv , transforme u(v) en wu(vg) .

Explicitons cette construction.

Soit T € V/G, et soit VE V tel que T = vG . L'image réciproque de T
par l'application ((ExV)/G — V/G, [ (x,v)] — [v]) s'identifie au quotient
E/K, . Chaque &lément |w| de |A|(Lie KV)* définit une mesure invariante sur
le groupe compact KV - que 1'on notera encore |(ol - puis, comme A'v est Kv-i.n—
variante, une "mesure-transverse" A _/ lo| sur E/K . On peut ainsi définir
JE ye e 32(v,x) A,(x) come un &lément de |A|(Lie K)* par la formule :

v
=3 =3
J e 2Q(V'X) A»V(x) = [J e zQ(VIX) (A-V/IQI) ([X])} le .
E/KV E v
Autrement dit :
-1 -2 -1
(1.2.1) J e 2‘,Q(VpX) A'v(x) - [j e 2Q(V,X) A'V(x)][j l“)l] ImI .
E/KV E K
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Par ailleurs, on dispose de la suite exacte :
(1.2.2) 0 — Lie K <— Lie G&»TVV&TTV/G——W ,

ot a, est la différentielle en 1'élément neutre de ghk— v.g , et BV la dif-
férentielle en v de 1'application canonique V — V/G . Cette suite exacte dé-
termine canoniquement un iscmorphisme d'espaces de densités (cf. (1.2.1)) =

I, : A (T V/G)* == |A] (Lie K)* ® |4 (T V* ® [[a] (Lie Q) *1* .

Posons alors :

(1.2.3) v =1, UE 2V 5 ) Buw) ®H(v)*1] :
/K v

C'est un élément de |A| (TV/G)* , qui lorsque A, et H(v) sont G-équivariantes
et u(v) G-invariante, ne dépend que de la classe T de v dans M , et définit,
came fonction de v , une section € >0 de |Al(Tv/Q* .

Plus généralement, si Vv(v) ne dépend que de T , nous dirons que la densi-
té o descend sur V/G .

1.2.4 Remarques (triviales).- Si le groupe G est engendré par une partie P ,
alors o descend sur V/G si et seulement si, pour tout (v,h) € Vx P :

v(v.h) =v(v) .

Par ailleurs, si G est un sous-groupe distingué fermé d'un groupe de Lie
G' , et si G' admet une action C  sur V qui prolonge l'action de G et
est telle que, pour tout (v,g') € Vx G' , v(iv.g') = v(v) , alors o descend
sur V/G en une densité invariante sous 1'action & droite de G'/G .

1.2.5. On s'intéressera plus particuliérement au cas o A , H et u provien-
nent de métriques sur E, Lie G et TV .

Supposons donc donnés, pour tout v € V , un produit scalaire <. ,.>V sur
E , et un produit scalaire <.,.>V sur Lie G , fonctions C° de v , ainsi qu'une
métrique riemannienne <.,.> sur TV .

On déduit de ces métriques des densités A(v) , H() et wu(v) par les
formules :

m
_ 2 1/2 o
(1.2.4) A(V) (xq,...,xm) = (2m) [det(<xi,xj>v) lsi,jSm] (m = dim E)
-3 172 o
(1.2.5) H(v) (61,...,89) = (2m) [det(<ei,sj>v) lsi,ng] (g = dim G)
2 1/2 .
(1.2.6) W) (V ,..0,V,) = (2m) [det(<vi.vj>) 1si,js€] (€ = dim V)
Il vient alors (intégrale gaussienne) :
-0 (v, -1/2
(1.2.7) i o 2Q(v X) /

JE )»v(x) = (det TV)
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ol TV désigne l'endomorphisme de E symétrique relativement a <ere>, tel que
Q(v,x) = <'I‘Vx,x>V .

Par ailleurs, si l'on choisit une base ((p1,.. .,(pk) de Lie Kv et une base
Wyreeesly) de TT(V/G) , et si 1'on note $1,...,d~zn les images réciproques des
lii dans aV(Lie el (= ker a";) , alors :

Lo Awng | ®uw) BHO™)
k-n
= (2m) [deto.*a . det (<G ,w >) 1Y/2

l_rSSk b, A...ALIJ! .

1<i, an.det(<<p 0> ).
ol det' désigne le déterminant de la restriction & 1'orthogonal du noyau.

Par conséquent,
k-n

- 2 -1/2 [ -t
v(v) = (2m) (Get S ) Ly lo,Aconq] |
(1.2.8) v
[det'a"‘; o, - det(<$i,u7j>v) - det (<o _,0> ) -1 1/2 N; Aeee Al |

3. Rappels sur les surfaces de Riemann campactes
Nous rassemblons dans cette section quelques résultats classiques sur les

surfaces de Riemann compactes. Pour plus de détails sur les espaces de modules Tp
et Mp , on pourra consulter l'article [10] et ses références.

1.3.1. Notations et déginitions. Dans toute lasuite, M désigne une surface orien-
tée connexe, de genre p 2 1 , donnée une fois pour toutes. De plus :
. Diff+ désigne le groupe des difféamorphismes de M préservant l'orientation ;
. Diff, désigne le sous-groupe de Diff+(M) formé des difféamorphismes hamo-
topes & 1l'identité ;
= CWMR) .
Ie groupe Diff+ agit naturellement (3 droite) sur W :

(1.3.1) o fi=f*o=9@of , @€W, f€ Diff+ .

Cette action préserve la structure de groupe additif de W , et permet de définir
le produit semi-direct W X Diff* et son sous—groupe G = W X Diffo .

. Met désigne l'espace des métriques riemanniennes c® sur M. le produit
semi-direct W X Diff+ - et donc ses sous-groupes W et Diff* - agit & droite
sur Met :

(1.3.2) g. (@,f) := £*(%) .

Par ailleurs, pour toute surface de Riemann X , nous notons Wy O plus
simplement  , le fibré en droites holomorphe des formes de type (1,0) .

Si E est un fibré vectoriel holomorphe sur X , on définit "1l'opérateur 3

a coefficients dans E " :

3 ¢ (CE) — CT(ME B )
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par la formule locale suivante, sur le domaine d'une carte (U,z) ol E est tri-
vialisé :
= 9s =
o.s =—=0d4dz .
E 3z
Si S est une variété C-analytique, et si m : X— S est "une famille
holomorphe de surfaces de Riemann campactes paramétrée par S ", c'est-a-dire si X
est une variété C-analytique et T une application holamorphe submersive et pro-
pre( de fibres de dimension 1 , nous notons par T X|S le sous-fibré tangent
holomorphe TX formé des vecteurs tangents aux fibres de m . C'est un fibré en
droites ;-son inverse est le fibré des "formes différentielles holamorphes verti-
"
cales", que nous notons @y -

1.3.2. Rappelons la relation entre métriques riemanniennes et structures complexes
sur M.

Soit g une métrique riemannienne C . sur M. D'aprés le "théoréme des
coordonnées isothemmes", tout point de M admet un voisinage ouvert U sur lequel
sont définies des coordonnées locales C ., (x,y) , orientées positivement, et une
fonction ¢ réelle Y, telle que, sur U :

(1.3.4) g=e¥ax ®ax + dy ®ay) .

Les changements de cartes entre les cartes camplexes sur M de la forme (U,x+iy)
sont holamorphes. Ces cartes définissent donc une structure de courbe holomorphe
sur M.

En d'autres termes, toute structure presque-complexe de dimension complexe 1
est intégrable.

Inversement, un raisonnement simple (partition de 1'unité...) montre que
toute structure complexe sur M , campatible avec son orientation et sa structu-
re ¢, provient par cette construction d'une métrique riemannienne ¢ sur M.
De plus, deux telles métriques g et g' définissent la méme structure complexe
si et seulement s'il existe ¢ € C(M;R) telle que g' = e(pg .

Ainsi, l'ensemble des structures complexes sur M , campatibles & son orien-
tation et a sa structure C , s'identifie au quotient Met/W .

Dés que M est muni d'une telle structure complexe, on peut définir un pro-
duit scalaire L2 sur c°°(M;mM) (resp. c°°(M;aM) ) par les formules :

(1.3.5) (w, ,w,) =32‘- J[M W, A ®,

(resp. (w,,w,) =32‘—J @ AWy ).
M

(1 j.e. un morphisme propre et lisse, au sens de la géométrie analytique.
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Si g est une métrique riemannienne sur M compativle avec cette structure com-
et dA désignent le gradient, la nomme et 1'élément d'aire
associés & g , alors, pour toute f € C'(M;R) :

plexe, et si v, ||.

(1.3.6) J’ [[VE||% aa = 4 (3f,0f) ,
M

ol 3 désigne la composante de type (1,0) de l'opérateur 4 .
Cette &galité établit en particulier la propriété d'invariance de Weyl de 1'action
de Polyakov.

1.3.3. Dans ce paragraphe, on suppose p > 1 .

On appelle surface de Teichmiller de genre p une surface de Riemann campacte
connexe X de genre p muni d'un difféomorphisme préservant 1'orientation
® : M—> X, donné 3 homotopie prés. L'ensemble des classes d'isomorphismes de
surfaces de Teichmiiller s'identifie au quotient Met/W X Diff, , et peut &tre muni
d'une structure naturelle de variété -analytique ; c'est 1'espace de Telchmiillen
T, - Il est isomorphe 3 un domaine d'holamorphie barné et contractile dans TP >,

L'action de Diff* sur Met détermine par passage au quotient une action du
groupe modulaire de Telchmilllen Fp := Diff*/Diffo sur Tp . De plus, cette ac-
tion est holamorphe et propre ( 1"p étant muni de la topologie discréte) .

Le quotient Tp/r‘p s'identifie & Met/W X Diff* , donc a l'ensemble des clas-
ses d'isamorphismes de surfaces de Riemann compactes connexes de genre p ; c'est
1'espace de modules des surfaces de Riemann compactes connexes de genre p , noté

p
lytique normal ; c'est en fait une variété quasiprojective camplexe.
On peut construire une coutbe de Teichmiller universelle, c'est-3-dire une

M . Camme quotient de Tp par l'action propre de l"p , c'est un espace (C-ana-

famille holemorphe de surfaces de Riemann compactes :
nms;C —T
P

et un difféamorphisme @ : Tp X S —— Cp tels que :
i) le diagramme suivant soit commutatif

T xS———-——-—bC

\/

(ceci implique que, pour tout s € Tp ; T~'(s) est une surface de Riemann com~
pacte connexe de genre p .)

ii) pour tout s € Tp , W '(s) muni du difféomorphisme ®(s,.) : S — 171 (s)
est une surface de Teichmiiller dont s est la classe d'isomorphisme.
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Le groupe r'p agit sur Cp , et fait de n une application Fp—équivariante.
On dispose de la suite exacte de fibrés vectoriels holamorphes :

0— T |T) caTC THm*TT —0 .
p!'p P P

Par image directe par m , on déduit de cette suite exacte un morphisme de fais-
ceaux :

RO n* T Tp — R, T (Cp | Tp) .

Le faisceau Rom,m*TT_ s'identifie au faisceau des sections de TT_ , et le fais-
ceau R'm, T (Cp | TP) est localement libre, de fibre en s 1'espace de cchomolo-
gie H'(m~1(s) ,Tmw1(s)) .

L'application de Kodaina - Spencer ainsi définie

(1.3.7) KS : TTP — R, T (Cp] Tp)

(1.3.8) kS : T Tp — H' (T 1(s) ,T ™' (s))

est un isomorphisme. Elle définit, par transposition et dualité de Serre, un iso-
morphisme

v, ~, HO (11 82
(1.3.9) KS! : T;Tp—-»H (1 (s) ,0)

1.3.4. Dans la troisiéme partie, nous ferons appel aux résultats suivants.

Soit (a1 yoos ,r:\p,b1 P ’bp) une base canonique de H, (M;Z) , c'est-a-dire

une base dans laquelle la forme d'intersection (.,.) s'écrive

(ai,aj) =0 ; (bi,bj) =0 ; (ai,bj) = éij .
Au moyen de cette base, on peut identifier H¢(M;Z) avec Zzp . L'action de
Diff* sur H4(M;Z) est triviale restreinte 3 Diff, et définit un morphisme de
groupes r‘p — Sp(2p;Z) . Came Sp(2p;Z) agit sur le demi-espace de Siegel Hp
(i.e. 1'ensemble des matrices complexes g x g symétriques, de partie imaginaire
strictement positive), on en déduit une action de I'’ sur H_ .

Pour tout s , ®(s,.), transforme la base (a1,...,a ,b1,...,b ) en une
base canonique (a1 (s) ,...,ap(s) B b1 (s),.+e,b _(s)) de H1 (m=1(s),Z) . I1 existe
ue unique base (t.o1 (S) yeee ,mp(s)) de HO(m '(s) Qg (s)) telle que

ay (s) coj (s) = 6ij . L'application s }— (m1 (s) ,...,mp (s)) est un repére holo-
morphe du fibré vectoriel ROm, we |T.. « On définit une application holomorphe
Q: Tp — Hp , dite application des périodes, en posant

Q= (lei) 1<k, f<p ' Qk,?,(s) = Jb}g(s) wz(s) :

L'application des périodes est équivariante par rapport aux actions de I‘p
sur Tp et sur Hp . De plus, on a la relation bilinéaire de Riemann

(1.3.10)

N -

Jf @ (s) A c?)z(s) =InQ,(s) .
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Enfin, 1'isomorphisme KSé transforme d‘Qij (s) en coi(s) ®wj (s) .

1.3.5. Le cas p =1 . Nous ferons aussi usage des notations suivantes, légérement
abusives :

cTi={T€EC|ImT>0}.

. 'y = PSL(2;Z) , agissant sur T, par hamographie.

L'espace T, s'identifie au quotient Met/W X Diff, , o Diff, est le grou-
pe des difféamorphismes de M induisant * Id sur m¢(M) ( Diff, contient
Diff, comme sous-groupe d'indice 2 ) et I'y s'identifie & Diff*/Diff, .

Le quotient T./I'y s'identifie & 1'espace des modules M, des surfaces de

Riemann campactes connexes de genre 1 (courbes elliptiques). On dispose sur TI'4
d'une "courbe elliptique universelle" :

s Ci=(T1xC)/~— T4
[T,2) ] b—> =

ol ~ identifie (t,2) et (t,z+m+n) , (m,n) € Z2 .
L'application de Kodaira - Spencer associée & m est un isamorphisme ; 1'isamor-

phisme KS' : T* T, —= HO(rr~1(T) ,w?) = HO(C/Z +1Z;w?) qui s'en déduit envoie dt
T

T
sur az® .
Dans la suite, nous posons : Diff = Diffo si p > 1 ; Diff = Diff, si

p=1.

1.3.6. Nous décrivons dans ce paragraphe la relation entre les descriptions de
1l'espace tangent a l'espace de Teichmiiller obtenues d'une part au moyen de 1'iso-
morphisme de Kodaira - Spencer, d'autre part au moyen de 1l'identification de cet
espace avec Met/W X Diff .

Donnons-nous une métrique riemannienne g , c , sur M . Cette métrique
définit une structure holamorphe sur M (cf. § 1.3.2). Nous noterons X la cour-
be holamorphe ainsi construite. L'application identique M — X définit une sur-
face de Teichmiiller de genre p ; nous noterons s sa classe dans Tp .

Soit Ng le sous-fibré vectoriel de S2 T’]‘RM (fibré des formes quadratiques
sur T]RM ) dont la fibre en x € M est l'espace des formes quadratiques de trace
nulle relativement & Iy - Ce sous-fibré ne dépend que de la structure complexe
de X, de méme que le sous-fibré ¢, de SZT;M engendré par sa section par-
tout non nulle g . De plus :

(1.3.11 S2T* M=C_ ON_ .
) R g g

On dispose des isamorphismes suivants de fibrés vectoriels réels sur M
( z=x+1iy désigne une coordonnée holamorphe locale ; a=a+iB € T ) :

Re : ToX —» T M, Re(a%) =2 (QT%‘LB%%) ;
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Re : Zo;—:—»N , Re(a dz?) = a(dx ®dx - dy ®dy) + B(dx ® dy + dy ® dx)

La métrique g sur T]PM devient, par 1'isomorphisme Re : TpX - M,
une métrique hermitienne sur TX , et détermine donc un isamorphisme
TgX = TpX* =& , puis, par produit tensoriel, un isamorphisme de fibrés en droites
complexes _ _
I: Tq:x Do o .
Plus explicitement, si z = x+iy est une coordonnée locale telle que g admette
l'expression (1.3.4), alors
9 = 1 U -
—® =
I(ay, ®dz) =ge ads” .
Désignons par p la projection sur la deuxiéme composante de la décamposi-
tion en somme directe C (M;S? TEM) = c“(M;cg) ® c°°(M;Ng) déduite de (1.3.11).
puis posons :
. C%°(M: " (M: G2 T*
Pg : C (M,T]RM) — C (M;S T]RM)

Eb— p(LEg) ’

ol 1'on désigne par L la dérivée de Lie . Nous écrivons désommais TX pour TpX .

On vérifie, par un calcul local trés simple, que le diagramme suivant est commu-

tatif : %

T  — 2 CMTX ® &)
Re 14 Re oI
Py
C (M;T]RM) C (M;N) .

L'espace Met est une variété fréchétique - c'est en fait un ouvert de
7 (M;82 T*]RM) - et 1l'application canonique
I : Met — Met/W X Diff = Tp
est différentiable, en un sens convenable... . L'espace tangent & Met en g,
Ty Met , s'identifie a C (M;S2 T’]’RM) . L'application tangente Tgl'I est nulle sur
C°°(M;Cg) . De plus, le diagramme suivant est commutatif

(X TX ® ®)

H' (X;T)

2Reo1 KS
s

Tn
Ty Met = C°(M,N) —T—— T, Tp

ol le morphisme de la premiére ligne est le composé de 1'application canonique

de CC(XTX®w sur C(XTX®w) /3 C(X;TX) et de 1'isomorphisme de Dolbeault.
Les algébres de Lie des groupes de Lie fréchétiques Diff , W et W X Diff

s'identifient, respectivement, & (T4 , (MR et MR O CMTRM .

126



(676) FIBRES DETERMINANTS ET ESPACES DE MODULES DE COURBES

L'action de W X Diff sur Mef est différentiable. Nous noterons Ag la
différentielle en 1'élément neutre de l'application Y+—g.y de W X Diff
dans Met .

le stabilisateur K de g dans W X Diff s'identifie, au moyen de 1'appli-
cation canonique W X Diff — Diff , au groupe Aut(X) des difféamorphismes holo-
morphes de X dans Diff . Ce groupe est en fait trivial, ainsi que H°(X;TX) ,
si p > 1 ; c'est une extension de 7Z/2Z par un tore complexe isocmorphe & X
si p=1.

Au moyen des résultats qui précédent, on vérifie facilement la commutativité
du diagramme suivant, dont les lignes sont exactes :

0 — HO(X;TX) ey C (X;TX) i’x__ CP(X;TX ® @) — H (X;TX)— 0
0 t|iRe U|2Re oI ¢ |KSg

0 — Lie Aut(X) &—— Lie Diff —PL-» N —2— T T, —0
t pra P

A
0 —— Lie K ——— Lie W ® Lie Diff —3— T, Met - SN Tg T, — 0.

2

(1.3.12) Lie(W X Diff)

1.4. Dans ce paragraphe, nous appliquons formelfement la construction du § 1.2 au
probléme, en dimension infinie, décrit i la fin du § 1.1.

1.4.1. Falsons V= Met et G=0 XDiff . Prenons pour E 1le quotlentdeles—
pace C*(M;R) par 1'action des translations de R° : E = CCM;ED) / B°
Le groupe G admet une action sur V , donnée par la formule (1.3.2), et une
action sur E , déduite de l'action de Diff sur Cm(M;]RD) par compositioni/ Le
quotient V/G s'identifie i l'espace de Teichmiiller T .

On peut définir une métrique riemannienne naturelle sur Met , en munlssant
1'espace tangent T Met ~ C°(M;TM) du produit scalaire L?® donné par la for-
mule

(T4 ,T2) =%J G(t) (T4 () , T2 (t) dA(t) ,
M
ol dA désigne 1'élément d'aire sur M associé 3 g, et G(t) le produit sca-

laire sur & T"t‘: M déduit du produit scalaire g(t) sur TtM ; plus explici-
tement :

G(t) W Bv,u' ®v') = g'(t) (u,u") . g' ) (v,v") ,

ol g'(t) est le produit scalaire sur T::M déduit par dualité du produit sca-
laire g(t) sur TtM' On prendra pour u la densité > 0 sur Met associée 3
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cette métrique riemannienne (cf. (1.2.6)).
De plus, tout g € Met détermine des produits scalaires 12 naturels sur

Lie W = CC(M,R) , Lie Diff = c“(M;T]RM) et CCM;RP) , définis par les formules :

(w,w) J o(t) . Y(t) dA(t) o0 € CCMR) ;
M

- g(t) (V(t) ,W(t)) dA(tL) V,W € C°°(M;T]RM) ;
M

-
_[ 12 la w D
(X,y) J ;2 2 X, (£) y; (B) J A(t) x,y € C (M;RY) .

Nous noterons

. les normes associes aux produits scalaires (.,.) .
les métriques (., ')g sur Lie W et Lie Diff fournissent par samme directe
une métrique sur Lie G = Lie W ® Lie Diff , et donc une densité H(g) sur Lie G

(cg. (1.2.5)).

La métrique (.,.)g sur 7 (M; ]RD) définit une densité A 0,9 sur Cm(M;]RD) ,
par une formule analogue & la formule (1.2.4). Munissons le groupe ]RD de la me-
sure de Iebesque L . Les mesures A et L déterminent une "mesure transverse"
)‘g /L sur le quotient E = B,/l ]RD)/]R . Si 1'on identifie E a l'ortho-
gonal de RrP s SoOus-espace des applications constantes, dans (g (M, ]R ), et si
)\"; est la densité sur E déduite du produit scalaire (., ')g restreint a cet
orthogonal, on a alors la relation suivante :

.= (2m) /2 ||1||g Ay -
Bien é&videmment, |[1||; n'est autre que l'aire d¢ M mmi de gq .

Enfin, on pose (cf. (1.1.1)) :

MO

Q(g,[x]) = 28(g,x) =
i=1

AR
M

On peut établir que l'action de Kg sur E laisse invariante la densité A
(cg. [36], Appendice). Cela montre que la condition ii) du § 1.2.2 est satisfaite.
Il en va de méme de la condition i), d'aprés l'invariance de l'action S par re-
paramétrisation et transformation de Weyl.
1.4.2. L'opérateur Tg s'exprime simplement au moyen du laplacien positif Ag
associé a g :

Tg([X]) = (Agx1""'Ag}ﬁ)) .

Il vient alors, en désignant par det'A le déterminant du laplacien restreint 3
1'orthogonal des fonctions constantes :

1 1
J e";Q(ng) A (X)’ = (2n) D/2 H ].”D J e ;(XITVrX) Al (%)
E g g9 E g

(1.4.1) = (2n)D/2 Hlllg (det'A)‘D/2 .
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Cette égalité tient lieu de 1l'égalité (1.2.7).
Soient (<p1,...,<pk) une base de Lie KV , (w1,...,¢n) une base de T]R,sTp'
et (U,...,0)) les images réciproques (par Tgl'l) des l.l.!i dans ker A; . Compte

tenu de (1.4.1), la formule (1.2.8) devient :

D
3p'3+'2'|'det'g 'I-D/Z _l‘l
V(g = (m TR UK o aeeenay )
9 g
det ((§;,03) ) 11/2 -
(1.4.2) [det'A*A . ___}_3_9_] / |¢1A...Albn| ! .

det( (cor,ws) g)

De plus, si 1'on munit Lie Diff , Lie W ® Lie Diff, T_ Met et son sous-
espace C°°(M,N) des produits scalaires (.,.)g , 1l vient, a?zec les notations
du diagramme (1.3.12) :

pr; pr, =Id et p*p=14,

tandis que Ag restreinte & Lie W = ker pr, est une isométrie. Il en déocoule,

[] o [ s *
d'une part que wi est 1l'image réciproque (par Tgn|C°°(M,N)) de wi dans ker Pg '
et, d'autre part, 1'égalité :

1.4. det'P*P = det'A*A .

( 5) 99 99

Ainsi, la mesure Vv descend sur Tp - et 1l'on peut quantifier la théorie
des cordes & la Polyakov - si et seulement si, pour tout g , 1'expression sui-

vante ne dépend que de l'image de g dans Tp:

' _D ~. Nn
(1.4.4) [det ég} [det, Fp det((wl,wl)g)] .
Lz 9°9 " det((0,,0g) )

Comme toute la construction précédente est équivariante sous l'action de Diffy ,
cela a lieu si et seulement si cette expression ne dépend que de 1'orbite de g
sous l'action de W , et dans ce cas, la densité que l'on en déduit sur T - la
mesure de Polyakov - est invariante sous 1l'action de l"p (cf. § 1.2.4).

Pour donner une signification rigoureuse aux intégrales fonctionnelles ou,

Ce qui revient au méme, aux déterminants d'opérateurs dans l'expression (1.4.4),
nous allons faire usage de la "réqularisation-zéta" (cd. [451, [28]). (D'un point
de vue physique, cette méthode fait disparaitre des "termes infinis", qui peuvent
en fait étre compensés par des contretermes locaux sur M ; cf. [1] et (1.5.4).)
On verra alors que, avec cette interprétation rigoureuse de (1.4.4), la condition
d'invariance sous l'action de W est réalisée si et seulement si D est la di-
mension critique 26 .
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1.5. Déterminants réqularisés

1.5.1. Soit M une variété C compacte, de dimension d , munie d'une métrique
riemannienne g , et soit E un fibré vectoriel sur M , ol , de rang fini, muni
d'une métrique <.,.> . Au moyen de ces métriques, on peut définir le produit sca-
laire de deux sections sur M de E, s, et s, , par la formule :

(sq,8;) = [ <s4(x),5; (X)> ux) ,
Ju

ol u(x) désigne 1'élément de volume sur M défini par la métrique riemannien—

ne g . Grice a ce produit scalaire, on peut construire l'espace de Hilbert
L2(M;E) des sections L? de E sur M.

Soit P un opfrateur différentiel elliptique d'ordre p (> 0) , agissant
sur les sections C. de E sur M. Supposons P positif, c'est-a-dire que,
pour toute section s , ¢ ,de E sur M:

(s,Ps) 20 .

En tant qu'opérateur non borné sur L2?(M,E) , de domaine l'espace C’(M;E)  des
sections C° de M sur E , P est essentiellement autoadjoint. Le spectre de
sa fermeture est un ensemble fermé discret de réels positifs, chacun de multipli-
cité fini. On notera (A'n)nel\l la suite des valeurs propres de P , en ordre
croissant, répétées suivant leur multiplicité.

1.5.2. Il est possible de définir le déteminant régularisé de P restreint a
(ker P)‘L , det'P , par le procédé suivant, connu sous le nam de hZgularisation
zéta (Ray - Singer [45]).

On remarque que, formellement :

d -s
= Z ) =- X 1 .
ds (An;so Ao |s=0 An#0 9 An
Or, la série de Dirichlet
() = 2 A°
% T

est convergente si Re s > g , définit une fonction holamorphe sur ce demi-plan
et admet un prolongement méromorphe sur € tout entier, holamorphe en 0 (Seeley
[46]1, [24]). En fait on peut calculer C,P a partir de 8P (t) := trace e P

(t € R¥) par transformation de Mellin :

00
_ 1 o s-1
(1.5.1) ZP(S) = o) L: [5p(t) dimker P] t dat ,
tandis que [Sp(t) - dimker P] décroit exponentiellement lorsque t tend vers +e,
et admet un développement asymptotique au voisinage de 0 :
i-d

(1.5.2) 9 (t) ~ 2 a tpP (£t — 04) .

P ien
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Cela conduit & définir det'P par 1'égalité :
det'P = exp [~ LI')(O)] .

1.5.3. Exemple 1. Si M est le cercle de circonférence £ , R/LZ, et P le
2
laplacien scalaire sur M, - ad—)-?- , alors le spectre de P est formé de 0 (va-

leur propre simple) et des (%)2 , n€N* (valeurs propres doubles). Par con-
séquent :

- -2s

2rn

L0 = % 2(22)

ol [ désigne la fonction zé&ta de Riemann. Comme :

2s
-2(£) tes

') = -3 log(m ,
on obtient
(o
det (— -d?\ = Zz .

Si l'on fait dans cette formule £ = 2n , on voit que la régularisation z&ta donne
la valeur v2m au produit divergent ! = 1.2.3.4... .

Exemple 2. Lorsque M est un tore de dimension 2 , muni d'une métrique rieman-
nienne plate, et que P est le laplacien scalaire sur M , alors LP est une
fonction z&ta d'Epstein, dont la dérivée en 0 est donnée par la "premidre for-
mule limite de Kronecker" (voir, par exemple, [47], p. 73-75). On trouve, si M
est isométrique au quotient T/wZ + wtZ , ol € ~R est muni de la métrique
usuelle, w,TECTC* et ImT> 0 :

(1.5.3) det'P =A Im T |n(v)|*

ol A=|w/ Imt désigne l'airede M, et n , la fonction de Dedekind :

~=T o 2mi
n(t) = e12 I (1-e T
n=1

1.5.4. La fonction Sp(t) se calcule en intégrant sur la diagonale de X x X
la trace du noyau p, (x,y) de e, Lorsque t tend vers 0 (dans R} ),

) .

pt(x,x) admet un développement asymptotique
i-d

p,x,x) ~ Z tP e (v
LT ¥ i

ol les en sont C° et se calculent par des formules locales universelles a
partir du symbole complet de P et des métriques sur M et E .

Soient, par exemple, M une surface de Riemann compacte et E un fibré
vectoriel holomorphe sur M , de rang r . Munissons TCI:M , le fibré tangent
[.]" . La métri-
| détermine une métrique riemannienne sur M , et une métrique hermitienne

holomorphe de M , et E de métriques hermitiennes ||.| et
que ||.
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sur le fibré o des formes de type (0,1) sur M . Considérons 1'opérateur

"3 & coefficients dans E " :
Byt COpE) — CMERE) .

Grace aux métriques

et ||.]|' , on peut définir des produits scalaires I2 ,
(ers) , sur C(ME) et CC(ME®F , puis un adjoint formel :

5%“: : Cw(M;E B o) — Coo(M;E) '
caractérisé par :

(BE s,t) = (s,BEt) .

Le produit P = _BE §E est un opérateur elliptique positif du second ordre. La tra-
ce sur la diagonale du noyau Py de &% admet comme développement lorsque
t— 0+ (cg. [24], § 4.8) :

(1.5.4)  trace p_(x,x) = - A+ Z o (T M

) +%C1(E;

Y +0(t) ,

ol A désigne 1'élément d'aire sur M associé a sa métrique riemannienne, et
cq(.,.) la premiére "forme de Chern" d'un fibré vectoriel hermitien (cf. § 2.4).

1.5.5. Il vient de plus, pour tout réel A > 0 :
(1.5.5) det' 0p) = AP0 getr (p)
Grace aux formules (1.5.1) et (1.5.3), on obtient 1l'expression suivante pour QP(O):

CP(O) =ay - dimker P .

Ainsi, lorsque P est 1'opérateur 5;‘: Z_BE considéré au paragraphe précédent, on a:
Cp(0) = <cq (M), [MI> + 3 <cq (B) , [MI> - hO (M;E)

(1.5.6)

1]

-L (-1 +3d® -reME ,

ol p désigne le genre de M . En particulier, si E est le fibré trivial ou le
fibré Ta:M , QP(O) s'exprime en fonction de p .

1.6. L'anomalie conforme et la mesure de Polyakov
Revenons aux notations des § 1.3 et 1.4. Grdce a la régqularisation zé&ta, les
déterminants det'Ag et det'P; P_ ont maintenant une signification rigoureuse.

Par conséquent, grice aux formules (1.4.2) et (1.4.3), v(g) aussi est un &lément
bien défini, >0 , de |A|T* T_ .
v p

1.6.1. D'aprés la formule (1.3.6), on voit que
1.6.1 det'a = det'4 (3%3) _ .
( ) g ( )g

Dans cette égalité, Ag agit sur les fonctions scalaires réelles, et 3*3 sur
les fonctions scalaires complexes. Compte tenu de (1.5.5) et (1.5.6), il vient :
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' 1 (RE*T
det Ag _ det' (5 B)g
nipz CP a2

9 g9

(1.6.2)

’

ol C, est une constante ne dépendant que de p . (L'indice g accolé a W)
rappelle que 3* dépend du choix de g , et non seulement de la structure com-
plexe définie par g .)

Camme, dans le diagramme (1.3.8), 1'isamorphisme % Re multiplie les normes
par -;— , et 1'isamorphisme 2 Re,I par -/15. , on voit que les valeurs propres
de P{:q Pg (qui opére sur un espace de Hilbert réel) sont les valeurs propres de
2 §;X 3py (qui opdre sur un espace de Hilbert camplexe) avec une multiplicité
double.

Ainsi, si (®,,...,® /2) est une base de l'espace vectoriel camplexe
HO (X; Tcx) ’ (\F1,...,‘¥ /2) une base de 1'espace vectoriel camplexe H'(X;TX) ,
et si (‘!’1,...,4' /2) sont les images réciproques des \P dans CC(X;TX® @) ,

orthogonales a 1'image de BTX , et si 1'on pose :

(to1,...,cpk) = (<I>1,...,¢k/2,1¢ ,...,i@k/2)
et

(w1,...,d)r) = (‘1»’1,...,‘111:/2,1‘1’1,...,1 /2) ’
il vient alors, compte tenu de (1.5.5) et (1.5.6) :

det (&, 0.) )
iy g

.6. 'p* =C' 1D e, Y e,
(1.6.3)  det'Pg By det ((@p,05) o) Cplblai e, /2 Eareee )]
ol I
_ det ((¥,;,%.) )
1.6.4) D R S A = ———11
(1.6.4)  DG7@ @i ¥ seee ¥y ) = det! (A B det((,,0,) )

et ol CI'D est une constante ne dépendant que de p .

1.6.2. Les fornmules d'anomalies conformes

Soient p € CC(M;R) et g' = epg . Soit R la 2-forme de courbure de me
muni de la métrique g . Si z = x+iy est une coordomnée locale holomorphe sur
X,etsi g=e¥@x®ax+dy ®dy) , alors R=300 (cf. (2.4.1)).

La variation des expressions (1.6.2) et (1.6.3) lorsque la métrique g' est
substituée & la métrique g est donnée par les formules suivantes, dites 4ormules
d'anomalies conformes (cf. [42]1, [1]1, [21] et § 2.6) :

e

t! ' t!
0.6.5) det' (2 Dgr _ 1(g,0) % (3*3) g

nil2, N2

g g
' .y _ .13L(g,p) . .
(1.6.6) Di(g '4)1""'@](/2’ reee ¥ /2) e D(g,<1>1,...,d>k/2,'¥1,..., r/2) .
ol
(1.6.7) L(g,p) = —1— [ [30 A 3o + 20R] .
24mi Jy
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1.6.3. Il découle des formules (1.6.5) et (1.6.6) que l'expression (1.4.4) est
multipliée par exp[(lB-%)L(g,D)] lorsque g est remplacée par g' .

Ainsi, v(g) ne dépend que de L'onbite de g sous L'action de W &4 et
seulement 44 D = 26 . Et 1'on voit facilement que, alons, v(g) ne dépend que de
Mg € T, et définit wre section de |al (zp T etrictement positive, ¢ et
Anvardiante sous L'action de l"p (cf. § 1.4.2 et théoreéme 2.1).

Cette section définit une mesure sur Tp , La mesure de Polyakov, que nous

noterons W, . Come 1, est invariante sous I‘p , on peut l'identifier a une
mesure sur Mp .

1.6.4. La mesure de Polyakov surt T,
Au moyen des résultats du § 1.3.5 et des formules (1.5.3), (1.5.5) et (1.5.6),

on obtient aisément 1'expression suivante pour la mesure de Polyakov sur T, (cf.
[41]) :

- 1 -12 —48 idt AdT
(1.6.8) by = 2_(211,—)—1—3 (Im T) ITT(T)I E_(—IFL'_);

Le membre de droite dans cette égalité est bien invariant sous l'action de PSL,(Z),
puisque n est Z-périodique et vérifie 1'équation fonctionnelle n(- %) = E n(t).
r P21

Iorsque p>1, Kg et HO(X;TX) sont triviaux, et §= 3p-3 . La densité
de Polyakov en un point de Tp représenté par une métrique g , possé&de donc 1l'ex-
pression suivante, avec les notations du § 1.6.1 :

1.6.5. La mesure de Pofyakov sur Tp

J[det! (3%3) g3
pl iz |

g9
aprés identification de H'(X;TX) et T,T , par KS_ .

(1.6.9) det (3

ALY4A .. ALY |~

* = ~ o~

x o) g et (¥ ¥ ) |‘¥1A.../\1¥3p_3 33
D'aprés la théorie de l'uniformisation, toute surface de Riemann compacte

connexe de genre p > 1 admet une unique métrique de courbure scalaire -1 . Lors-

que la métrique g satisfait a cette condition, l'expression précédente devient :

1.6.10 " [det' (3%3) 17"> det' (3% 3 awp ,
( ) cp [det* (3*9) 17" det* (3, By

ol dWP désigne la mesure de Weil - Peterson sur T_  (cf. [10]).

Les déterminants réqularisés figurant dans (1.6.10) peuvent s'exprimer en
termes des valeurs en des points entiers de la fonction zéta de Selberg d'un
groupe fuchsien I' € PSLo(Z) tel que X~ {z €T , Imz >0} /T , et de sa d&
rivée. Ces expressions permettent d'étudier le comportement asymptotique de Wy
"3 1'infini sur Mp " (cg. [23], [201, (51, [16], [48]).

2. FIBRES DETERMINANTS ET DETERMINANTS REGULARISES

2.1. Fibré déterminant ([44], [12])

Soit Po un opérateur différentiel elliptique sur une variété compacte Xo ,
agissant sur les sections d'un fibré vectoriel Eo , a valeurs dans les sections
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d'un fibré vectoriel Fo . L'opérateur P, est un opérateur 3 indice : son noyau
et son conoyau sont de dimension finie. On peut donc définir 1'espace vectoriel de
dimension 1 :
1
DETPo = (A%ker Po)*® (a2 coker Po) .
(d = dim kerPo ; d' = dim cokerPo) .

On peut voir DETPo comme le dual de la "puissance extérieure de degré maximal"
de "l'indice" de Po, défini comme la différence formelle kerPo - cokerPo .
Soit T : X — S une fibration localement triviale C. , a fibres compactes,

soient E et F des fibrés vectoriels C. sur X , et soit P = (Ps)ses une
famille C° d'opérateurs elliptiques sur les fibrés de m :

Ps : 1 (s) ,E) — 1 (s) ) .
La famille d'espaces vectoriels (DET Ps)ses admet une structure naturelle de

fibré en droites C~ . Nous noterons DET P ce fibré en droites sur S , que 1'on
appelle §ibré déterminant de la famille P .

2.2. Fibré déterminant de l'opérateur o sur une famille holamorphe de surfaces

de Riemann compactes

Dans cet exposé€, nous nous intéressons au cas particulier suivant de famille
d'opérateurs elliptiques : la fibration m : X — S est une famille holomorphe
de surfaces de Riemann compactes (cf. § 1.3.1) ; E est un fibré vectoriel holo-
morphe sur X , et F =E QE’XIS ; P est la famille des opérateurs
%,s * C1(s);E) — (1 (s)E ® w, o) - Nous noterons 3, cette famille
d'opérateurs.

Dans cette situation, le fibré déterminant DET 5E admet une structure holo-
morphe naturelle, campatible avec sa structure C. , que 1'on peut caractériser
par les propriétés suivantes.

i) Compatibilité avec Le changement de base. Soient m : X — S une famille
holamorphe de surfaces de Riemann con‘pactés, E un fibré vectoriel holamorphe
sur X, S' une variété C-analytique, et f : S' — S une application holo-
morphe. Posons

X' =X xg S' = {(x,8') €XxS'" nkx) =f(s")};

n X' —8S8" ; F:X' —X
(x,s') > s' (x,8") b x .

Alors m' : X' — S' est une famille holamorphe de surfaces de Riemann campactes.
La fibre m'-1(s') s'identifie & n:1(f(s')) ; et Dmsf*E’s. & DET BE’f(s.)
Les structures holomorphes sur DET af*E et DET BE sont telles que ces isamor-
phismes déterminent un isomorphisme de fibrés en droites holomorphes :
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DET 3z, ~ £* DET 3 .
ii) Compatibifite avec La structure holomorphe des images directes. Supposons
que 1e-s_ dimensions h° et h' de ker §E,s =~ HO (-1 (s),E) et
coker BE,s = H'(t"1(s),E) ne dépendent pas de s € S . Les faisceaux R°Tm,E et
R'n,E sur S sont alors localement libres, et s'identifient aux faisceaux des
sections holamorphes de fibrés vectoriels holomorphes sur S , Eo et E, , dont
les fibres en s € S sont respectivement HO(n~'(s),E) et H'(n"'(s),E) . La
structure holomorphe sur DET §E est telle que 1'isomorphisme de familles d'es-
paces vectoriels indexées par S

DET 3 =~ (A% Eo)* ® (4" E,)
soit un isomorphisme de fibrés en droites holamorphes.

iii) Compatibilité avec Les suites exactes courtes de $4brés. Soit
0 — E; — E; — E3 — 0 une suite exacte de fibrés vectoriels holamorphes
sur X . Pour tout s € S , la suite exacte longue de cohamologie associée a cette
suite exacte de fibrés vectoriels restreinte & m~'(s) détermine un isomorphisme :
DET 5, = DET §E1,s ® DET §E3'S .
Les structures holomorphes sur DET 5Ei , i=1,2,3, sont telles que ces iso-

morphismes déterminent un isomorphisme de fibrés en droites holamorphes

27S

DEl‘aEz'zDEI‘ 3E1 ® DET aEa .

La notion de fibré déterminant a été introduite initialement dans le cadre
de la géométrie algébrique ([49], [31]). En particulier, si une famille holamorphe
de surfaces de Riemann campactes T : X — S est en fait un morphisme propre de
variétés algébriques complexes, et si E est un fibré vectoriel algébrique sur X,
alors DET 5E posséde une structure canonique de fibré en droite algébrique, cam-
patible avec sa structure holamorphe. (On prendra garde que les définitions du
fibré déterminant des "géomdtres" - celle de [49] et [31] - et des "physiciens"
- celle employée ici - différent par un "signe" :

det Rm, E = (DET SE)* J)

La notion de fibré déterminant d'une famille différentiable d'cpérateurs
elliptiques apparalit plus récemment dans la littérature (en relation notamment
avec 1'étude des anamalies ; cf. [4]).

2.3. La métrique de Quillen
Reprenons les notations du § 2.1.

Supposons les fibres m~1(s) munies de métriques riemanniennes, dépendant
de s de fagon ¢ (i.e. que le fibré tangent vertical T X|S est muni d'une
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métrique c’y, et que les fibrés vectoriels E et F sont runis de métriques ce.
Alors, pour tout s € S , on dispose de produits scalaires I? , notés (.,.),
sur C@1(s) ,E) et Coo(T[—" (s),F) , qui définissent par restrictions des produits
scalaires sur ker Ps et sur coker Py = (im PS)J' . Ces produits scalaires déter-
minent par produits tensoriels, ... , un produit scalaire sur DET Ps . Explicite-

ment, la nomme ||. HL2 associée 3 ce produit scalaire est donné par la formule
suivante, ol (V1""’Vd) et (w,l,...,wd.) désignent des bases de ker Ps et
coker P_ = (im P )" :

det((wi'wj))lsi,jsd'

det ((vy,vg))

v, aeeeav) ™ B (w oA eoawg)||? =
1<r,s<d
De plus, 1l'adjoint p; est bien défini.

En général, a cause des "sauts" de la dimension de ker Ps lorsque s varie,
la métrique ||.| L2
DET P . Cependant :

[] P s oo : -~ . . -
n'est pas une métrique C , ni méme continue, sur le fibré

THEOREME 2.1 (Quillen ; [44], [12]).- La métrique de Quillen, définie sur DET P_
par La formule :

(2.3.1) lI.1lg = (cet' B2 R 172

ILZ 4
est une métnique C° sur DET P .

Dans la formule (2.3.1), det' désigne le déterminant défini par régulari-
sation zéta (cf. § 1.5).

2.4. soit F un fibré vectoriel holomorphe sur une variété C-analytique. Pour
toute métrique hermitienne || .|

sur F , il existe une unique connexion unitai-
re V sur F compatible a& la structure holomorphe de F (i.e. telle que la
camposante de type (0,1) de V coincide avec §F ). Au moyen de cette connexion
et des formules de Chern-Weil pour les classes caractéristiques, on peut associer
a (E;]l ||) des formes différentielles fermées qui représentent en cohomologie
de De Rham ses classes de Chern, son caractére de Chern et son genre de Todd :
les "formes de Chern" c; (F; Il.]) , la "forme caractére de Chern" Ch(E;||.]||)
et la "forme de Todd" TA(E:|l.|) .

Lorsque F est un fibré en droite, la courbure de V estla (1,1)-forme définie
localement par la formule :
(2.4.1) R =393 log [[s]|?,

ol s désigne une section holomorphe non nulle de F , et il vient :
1

(2.4.2) ci(Fi . 1D =-55R
(2.4.3) ch(F:|l.]]) = Z L, F: . )k
x>0 k!
(2.4.4) (|| 1) = 1+ 3 ca®s . D +—1l2-c1(F;||.||)2 +oaen .
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2.5. Un théoréme de Riemann - Roch - Grothendieck local

Si O est une forme différentielle, nous notons c(k) sa camposante de

degré k .

THEOREME 2.2.- Soient T : X — S une famille hofomonphe de suifaces de Riemann
compactes, et E un §ibnZ vectoriel holLomorphe sun X . Sodlent T
trique hermitienne C sur Le §ibné en droites complexes T =T X|S ( o
finit une famille C  de métriques riemanniennes sur les fibres de T ) ot |.
une métnique hermitienne C. sur E . Soit La metrnique de Quillen sur
DET SE ¢ definie au moyen de ces métriques. On a alors L'égalits de formes diffé-
rentielles sur S :

une me-

=

dé-

E

(2.5.1) cq (DET 3

[E) Td(T; ” ©

(4)
D)

Al )=—J {Ch(E;
E Q X|s

Dans cette formule, JrXIS désigne 1'intégration des formes différentielles
le long des fibres de m .

Lorsque E est un fibré en droite, la formule devient, d'aprés (2.4.3) et
(2.4.4) :

(2.5.2) ¢4 (DET ;|

Q)

La version cohamologique du théoréme 2.1, c'est-a-dire 1'égalité (2.5.1) &
des formes différentielles exactes prés, est une conséquence immédiate du théoréme
de 1'indice d'Atiyah - Singer pour les familles. Lorsque T est un morphisme al-
gébrique de variétés quasiprojectives complexes et E un fibré vectoriel algébri-
que sur X , c'est aussi une conséquence du théoré@me de Riemann - Roch - Grothen-
dieck (qui fournit en fait une égalité plus précise, valable dans le groupe de
Chow rationnel de S ; remarquer que c4(det Rn E) = cq(RT,E) ).

La formule (2.5.1) a &té &tablie par Quillen ([44]) lorsque X est le pro-
duit de la base S par une surface de Riemann compacte Xo , et
m=pry : X x S —> S , et par Belavin et Knizhnik ([7], [8]) lorsque E = T®".
En fait, ces auteurs considérent des métriques particuliéres.

P2+ ca(T

1
T)C1 E:]]. “E) 35 C1 (E;

Bismut et Freed ont prouvé un énoncé analogue au théoréme 2.2 pour des fa-
milles C d'opérateurs de Dirac ([12]) ; leur démonstration utilise les méthodes
probabilistes développées par Bismut pour sa preuve du théoréme de 1'indice local
des familles ([11]). Il est possible de démontrer le théordme 2.2 3 partir de
leur résultat, combiné a une formule "d'anamalie conforme", conséquence directe
de (1.5.4).

Des théorémes analogues au théoréme 2.2 avec X de la forme Xo x S , mais

Xo de dimension complexe arbitraire, ont été établis par Donaldson ([17]) et par
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Gillet et Soulé ([25]). Ces derniers sont motivés par la généralisation en dimen-
sion supérieure du "calcul sur les surfaces arithmétiques" développé par Arakelov
et Faltings. Signalons & ce propos que divers développements des résultats et des
méthodes décrits dans cet exposé sont &troitement reliés aux constructions "aux
places infinies" du calcul sur les surfaces arithmétiques d'Arakelov et Faltings
(cg. [33], [61, [3], [30]).

2.6. Montrons maintenant comment les formules d'anamalies conformes (1.6.5) et
(1.6.6) peuvent se déduire du théoréme 2.2. Cette démonstration met en &vidence,
d'une part, le lien entre les diverses sortes d'anamalies en théorie des champs
en dimension 2 (c4. [2]), et, Q'autre part, la relation entre "l'action de
Liouville" (1.6.7) et les classes secondaires de Bott et Chern (cf. [14] et [25]).
En particulier, elle fait apparaitre la valeur 26 de la dimension critique comme

un avatar du coefficient —115 dans le genre de Todd (2.4.4) : % =12+1 !

Soient X, une surface de Riemann campacte, et ||. ||o une métrique hermi-
tienne sur meo ; cette métrique définit une métrique hermitienne sur megn

(n € Z) . Au moyen de ces métriques, on construit une métrique de Quillen ||. HQ o
— r
sur l'espace DET aTXE . La formule d'anamalie conforme donne le rapport entre

les métriques de Quillen ||. ”Q o et |l IIQ | Sur cet espace déduites de deux
4 ’

métriques hermitiennes ||. ”o et |. |1 sur T X .
PROPOSTTION 2.3 ([431, [11).- ¢ |||, = f[l. | , atons
.l -
(2.6.1) Q1 _ exp[m(““,) +1 Jf (£R + 9f A af)]
g0 12mi X

o R deésigne La (1,1)-forme de courbure du §ibré holomorphe TX muni de La
.||o (cf. (2.4.1)).

metrnique

Les formules (1.6.5) et (1.6.6) se déduisent de (2.6.1) en faisant n =0 et
n =1 . (Remarquer que le produit scalaire L? sur coker 3 est indépendant de
la métrique sur TX ; cf. § 1.3.2.)

Si on applique le théoréme 2.2 lorsque E est le fibré T mmi de la mé-
trique ||.|lE déduite de ||. par produit tensoriel, il vient :
(2.6.2) e (0BT 3 ]Il ) =-§5‘—(ﬂﬂi-1-Jr e (T [l

12 X|s

Soit alors F € C (X x C,R) telle que les fonctions £, =TF(.,s) dépendent
seulement de [s|, fo =1 et £, =f . La formule précédente, appliquée 3 la
famille triviale S=C, X=X x T, ™ = pra et i la métrique ||.|| = &F

T

2

)* .

= e

l
o
sur T , devient, par un calcul facile :

-5 3 {nm+1)+1 [
Qs s s | o1emi g

- eyl
(2.6.3) 9y 9y log 1. (ER+ afsf\afs)I .
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oa ||. ”Q,s est la métrique de Quillen sur DET 5’1‘“ cbtenue 3 partir de la métri-
que efs.lo sur Xo . Came f_ et l‘Qs ne dépendent que de |s| , la
’

formule (2.6.3) implique la formule (2.6.2).

3. LA MESURE DE POLYAKOV ET L'ISOMORPHISME DE MUMFORD

3.1. Soit m : X — S une famille holamorphe de surfaces de Riemann compactes.
Munissons T = T X|S d'une métrique hermitienne, et considérons les fibrés déter-
minant DET 50 et DET 5T , Munis des métriques de Quillen ||.| o deduites de
cette métrique sur T et de la métrique triviale (||1]|= 1) sur le fibré tri-
vial 0 .

La formule (2.6.2), avec n=0 et n =1, fournit 1'égalité suivante :

THEOREME 3.1 (Belavin- Knizhnik ; [7], [8]).

. 0
3.2. Par ailleurs, si X et S sont quasiprojectives et si m est un morphisme
algébrique, on obtient par un calcul analogue 3 celui conduisant i la formule
(2.6.2), utilisant non pas le théoréme 2.2, mais le théoréme de Riemann - Roch -
Grothendieck, l'existence d'un entier naturel N> 0 tel que les fibrés en droi-
tes (DET §T)®N et (DET 50)6913N soient iscmorphes, en tant que fibrés algébri-
ques.

I1 est possible d'établir un résultat plus précis, en considérant une rigidi-
fication convenable de l'espace des modules Mp :

cq (DET 5.1.;

Q) = 13 c4 (DET 80;

) .

THROREME 3.2.- Soit P w entiern 2 2 . IL est possible d'associen a toute fa-
mille holomonphe de surfaces de Riemann compactes connexes de genre p ,
m: X—> S, un {somorphisme de §ibrés en droites :
M_ : DET _TX|S ~ (pET 3)%"°

de sonte que :

i) 4La donnée des divens M s0it compatible au changement de base ; c'est-a-
dine, avec Les notations du § 2.2, Le diagramme swivant de §ibnds en dnoites
holomonphe sun S' est commutatif :

M,

— . (DET 50X')°13

DET 3p 41|51

zl :
£*M

£*DET 3, T, £*(DET §OX)8’3

TX|S

(dans ce diagrnamme, Les f§leches venticales sont Les isomonphismes décnits au
§ 2.2 1)).
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ii) S m est un monphisme algébrique de varniZtés quasiprojectives complexes,
et done que DET -T x[s et DET §0X possedent des structurnes de §ibnés en droites
algebriques sur S , alons M est un Lsomorphisme algebrique.

On appellera isamorphisme de Mumford £a donnZe d'une telle famille {Mn} .
Si M3 et M sont deux isomorphismes de Mumford, il existe A € C*
Zek que, pour toute T , ”ﬂ-'[=;‘”§1 .

Cet énoncé découle du théoréme de Mumford ([39], th. 5.10), du caractdre al-
gébrique des déformations verselles des courbes holomorphes compactes, et du fait
que les fonctions réguliéres inversibles sur les espaces de modules Mp sont
constantes (ce dernier fait découle de la description explicite de M si p=1
ou 2, et d'un argument utilisant la compactification de Satake si p 2> 3 ; c§.
démonstration du théoréme 3.3).

3.3. Le théoréme 3.1 admet comme conséquence 1'é&noncé remarquable suivant (Beilin-
son, Drinfeld ; c4. [7], [8]) :

THEOREME 3.3.- Soit p un entien 2 2 et soit M3 un Lsomorphisme de Mumford
pour Les surfaces de Riemann de genre p .

1L existe une constante C € ]R’: ZLelle que, pour toute famille holLomorphe de
surfaces de Riemann compactes connexes de gente p, T : X — S , et toute mé-
Mique hermitienne ||.|| . swr T :=T X|S , £'isomonphisme de Mumfond verifie :

M Ellg=cllelly
Les metrniques de Quillen déginies a partin de |

T

(c§.

o £'on note
§ 3.1).

-l v

Esquisse de démonsitration. Le théoréme 3.1 implique que, pour toute famille
p + il existe une fonction o € (SR

m: X—>S et toute métrique

telle que : _
M, Ellg=ollEll, et 23 logo=0.

La formule d'ancomalie conforme (2.6.1), avec n=0 et n=1, et la campatibi-

lité de 1'isamorphisme de Mumford au changement de base, montrent que ®(s) ne

dépend que de la classe de m~'(s) dans M .

Si p 23, cela implique que ¢ ne dépend que de p : une fonction pluri-
harmonique sur Tp , invariante sous r‘p , est constante, car par tout couple de
points de Mp passe une courbe campléte dans Mp (cg. [27]). Cela tient au fait
suivant : soit Mp la compactification de Mp obtenue en prenant la fermeture
de Mp » plongé dans la compactification de Satake de l'espace des modules des
variétés ab&liennes principalement polariées de dimension p au moyen de 1'appli-
cation jacobienne ; ‘Mp est une variété projective, et T/fp - Mp est de codi-
mension 2= 2 dans Mp .
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Iorsque p = 2 , il est nécessaire pour conclure de disposer d'une majoration
sur la croissance de ¢ & l'infini dans Mz . Une telle estimation peut se dé-
duire des expressions de déterminants régularisés en termes de fonction zéta de
Selberg (cf. § 1.6.4 et [48]).

3.4.1. Remarquons que la donnée d'une densité c , >0 , sur une variété (C-ana-
lytique Z correspond & la donnée d'une métrique hemitienne sur le fibré en
droites @, des formes différentielles holamorphes de degré dJ.ma: Z ; une telle
métrique définit une densité w par la formule locale

w=lsl™ Isas|,

ol s désigne une section holamorphe non nulle de W, -

3.4.2. On suppose toujours p > 1 , et on considére "la" courbe universelle de
Teichmiiller m : Cp — Tp . On dispose d'identifications :
I, : DET 3p, - (WP E)*
¢
g 3p-3
~ ~ *
I> : DET 9, — A I‘mTpﬁmrp.
ol l'on désigne par E le fibré vectoriel holomorphe de rang p sur Tp , de
fibre en s le vectoriel H°(n '(s),w) , dont le faisceau des sections holomor-
phes s'identifie & R° n*wcpITp . L'identification I: découle du fait que
RO T, OCP est canoniquement triviale et de la dualité de Serre

TC |T
p P

R m, Ocp =~ (RO “*‘*’CplTp)* . L'identification I> découle de l'annulation de
RO m, TCplTp et de 1'isomorphisme de Kodaira - Spencer.
Un isomorphisme de Mumford {’Mn} définit alors, gr8ce aux identifications I,
et I> , un isomorphisme
M:o = (IR,
p

Le fibré E est muni d'une métrique hermitienne C naturelle, définie
dans chaque fibre ES = Ho(n~1(s) ,w) par la formule (1.3.5) ; c'est aussi le
produit scalaire L2 défini & partir d'une métrique hermitienne arbitraire sur
T CplTp , et de la métrique duale sur w¢_ 7. . Cette métrique hermitienne sur E
détermine une métrique hermitienne || || sur AYE . Explicitement, avec les no-
tations du § 1.3.4 :

llo, () A ... A(.og(s) [|2= det ((w, (s) r25(s))) = det Im Q(s) .

1<i, j<g

313

Soit la métrique hermitienne sur w9 E)
de la métrique ||.|| .

"puissance treiziéme"

le théoréme suivant affirme que la mesure de Polyakov est de nature "algé-
brique" :
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THEOREME 3.4.~ La mesuwie de Polyakov Wy sut Tp coincide, a un facteur multi-
plicatif constant prés, avec La mesure Aur Tp définie par La méirnique sur “’T
déduite de La métrique sur (A9 E)®'3 pan £'isomonphisme M .

Ce théoréme est une conséquence du théoréme 3.3 et du fait que 1l'on peut
écrire 1'expression (1.6.9) de la densité de Polyakov en un point s de T sous
la forme suivante ( o € axr - {0} ) =
2-| -13
aJ

Le lien entre le 13 dans le théoréme de Riemann - Roch - Grothendieck appli-
qué au fibré trivial et au fibré tangent relatif d'une famille de courbes, et la
dimension critique 26 = 2 x 13 , semble avoir &té remarqué indépendamment tout
d'abord par Alvarez ([2]) et Manin ([32]), puis a &té retrouvé et réinterprété
par divers auteurs ([7], [15], [13]).

{“0’1 (s) A ... AG(s) |2 HI1 ((w1 (s) A... Awg(s))“)ll 117" -1 IIS loaol|.

3.6. Soit M/ la compactification de M_ par les courbes stables. L'interpréta-
tion de la mesure de Polyakov au moyen dle) 1'isamorphisme de Mumford permet de
décrire son camportement au voisinage du diviseur i 1'infini A = Mp - M .
Considérons, pour simplifier, une courbe stable C de genre p , possedant
un unique point double, et sans automorphisme non trivial. La classe [C] de C
dans Mp est un point lisse de ﬂp 7 le diviseur A est lisse au voisinage de
[C] et [C] possdde un voisinage U dans A_r{p tel que 1'application
Tp —_— Tp/l‘p = Mp soit un revétement au-dessus de U , et qu'il existe au-des-
sus de U une courbe stable universelle m : X — U .
On peut montrer, en utilisant le théoréme de Mumford ([39], th. 5.10) et
la théorie des déformations des courbes stables, qu'un isamorphisme de Mumford :

)
@p = B T @y y_p)

se prolonge en un isomorphisme :

@13

~ (AP @13 _
wy = (AT T, mXIU) ®0(- 24) .

On en déduit que, si (w a1V sont des coordonnées locales au voisi-

)
3g-3
nage de [C] telles que A soit défini par 1'équation wy; = 0 , la mesure de
Polyakov s'écrit dans ces coordonnées :

= —4 = o
Yy = [w,| f(w1,...,w3g_3) |dw1A...Adw39_3/\dw1/\.../\dw3g_3| ,
od £ est C et >0, si C n'est pas irréductible ;
f - —qq—13 - —-1,713
bp = {1y oy 17172 g0,y +o( I, L10glw, | 717)]

|dW1A.../\dW Adv_v1/\.../\d§

39-3 3g-3
ol g est C° et >0, si C est irréductible.
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De plus, on peut relier les "résidus" £(0 ,w1,...,w3g_3) et g aux mesures
de Polyakov sur les espaces de modules associés 3 la (ou aux) courbe(s) déduite(s)
de C par normalisation ("factorisation").

3.7. La mesure de Polyakov sur T2 et Ts ([91, [35], [37])

3.7.1. On pose, pour tout Q € Hp et tout (a,b) € 9 x 9 .

S[;](O,Q) = Z exp[Ttit(n+a)Q(n+a+2nit(n+a)b] .
nez9d

On note F 1le fibré vectoriel sur Tp , de fibre en s 1le vectoriel

HO (=7 (s) ,0?) , dont le faisceau des sections holomorphes s'identifie & R°m, o)z, T
PP

3.7.2. La mesure de Polyakov sun Ta

On dispose d'un isamorphisme "algébrique"

- ®
(3.7.1) (DE.T 30 ) a0
2

(En fait, le groupe de Picard du foncteur des modules Pic (M2) est isomorphisme
a Z/10Z et admet A, comme générateur ; cf. [39]). Cet isamorphisme peut s'ex-
pliciter au moyen de fonctions théta. Posons :

Tz.

f2 : Hz—-—*ﬂ:

A [31,936_{[(;,1}2 '[212](0 Q)J
€1.€2€27%
C'est une forme Sp(4,Z)-modulaire de ids 10 sur Hx , qui ne s'annule que
sur le diviseur D , orbite de {(B’ ) s Imty >0, Im T2 > 0} sous l'action
de Sp(4;Z) . Ce diviseur est le complémentaire de 1l'image de T, par l'applica-
tion des périodes Q : To — Hz . L'isomorphisme (3.7.1) est alors défini par :

®10
o~

= @10
(DET 9,) (A2 E) — 0T2

£2(9) @1 A @2)®° -1 .
Par ailleurs, on dispose aussi de 1'isomorphisme :

~ (DET 3
—_—

3
T Clez) ~AF

- ®3
(pET % Vo e p®
\PET %, )
(wy A w2)3 I—»(.of A®©, A wz
L'isamorphisme de Mumford s'cbtient par produit tensoriel des deux isomor-
phismes précédents :
(DET 3 ) ~AF % (ET 3 )%"° =~ (A2 §)°®"°
T C2|T2
WA Wy A WS b £2(Q) (01 A w2) "

Comme le dual de 1'isomorphisme de Kodaira - Spencer identifie dﬂij et mimj B
on trouve que la mesure de Polyakov sur T, est proportionnelle & :
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1a 2 -
IdQ,.A I de..| .
(det Im Q) [£2(Q) | |_<jd Th i35 1J|

3.7.3. La mesure de Polyakov sun Ta

Le fibré en droites (DET 3 ) ® (DET 3, )" «A°F ® (o> E)
T C3|Ta oc,

® (—u)
ad-

met une section holamorphe :
_ 2 2 2 -4
S = (W] AW AW A WO A WO, Aww) B (0 A, A ws)

Soit H le diviseur sur T3 des courbes hyperelliptiques. Le diviseur des zéros
de s coincide avec H .
Par ailleurs, l'application :

fa : Ha — C

Qb— t:‘/2](0;9)

€1,82€{0,1} 3 e[*:’/z

€1.€2€27
est une forme modulaire de poids 18 , qui, composée avec l'application des pério-
des Q: T3 — H3 , admet 2H comme diviseur (cf. [29]). Par conséquent,
s' = (f300Q) (@4 A W A w3)"® est une section holamorphe de (A2 E)®'® , de divi-
seur 2H et TI';~équivariante.

Ainsi, s'.s™2 est une section holamorphe de (A3 E) ® (ae F)® 2 , par-

tout non nulle et TI';-&quivariante. On en déduit que le carré de 1'isomorphisme
de Mumford s'écrit :

326

o ®2 ®2 ~ =
(DET O C3|Ta) =~ (A3F) " — (DET BOC;;)

26 @26
26 _ (73 g)®2
@F A0 A W] AW A Ww A0w)2 b £,(0) (@ A W, A ©,)3°

et donc que la mesure de Polyakov sur Ts; est proportionnelle i :
(det Im Q)™ |£,(@) |7 | [ aa.~ T aa.|.

1li<js3 M 1<igi<z 1D
Ajoutons que Morozov a proposé une formule en termes de fonctions théta pour
la mesure de Polyakov sur T, , qui fait intervenir la relation de Schottky carac-
térisant 1'adhérence de 1l'image de T, dans H, par 1l'application des périodes
([37]).
Signalons enfin une description "explicite" de 1'isomorphisme de Mumford,
dle 3 Beilinson et Manin ([6] ; voir aussi [33]).

Je tiens 3 remercier L. Alvarez-Gaumé, J.-F. Arvis, Th. Jolicoeur, B. Julia,
G. Moore, P. Nelson, I. Singer, C. Soulé et C. Vafa pour les conversations que

nous avons eues au sujet de cet exposé.
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