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LE PROBLÈME DE LA FINITUDE DU NOMBRE DE CYCLES LIMITES

[d’après R. BAMON et YU. S.IL’YASENKO]

par Robert MOUSSU.

Séminaire BOURBAKI

38ème année, 1985-86, n° 655

Novembre 1985

0. Introduction.

Il y a un peu plus d’un siècle, H. POINCARÉ donnait dans son célèbre 
définition d’un cycle limite pour un champ de vecteurs

du planlR2. Un cycle C est une trajectoire périodique de V ; c’est un cycle limite
si le germe de son retour f n’est pas l’i.dentité ( f ig . 1 ) . Lorsque V

est analytique, f l’est aussi et un cycle limite est alors un cycle isolé dans

l’ensemble des cycles. Cette propriété caractéristique fut certainement une des mo-

tivations de la question de D. HILBERT :

Seizième .problème - seconde partie [16 ] : le nombre maximum de 

de. X et Y de degré n".

En 1955, I.G. PETROVSKI et E.M. LANDIS proposaient une méthode pour calculer ce

nombre N(n) et obtenaient N(2) = 3, [29 ], [30 ]. YU. S. IL’YASENKO montrait en

1969 qu’un de leurs arguments était faux [18] et en 1980 SHI SONGLING prouvait

que N(2) >_ 4 [37]. Ainsi avant d’aborder la de HILBERT

(Poincare 1908) il est réaliste d’étudier la

Conjecture de finitude : "Un champ de vecteurs polynomial de 1R2 a seulement un
nombre fini de 

En 1923, dans un article célèbre [11 mais un peu obscur pour un lecteur d’aujour-
d’hui, H. DULAC énonçait un résultat impliquant cette conjecture (chapitre 1). Sa
démonstration est maintenant considérée comme incomplète f 13J. Cependant, certains
de ses arguments sont essentiels pour montrer les théorèmes suivants :

THEOREME 0.1 1 (BAMON [1 ], 1985) .- Un champ de vecteurs quadratique de IR2 a 
ment un nombre fini de 

THEOREME 0.2 (IL’YASENKO [20], 1984).- La conjecture de te

complémentaire d’un sous-ensemble algébrique propre de vectoriel

S. M. F.
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champs de vecteurs polynomiaux de degné  n.

Ce théorème répond à une question de [28 ]. Nous verrons dans le chapitre 1 que
c’est un corollaire d’un résultat fondamental de IL’YASENKO. Nous donnerons les

grandes lignes de sa démonstration dans les chapitres 2 et 3. Après avoir exposé
une réduction du problème de DULAC et un exemple de IL’YASENKO dans le chapitre 4,
nous résumerons la preuve du théorème de BAMON dans le chapitre 5.

1. Problème de DULAC et THÉORÈME de IL’YASENKO.

Le bon cadre pour montrer 0.1, 0.2 est celui des feuilletages singuliers. Dans
toute la suite IF désigne un d’une surface M,localement défi-
ni par des champs de vecteurs analytiques V qui ont des points singuliers isolés et
tels que les feuilles de]F soient orientées.

H. POINCARE, [32], généralise la notion de cycle de la façon suivante (fig.2) :
un C de F est une réunion connexe de points singuliers sommets) et de
feuilles qui possède une retour f ; c’ est à dire, il existe
une courbe analytique T : [0,1] ~ M, T(0) E C, transverse telle que la feuille

passant par T(t) recoupe une première fois T en T(f(t)) si t est assez petit. Evi-

demment, f est analytique en dehors de 0, mais ne l’est pas en général en 0. Ainsi,

elle peut posséder une suite de points fixes isolés qui converge vers 0. Nous
dirons que C est alors la du cycles limites passant par les T(t ) .
Problème de DULAC . Un peut-d êtfte de 

Ce problème est plus général que la conjecture de finitude. En effet, une équation
différentielle polynomiale possède une extension au disque de Poincaré D2 ([32],
~3 9 J, chapitre 5) qui définit un feuilletage ~’ de D . D’ autre part si ~’ possède
une infinité de cycles limites, il possède, d’après le théorème de POINCARÉ -
BENDIXSON C15J, un polycycle limite de cycles limites.

Un point singulier p d’un feuilletage IF est dit dégénéré si la différentielle,
DV(p), d’un champ V qui définit ~’ au voisinage de p est de rang  2.

THÉORÈME 1.1 1 (IL’YASENKO [20]).- Un polycycle à sommets non dégénérés n’est jamais
limite de 

Le théorème 0.2 s’en déduit : la condition de dégénérescence des points singuliers
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des feuilletages de D2 définis par des champs polynomiaux de degré  n est évidem-
ment algébrique.

Soit,p un point singulier isolé d’un champ de vecteurs analytique sur un ouvert

U de JR2. Une demi-courbe C~ d’origine p tangente à V est une de V. Si

V n’a pas de séparatrice en p, il est facile de montrer [12] que p est un polycycle
du feuilletage ~’ défini par V sur U et réciproquement. Les feuilles voisines de p
sont alors des cycles ou des . Le point p est appelé un centre (resp. un

si toutes ces feuilles sont des cycles (resp. des (fig. 3) . Le cé-

lèbre problème du centre foyer pour V en p n’est rien d’autre que le problème de

DULAC pour C = p. 
. ~ i. ~ i 

Supposons que p soit un point singulier non dégénéré de V. Le nombre caractéristi-

que 03BB de V en p est le rapport des valeurs propres de DV(p) . Lorsque À n’est pas
réel p est un centre ou un foyer [32]. Lorsque À est.réel, p est un (resp. un

noeud) si À est négatif (resp. positif).

2. Démonstration du THÉORÈME de IL’ YASENKO.

Il faut montrer que l’application retour f d’un polycyle C d’un feuilletage ~’

(comme dans 1),dont les sommets sont des cols non dégénérés, n’a pas une infinité
de points fixes isolés.

PROPOSITION 2.1 1 [20].- La fonction X ~ f o exp ( X) , X E IR+ possède un prolongement
analytique borné F sur un domaine 03A9b de  constitué des Z = X + iY que
X > b(1 1 + y 2) 1 /4 ~ aù b un fLéel 

PROPOSITION 2.2 [11] - si f a une de pour tout n E N

on a f(x)=x+ O(xn). 
-

Démonstration du théorème 1.1. Supposons que f possède une infinité de points fixes
et montrons que f = 1~. Pour b’ > 0 assez grand, l’image de ~+ _ {Réel Z > 0} par

cp : Z -~ c~ ( Z) - b’ (1 +Z) 1/2 + Z , avec cp ( 0) = b’

est contenue dans le domaine Qb. D’après les propositions précédentes, le composé
~ _ (F - exp(-)) o cp est holomorphe sur ~+ et il existe des réels K, K n pour n E N
tels que
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Montrer que 03C6 = 0 est une jolie double application de PHRAGMEN-LINDELÖF dont J.P.
RAMIS m’a donné la clef : soit pour n ~ ltJ, 03C6n (Z) = 03C6(Z) exp (nZ) , alors
i) ~n (Z) ~ étant majore par K exp (n ~ Z ~ ) on a :

sup{|03C6n(X+iY) / X et Y > 0 }  sup{|03C6n (X+iY) I / X ou Y = 0 }  sup (K,Kn) .
ü) ~ ~n (Z) ~ étant borné d’après i) on a

Ainsi (j) = 0 puisque § (X)  K exp (-nX) pour tout n E N,

Les sommets p~, k = 1,2,...,m de C étant des cols non dégénérés, il existe des
cartes yk)centrées en ces points telles que :

- les axes 0, yk = 0 soient les côtés de C en p~. °
- les demi-droites Tk = { (xk, 1) / xk > 0 } , Ttk = { (1, yk) / yk > 0 } soient

transverses du bon côté de C. 
1

La feuille de IF issue de (xk, 1) E Tk
coupe une première fois T, en (1, yk)
et en (xk+1 ~ 1) (fig. 4) . On a

°

Les preuves de 2.1 et 2.2 reposent sur l’étude des gk appelés correspondances de
PULAC. Oubliant les indices k on a :

LEMME 1. [20 ].- g la correspondance de PULAC en un non dégénéré p. Le

composé g o exp(-) possède un borné G un domaine 03A9b
(voir proposition 2 .1 ) et b’ 1 > Q étant fixé , son relèvement G par exp (-) , i.e
G = exp o (-G), S?~ S~b, ~
La proposition 2.1 1 se déduit du lemme 1 : les h. étant analytiques il existe des
Hx holomorphes tels que F = Hm o m-1o G1. Quant à la preuve de 2.2, elle
nécessite une extension des développements Tayloriens, les développements asynpto-
tiques suivant l’échelle des ~, E ~,+, n E N [3 ]. Un germe g en 0 
possède un développement de s’il existe une suite {~} E strictement

croissante, non bornée, et des polynômes Pk tels que

g étant la série ¿ P (Log x). L’ensemble P des 9 qui possèdent un tel développe-
ment g avec ~,o , Po = a > 0 est stable par addition et multiplication. J. MARTINET
a écrit une preuve élégante de sa stabilité par composition [22]. Cependant par un
calcul fastidieux on montre que si g,h E P alors :
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- 

pour p, n E::N, les hp o gn E ~ et les hp o gn convergent vers une série h ô g si
n et p tendent vers l’infini.

- h og appartient à Pet h og=nog.

LEMME 2. [11 ].- Soient g la correspondance de PULAC e;t À l’ exposant canactéristi-
que d’un non dégénéré p. Alors g À.

Démonstration de 2.2.- L’application retour f qui est le composé de difféomorphis-
mes analytiques et d’éléments de P appartient à P. Si elle a une infinité de points
fixes, il est clair que f (x) = x et ainsi que f (x) = x + 0 (xn) pour tout n E U.

3. Correspondance en un col non dégénéré. (démonstration des lemmes 1-2).

Soient p un col non dégénéré d’un champ de vecteurs V, (x,y) des coordonnées en

p telles que x = 0, y = 0 soient les séparatrices de V et telles que sa correspon-
dance de DULAC g applique T = [0,1 ] x 1 dans T’ = 1 

3.1. Démcnstration du lemme 1[20]. - Le prolongement analytique G de g o exp(-) est
obtenu en complexifiant V. L’équation différentielle holomorphe correspondant à ce
complexifié s’écrit, à un facteur multiplicatif près,

dans les coordonnées (z = x + ix’, w = y + iy’) . Nous supposerons que a est holo-

ncrphe sur un voisinage du polydisque D x D de rayons (1,1) et que ~a~ 1  1/2 ; ce
qui est toujours possible. Les courbes intégrales de la restriction de w = 0 à
*

D x D sont alors les feuilles d’un feuilletage holomorphe, transverse à la pro-

jection 7r(z,w) = z.

Un chemin c : [0,1] -~ D* d’origine z, d’extrémité 1, possède un relèvement par-
tiel c pour ~r d’origine z = ( z,1 ) tangent i .e il existe r~ > 0 tel que :

Si r) = 1 nous dirons que c est un 

ment de c. Si z = x E est assez petit,
le chemin c : t -~ (1-t)x + t possède un
relèvement cx ([ 27J , [ 25] ) et cx ( 1 ) =

( 1,g (x) ) par définition de g (fig. 5) .
Pour Z = X + iY soit r Z le conposé

des chemins

t -~ (1-t)Z t -~ (1-t)X+t, t E [0,1].

Si Cz 
= exp o (-rZ) possède un relèvement
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cZ on a évidemment (1, G(Z)) = cZ ( 1 ) . Il est clair que G est holomorphe bornée sur
un voisinage Pour montrer que ce voisinage contient un domaine nous ren-
voyons à [20 ].

3.2 Démonstration du lenmie 2. - Nous reprenons la méthode de DULAC pour construire

g : si I(x,y) est une intégrale première de V sur un voisinage de 0 contenant le

carré x , ~ Y ~ 1  1, alors y = g (x) est solution de I (1,y) = I (x,1 ) . Nous pouvons

nous autoriser à calculer I dans des coordonnées (x,y) qui sont seulement de clas-

se C , puisqu’il s’agit seulement de trouver un développement asymptotique de g.

Distinguons deux cas :

i) V est formellement linéarisable. Alors V est C~-linéarisable ’28) . . Il existe

des coordonnées COO, (x,y) sur un voisinage de O~ IR2 telles que I (x,y) =x 03BBy soit
une intégrale première de V et ainsi g(x)=x ~
ii) V n’est pas formellement linéarisable. Alors À = -p/q, où p,qE:N sont premiers
entre eux. La théorie des formes normales formelles pour les équations résonnantes

(~_6~ , ’23i , et un argument de 35J permettent de construire une intégrale
première de V du type :

où (x,y) sont des coordonnées C sur un voisinage de 
On montre que g est du type annoncé en résolvant :

4.Réduction du Problème de DUIAC et exemple de IL’YASENKO.

4.1. Réduction du Problème : Soit C un polycycle d’un feuilletage F (comme dans 1)

d’une surface M. D’après le théorème de désingularisation de SEIDENBERG, [36 ], [12],
[27], il existe une surface algébrique M’, un morphisme analytique 7r de M’ sur M

et un feuilletage 3F ’ tels que :

i) Tr soit un isomorphisme de M’B -n- (C) sur MBC et 7r(F) = F’.

ii) ~r 1(C) contient un polycycle C’ deF’qui a la même application retour que C.
iii) Les sommets p’ de C’ sont réduits, i.e. si V définit F’ au voisinage de p’

DV(p’) n’est pas nilpotente.

Ainsi comme l’avait constaté DULAC, il suffit d’étudier son problème pour les

polycycles à sommets réduits. Illustrons cette réduction par une application au :

Problème du centre-foyer pour une prturbation d’un hamiltonien. Soit f le feuille-

tage défini par

P est un polynôme, 0 un point singulier algébriquement isolé de P et 6V un chanp de

vecteurs analytique sur un voisinage U de O. Soit 7r : U’ -+ U la désingularisation
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de 0 pour F. Il existe k, dépendant de P, tel que si le jet d’ordre k de W en 0 est

nul, 03C0-1 (0) est un polycycle de Ft = 03C0-1 (IF) à sommets non dégénérés. D’après IL’ -

YASENKO, 0 est un centre ou un foyer de V.

4 . 2 Correspondance de DULAC g pour un sommet semi-hyperbolique.- Un soannet p de IF
est semi-hyperbolique s’il est réduit et dégénéré. Soit V un champ de vecteurs qui
définitF au voisinage de p. D’après [11] et [35], il existe des coordonnées C°° ~
(x,y) telles que

, 
* 00

où a E .1R , n E N et a est C . Si n est pair, p est un cot dégénéré (Fig. 6 b) sinon

c’est un noeud-cot (Fig. 6.a). Les côtés de C au voisinage de p sont la 

hyperbolique x = 0 et la variété centrale y = 0 (elles sont, selon la convention

brésilienne,munies de double et simple flèches sur les figures 6) .

Un petit calcul, [11 J, montre que g ou g 1 a une partie principale du type
(On sort alors de l’échelle des et g o exp (-) ne possède

plus comme dans 2.1 un prolongement analytique borné). On en déduit la :

PROPOSITION DE DUIAC [11 J .- Soit C un de IF à sommets réduits. Si ses som-

mets semi-hyperboliques sont tous contractants ou dilatants, C n’ est pas limite
de 

Un sommet semi-hyperbolique est dit contractant si C est orienté dans le sens sépa-
ratrice hyperbolique -+ variété centrale sinon il est dit L’exemple suivant
souligne les limites de la démonstration de 1.1.

4 . 3 . Exemple de IL’YASENKO. - Il existe un polycycle C IF

cation retour f ~ 1R tel que f - 1R soit C~-plate en 0. Ce monstre est obtenu en

recollant les deux champs de vecteurs

le long des couples de transversales T. = {y. = 1} , i = 1,2 et T’. = {x. = - ~i}
par les difféomorphismes h, h’ respectivement avec

On obtient ainsi un polycycle C d’un feuilletage F de sommets semi-hyperboliques p~,
p~ (fig. 7). Son application retour évaluée sur T, est par construction y -~ y + y2; i
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évaluée sur T~ elle s’écrit:

5. Démonstration du THEOREME de BAMON.

Il s’agit de montrer que le feuilletage F du disque de POINCARE D2 associé à un
champ de vecteurs quadratique V delR2 n’a pas de polycycle limite de cycles limites.
5.1. Définition et propriétés de F.- L’équation différentielle j dxAdy = 0 éten-
due au projectif IRP(2) définit un feuilletage F’ à points singuliers isolés. Si la

partie homogène de degré 2 de V est colinéaire au champ radial, F’ est transverse à
la droite de l’infini A , sauf en un point, et on déduit facilement de la proposi-
tion 5.1 1 que F’ n’a pas de polycycles. Sinon A est une réunion de feuilles et de

points singuliers, au moins 1 au plus 3. Plus précisément dans la carte canonique
(u,v) de3RP(2) , u = y/x , v = 1 /x , 0= { v = 0 } , ~’’ est défini par un champ de vec-

où P,Q sont des polynômes de degré 3 et 2 respectivement. Les points singuliers de
F’ sur A sont les qi 

= (ui,0) avec P(ui,0) - 0.
F’ n’étant pas orientable, la coutume est d’étudier le feuilletage F de D2 obte-

nu de la façon suivante : D2 étant identifié à l’hémisphère Nord de la sphère S2,
F est la restriction à D2 de (F ’ ) où 03C0 est la projection canonique de S2 sur
RP ( 2 ) . F est défini par V sur l’intérieur D2 de D2 et par W = 03C0-1* (W’) au voisina-

ge de aD2 (voir [32] ] ou ~39 ] ) . 
*

La proposition ci-dessous est une conséquence de la règle : une droite qui 
une de F a au deux de contact avec V.

PROPOSITION 5.1 1 [8].- Un cgcte ou un polycycle C de f conuexe. Le domaine qu’il
bande dans Dz contient un centre ou un foyer. Si p,q sont des sommets de C, te 
ment p,q un côté de C.

La preuve de 0.1 l repose sur cette proposition et les sept critères suivants dé-

jà rencontrés ou bien connus.

Critères : Un polycycle C de F n’est pas limite de cycles limites s’il vérifie une

des conditions suivantes :

Il.) Les sommets de C sont non dégénérés (Théorème 1.1 ) .

Du) Les sommets de C sont non dégénérés ou semi-hyperboliques contractants (Propo-
sition de DULAC 4.2).

Sei) Par désingularisation des sommets de C on a Il) ou Du) (4 .1 ) .

Lia) V possède une fonction de Liapunov au voisinage de C.

D) Div V ne s’annule pas sur l’intérieur du domaine limité par C.

I) V possède une intégrale première analytique sur un voisinage de C.

S) F est symétrique par rapport à une droite transverse à C.

5.2. Un polycycle C de F n’est pas limite de cycles limites. - Pour le montrer il
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faut examiner cas par cas les différents types de polycycles possibles, il y en a

vingt. Nous les regrouperons dans deux rubriques, I - les polycycles bornés (sans

sommet sur aD2), II- les polycycles non bornés. L’esquisse de preuve que nous don-

nons pour chaque cas est représenté par une figure et nous indiquons à gauche de

cette figure le critère utilisé. Lorsque nous utiliserons Il) ou Du) les séparatri-
ces qui correspondent à une valeur propre non nulle seront dotées de double flèche.

I- Polycycles bornés [7]. - Puisque V possède au plus quatre points singuliers dans

D2, on a seulement les types suivants de polycycles bornés, d’après la proposition
5.1.

II-Polycycles non bornés [1 ], [40 ], [8 ] . - Les points singuliers de F sur ~ID2 sont
les (q! ,q"i) = 03C0-1 (q.) où q. = (O,u. ) et u. est une racine de P (O,u) (voir 5.1 ) . Une

paire (qi ,q"i) sera dite simple - double - triple selon que le ui correspondant est
racine simple - double - triple de P(O,u). BAMON distingue 4 sous-rubriques :

’ 

A. F a une seule paire (q’,q") de points singuliers simples sur 3D .

C est la réunion d’un des arcs q’q" de 3D
et du segment q’q" qui peut ( 9 . a) ou non

(9.b) et (9.c) porter un troisième sommet

de C.

B. F a une paire (q’,q") de points singuliers triples sur aD2.

C peut posséder un seul sommet ( 10 . a) ou

être corme dans (9.b) et (9.c) constitué

d’un arc de aD 2 et du segment q’q".

C. F a une paire de points singuliers doubles (q~ et une de simples (q2 ~q2)
sur aD2.

C peut avoir q1 pour seul sommet (11 .a). S’il a deux soumets ce sont les points q1 ’
q2 et C est constitué de l’arc de 3D 2 joignant ces points et d’un autre arc (11.b)
et ( 11. c) . Enfin, C peut posséder un troisième sommet p E 3D et c’est la réunion
des segments q’ 1 p et de l’arc q1q2 de aD2 (11.d)
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D. F a trois paires de points singuliers simples (q! ,q’.’) sur 3D .

C est d’un des types déjà vus dans (11) : : il a deux sommets q’,q2 E et éventuel-

lement un troisième pED2. Ils sont tous réduits. Mais dans le cas (12.d) on ne

peut pas conclure par un des sept critères ; C est alors comme dans l’exemple 4.3

de IL’ YASENKO.

La cas ( 12. d). Dans des coordonnées (x,y) bien choisies on a :

v - (a + m1x + bxy)~/~x + (f3 + m2y - 
avec a  0, m1  0, b,~ > 0, m2 > 0. Au voisina-
ge de q’ i , ~’ est déf ini par

Wi = mi yi ’’ (-1)1 ’’ 

où xi 
= 0 et y. = 0 sont respectivement des équa-

tiens de 33 2 et de la variété centrale de W, en

qi. L’application retour f de C est la composée
g1 o h1 o g2 o h2 avec h’1(0) - 1. En recollant,

comte le fait IL’YASENKO dans 4.3 des champs

par h2 : T2 ~ T1 ~ h1 : T1 ~ T2 (comme les h. de (13) ) on obtient un feuilletage ~’

possédant un polycycle C. Son application retour f évaluée sur T~ 1 a pour partie

principale xm2-/m1 1 si h’ (0) = . Lorsque m2 ~- m , BAMON choisit astucieusement
, m1 ’ m2 de telle façon que :

Ainsi f étant une dilatation stricte et f (x. ) ~ f (x1 ), 0 est le seul point fixe

de f. Lorsque m2 >_ -m1 on procède de la même façon en renversant les inégalités.

* Il’Yasenko a montré récemment qu’un polycycle possèdant seulement deux sommets
semi-hyperboliques n’était jamais limite de cycles limites.
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Une telle démonstration ne s’étend pas aux champs de degré > 2. Il faut peut-
être alors penser à des arguments du type resommabilité [33 ], fonctions de Liouville

[34], [17]r estimation du nombre de zéros d’une intégrale abelienne [40].
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