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Séminaire BOURBAKI Novembre 1985
38éme année, 1985-86, n° 654

PROPRIETES DE CONVEXITE DE L'APPLICATION MOMENT
[d'aprés Atiyah, Guillemin - Sternberg, Kirwan et al.]

par Alain BRUGUIERES

Introduction

Lorsqu'un groupe de Lie compact connexe d'algébre de Lie k opére sur une va-
riété symplectique X en respectant la structure symplectique, on définit la no-
tion d'application moment @ : X — k* , qui généralise l'application moment de la
Mécanique Classique, obtenue lorsque K = SO(3) opére sur le fibré cotangent a S=2.

Si X est compacte connexe, 1'application mament @ a des propriétés de ri-
gidité remarquables. Atiyah, Guillemin et Sternberg ont montré que lorsque K est
un tore, l'image de @ est un convexe ; F.C. Kirwan démontre un résultat analogue
dans le cas général (§ 2). D'autre part, inspiré par une idée die & Atiyah, elle
utilise la "fonction de Yang-Mills" £ = ||®]|2 pour définir sur X une stratifi-
cation K-invariante, parfaite au sens K-équivariant (§ 3). Dans le cas de 1l'ac-
tion linéaire d'un groupe réductif G sur une variété projective lisse X< PR(T),
cette stratification, que 1'on peut aussi définir dans le cadre de la théorie des
invariants géométriques de Hilbert - Mumford, permet de calculer les nombres de Bet-
ti du bon quotient X S/G si ¥°=x°5 , et de calculer ses narbres de Betti d'in-
tersection si X #@ (§ 4). Cette méthode rend possible le calcul des nombres de
Betti de nombreux espaces de modules en géométrie algébrique (nous citons quelques
exemples au § 5).

La rigidité de 1'application moment se traduit &galement dans son comportement
vis-d-vis de la mesure de Liouville, par la formule de la phase stationnaire avec
reste nul, dle a Duistermaat et Heckman (§ 6). Cette rigidité a également permis i
Biatynicki-Birula et J. Swiecicka de généraliser la notion d'application moment &
une situation purement algébrique, ce qui permet d'étendre certains résultats de la
théorie des invariants géométriques & 1l'action d'un groupe réductif sur une varié-
té campléte (§ 6).

1. APPLICATION MOMENT : DEFINITION, PROPRIETES ELEMENTATRES, EXEMPLES

Soit X une variété symplectique compacte, connexe, de dimension 2n . No-

tons Wy la forme symplectique sur X . On associe & toute fonction f € &~ X) 1le

S.M.F.
Astérisque 145-146 (1987) 63



A. BRUGUIERES

champ hamitonien E. défini par <df,-> = @ (+,E) . si f,g€ (X , on definit
le crochet de Poisson {f,q} de f etde g par (f,q} = Ef(g) . Alors £7(x) ,

muni du crochet de Poisson, est une algébre de Lie et l'application f — E £ de-

finit un morphisme d'algébres de Lie :

E: X)) — XX .

Soit a présent K un groupe de Lie compact, connexe, d'algébre de Lie k.,
opérant sur X . Une telle action définit un morphisme d'algébres de Lie :

E—' xX) ,

associant a tout a € k le champ de vecteurs ay défini par

_ _ 0
(aX)x_ax_ﬁ(eXpta'x)ltzo

Nous supposons que l'action de K sur X est symplectique, c'est-d-dire

qu'elle respecte Wy -

DEFINITION.- On appelle application moment pour £'action symplectique de K sur X
toute application @ : X — k* vérniflant :
ML) @ est K-Zquivariante, K operant sun k* parfa représentation co-adjointe.

(M2) Pour tout a€5,a5(=§<¢a>.
’

La donnée d'une application moment @ est équivalente 3 celle d'une applica-
tion linéaire K-équivariante ® rendant comutatif le diagramme :

x(X)

k
\ /
€= (x)

S'il existe une application moment, elle est définie & constante additive prés
dans (5*)K . On dit alors que l'action de K sur X est hamiltonienne. On a le
théoréme suivant ([M-W], [Ki]) :

THEOREME 1 (Marsden - Weinstein, 1974) .- Soit K opirant symplectiquement sur X .
Cette action est hamiltonieniie s4 Le centre de K est find, ou 44 H'(X;R) =0.0o

Considérons en effet le camplexe Q*(X; k*) = Hom(k , Q*(X)) , sur lequel K
opére. Soit & € Q°(X; k*) = Hom(k ,6°(X)) . Alors & correspond & une application
moment ® : X — k* si et seulement si :

1) & est K-équivariant ;

2) di>+i(K)mX =0 (1 ,

(1) Les notations 1, ® désignent respectivement le produit intérieur et la dérivée
de Lie.
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(654) CONVEXITE DE L’APPLICATION MOMENT

ol K € X(X;k*) est le champ de vecteurs & valeurs dans k* associé § l'action
de K sur X.

On a di(K)+i(K)d =@, ", donc d[i(K)wX] = g, ~i(K)doy = 0 car w  est
K-invariante, fermée. Donc i(I()wX est fermée ; elle est aussi K-&quivariante.
L'obstruction & l'existence de ® se trouve donc dans H'(Q* (X;_]g*)K) .Orona
mer (X k0= @ x; k)X (car K est compact) = (H1(x; R) ® k%)X
= H1(X;R) ® (]_<_*)K car K , connexe, agit trivialement sur K'(X;R) . En parti-
culier, si H'(X;R) =0 ou si (li*)K =0 (c'est—-a-dire si le centre de K est

fini), l'action est hamiltonienne. =
Propriete de fonctorialdite des applications moment

Supposons que K opére symplectiquement sur X et K' sur X' . Supposons
donnés un morphisme de groupes ¢ : K' — K et une immersion symplectique
i: X' — X compatibles avec ces actions. Alors si ® : X — k* est une appli-
cation moment pour l'action de K sur X, @' = t(’Ikp) o®ol1 est une application
moment pour l'action de K' sur X' .
Quelques exemples
Exemple 1.- Soit K = S' opérant sur X = S2 ¢ R® par rotations autour de
l'axe OZ . Alors la hauteur Z : S2 — R est une application moment pour cette
action.
Exemple 2.- Soit K = S' opérant sur X = S' x S' par rotations sur le premier
facteur. Il n'existe pas d'application moment pour cette action.
Exemple 3.- Soit K un groupe de Lie compact connexe, ( < k* une orbite de la
représentation co-adjointe. Alors ( est muni d'une structure symplectique natu-

relle, l'action & K sur 0 est hamiltonienne et l'inclusion 0 <, k* est une

application moment pour cette action.

Exenple 4.- Soit K un groupe de Lie compact connexe, a€k* et soit H le stabi-
lisateur de o dans K . Alors K/H est équipé d'une structure symplectique na-
turelle, l'action de K sur K/H est hamiltonienne et 1'application

® : K/H— k*

Cl(k) — Ad*(k)a

est une application moment pour cette action.
Exemple 5.- (Action linaire sur une variété projective complexe). Soit X une
variété projective complexe, X cP"(T) , et K un groupe de Lie compact opérant
sur X par l'intermédiaire d'un morphisme ¢ : K — U(n+1) . Une telle action
est symplectique, X é&tant muni de la structure symplectique induite par sa struc-

(1) Voir note de la page précédente.
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A. BRUGUIERES

ture kdlhérienne, et il existe une application moment naturelle o pour cette ac-
n+1
tion. On la définit comme suit. Soit x € X< PR(L) et x* = (xo ;oo ¥n) €C

tel que X = (Xo:...:%n) . Alors pour tout a € k ,

@(x),a> = uil|x*||?) " @) ([Ki])

2. PROPRIETES DE CONVEXITE DE L'APPLICATION MOMENT

Le cas de £'action d'un tone
Commengons par un exemple. Soit T < U(n+1) le groupe des matrices unitaires
diagonales, que l'on identifie & R0+1/zZn+1 | Alors T opére linéairement sur

PR (T) , avec pour application moment

@ : PR(D) — t* o~ RO+
(X0 5 «e i %n) b— (ET;:‘TE‘)“XOIZ y eeer Ixnl2) .
i

L'image de ® est donc un poly&dre convexe, enveloppe convexe des vecteurs de
la base canonique de R+1 .
Atiyah et, simultanément et indépendamment, Guillemin et Sternberg ont montré

que ceci restait vrai pour toute action hamiltonienne d'un tore.

THEOREME 2 (Atiyah ; Guillemin - Sternberg, 1982).- Soit X une vaniété symplecti-
que compacte connexe sur Laquelle un tore T opere symplectiquement. Supposons
qu' L existe une application moment @ : X — t*  pour cette action, et notons
XT £'ensenble des points fixes de X sous L'action de T . Alors :

1) L'ensemble @(XT) est un sous-ensemble fini de t* dont Les eLéments

sont appelés Les poids de l'action de T sur X ;

2) L'image de @ est L'enveloppe convexe de £'ensemble des poids (I)(XT)

3) Les fibres de @ sont connexes. o

Ce théoréme avait été démontré par Kostant (1973) dans le cas oi X est une
orbite de la représentation co-adjointe de K . Nous donnons une esquisse de la
démonstration d'Atiyah ([A]), analogue, en plus simple, & celle de Guillemin - Stern-
berg ([G-S1]).

Soit E wun espace vectoriel de dimension n et ¢ : t* — E une applica-
tion linéaire surjective. Soit ¥ = 9o ®: X —> E et considérons les assertions
suivantes :

(Pn) Les fibres de ¥ sont connexes.

(On) L'image de ¥ est convexe.

On démontre que (Pn) implique (On+1) , puis (Pn) par récurrence, le cas
difficile étant n=1 .
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(654) CONVEXITE DE L’APPLICATION MOMENT

1) (Pn) => (On+4) . Soit ¥ : X—> E , avec dim(E) = n+1 . Pour toute
droite affine L de E , il existe un espace vectoriel E' de dimension n et
une application linéaire surjective m : E— E' envoyant L sur un point p€E'.

On a le diagramme commutatif :
4

E
Y =Tmo¥ ln

El

Si (Pn) est satisfaite, les fibres de ¥' sont connexes, donc
¥(X) NL =¥Y(@'~"1(p)) est un intervalle de L , d'ol la convexité de Y¥(X)

2) (P4) . Pour B € t , notons @B la fonction <,B> . Il s'agit de montrer
que les fibres de @B sont connexes. Atiyah démontre ce résultat par la théorie
de Morse. Si M est une variété €° et f € £°(M) , notons Cr(f) le lieu criti-
que de f et pour tout x € Cr(f) , soit Hf(x) le Hessien de f en x . La
fonction f est dite non dégénérée au sens de Bott si Cr(f) est une sous-variété
d M, et si pour tout x € Cr(f) , Ker(Hf(x)) = TXCr(f)

On a le lemme suivant :

Lemme 1.- Scit M une vaniété compacte comnexe orientée, et £ € €°(M) une fone-
tion de Morse non dégénénée au sens de Bott. Si mi £ , ni -f n'ont de points
citiques d'indice 1 , Les 4ibres de £ sont connexes. o

Esquisse de démonstration.- Soit n =dimM, et pour c €R, M, =f1([cqel) ,
M; = f-1(]-»,c]) et Mc = f~1(c) . Quand c¢ croit, il apparait une nouvelle com-
posante connexe de Mc au passage de tout minimum local de f . Deux composantes
ne peuvent fusionner qu' au passage de points critiques d'indice 1, ce qui est ici
exclu. De méme pour -f ; M(‘; et M; sont donc connexes, et les extrema de f
sont tous globaux. On a Hn_1(M<':) =0 pour c < sup(f) , car ce groupe n'est modi-
fié qu'au passage de points critiques d'indice 0 ou 1 pour -f . Pour c valeur
non critique, SM; = Mc est alors connexe ; par un argument de topologie générale,

cela reste vrai pour tout c . =
L'assertion (P4) résulte donc du lemme suivant :

Lemme 2.- Pour tout B € t , La fonction <l>B est non dégénérnée au sens de Bott,

et n'a que des points critiques d'indice pair. o

Démons thation.~ Remarquons que dans le cas général ol K opére symplectiquement
sur X , il existe sur X une structure presque complexe et une structure rieman-

nienne compatibles avec 1l'action de K , telles qu'on ait pour tout f € £°(X) :
grad(f) = igf .
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Fixons de telles structures dans le cas qui nous intéresse ( K = T ). Notons
f= dJB et soit T[3 =expRB ; on a Ef = BX donc Cr(f) = XTB . Lorsqu'un tore
opére sur une variété £ , son action est linéarisable au voisinage de tout point
fixe. Il en résulte que Cr(f) est une sous-variété que nous noterons Z . Pour
tout x € Z , le sous-groupe & un paramétre exptB opére C-linéairement sur TXX ’
d'oll une décomposition :

ERR Y

ol V)\ correspond au caractére t b— e_lkt . Comme grad(f) = igf = iB,, , VA

est le sous-espace propre de la forme quadratique Hf(x) correspondant & la valeur
propre A .Ona: Vo = (TXX) = TxZ , donc f est non dégénérée au sens de Bott;

les V)L sont des C-espaces vectoriels, donc 1l'indice de Hf(x) est pair. liotons
que Cr(f) est une sous-variété presque complexe, donc symplectique, de X . m

3) (Pn) = (Pn+41) . Supposons (Pn) vrai.Soient Bi1, ... ,Pn+1 € £ et

£y, .0, fntq1 définis par : fi = (DB' . I1 s'agit de montrer que 1l'application
i

Y : X — RO
Xt (f1(x), ... fn+a (%))

est 3 fibres connexes. Soit ¢ € RP*' une valeur non critique de ¥ . Soit
M= f71(cq) N...NfR"(cn) , sous-variété de codimension n de X , connexe par
(Ph) . Ona ¥ 1(c) = (fn+1 IM)-1 (cn+1) , donc il suffit de démontrer que an M
est non dégénérée au sens de Bott, et n'a que des points critiques d'indice pair
(d'ol la connexité des fibres par le lemme 1).

Soit donc ﬁ € Cr(fn+1|M) . Il existe A1, ...An € R tels que do(x) =0,
ol ¢ = fnyq + igl ki(fi—ci) .Ona:o M= fn+1IM , et © n'a que des points
critiques d'indice pair, donc il suffit de montrer que M ooupe Cr(p) = Z trans-
versalement en x . Or 7 est une sous-variété symplectique T-invariante. Les
(Efi) l<i<n sont donc tangents & Z et indépendants en x , ainsi que les formes
duales pour miZ , c'est-a-dire (df,, .. dfn) |Z ; d'ol la transversalité en x .

Soit K l'ensemble des valeurs critiques de ¥ . Pour tout c € R°*+7 , il
existe une droite L passant par c , telle que L N K soit de mesure nulle dans
L (Fubini). Par (Pn) , ¥~ '(L) est connexe. Pour tout c' € L~K , & '(c') est
commexe ; @ 1(c) est donc connexe (méme argument de topologie général que pour le
lemre 1).

Les assertions (Pn) et (Qn) sont donc démontrées. En particulier, &(X)

. T
est convexe et les fibres de ® sont comexes. Soit 2 = {x € X|d®(x) = 0} = X

7 est une sous-variété presque complexe de X ; soit Z1 roo Zm ses composantes
connexes, et soit a, = <I>(Zi) le poids correspondant a Zi . On a donc

Conv(ai)ls.lSmCQ(X) . Supposons : c € t*~d(X) . Il existe B € t



(654) CONVEXITE DE L’APPLICATION MOMENT

tel que <c,B> £ <I>B(X) . On peut imposer la condition dense : TB =T . Alors

= ‘e = | RO P -~
Cr((I)B) Z , donc ®B(X) Oonv(<0.i ,B>) .D'oic¢g Conv(c.i) 1<i<m ’ et le théoreme
est démontré. =
Remanrques.- 1) Les valeurs critiques de @ constituent un ensemble négligeable,
réunion finie de polyé&dres convexes de t* dont les sommets sont des poids de 1'ac-

tionde T sur X .

2) Les fonctions ‘DB sont remarquables a plus d'un titre : elles sont parfai-

tes au sens ordinaire et au sens T-&quivariant (proposition 5) et elles vérifient
le lemme de la phase stationnaire avec reste nul (§ 6).

Le cas genernal

Tout d'abord, un exemple : le groupe SO(3) opére sur R3 =~ S0(3)* par la
représentation co—-adjointe, d'ol une action hamiltonienne de S0(3) sur l'orbite
S2 <R3 , et l'inclusion S2 <, R3® est une application moment dont 1'image n'est
pas convexe. On a cependant le théoréme suivant.

THEOREME 3 (Atiyah ; Guillemin - Sternberg ; Kirwan, 1984) .- Soit K un groupe de Lie
compact connexe. En gixant un prodult scalaire euclidien K-invariant sur k , on
Ldentifie k et k* . Supposons donnie une action hamiltonienne de X sur une
varniéte symplectique compacte comnexe X , et s0it ® : X — k une application
moment pour cette action. Alons :

1) L'image de @ est K-invariante

2) Pour tout tore maximal t <k et toute chambre de Weyl (fermée) t+ ct ,
®(X) N t+ est un polyedre convexe. o

Ce théoréme, qui généralise le précédent, a été démontré par Guillemin et
Sternberg dans le cas ol X est une variété Kihlérienne ([G-S2], 1984), puis par
F.C. Kirwan dans le cas général ([Kil], 1984). La démonstration de Kirwan repose
sur le corollaire 1 du théoréme 5, c'est-3-dire la connexité de 1l'ensemble des
points d& X ol |[l®]l® atteint son minimum.
Esquisse de démonstration.- Soit P = @(X) N t4+ . Guillemin et Stermberg ont montré
que P est un poly&dre connexe ([G-S1]). Leur méthode consiste & considérer t? ,
intérieur de t+ , et & montrer que Y = & '(t7) est une sous-variété localement
fermée, symplectique, d¢ X . Ona KY =X donc P =&(Y) . Or Oyt Y—t
est une application moment pour l'action de T sur Y . Bien que Y ne soit pas
compact, ils montrent, par un raisonnement analogue d celui du théoréme 2, que
o(Y) est wmn polyédre connexe, mais n'obtiennent pas sa convexité.

Supposons P non convexe. F.C. Kirwan utilise le lemme suivant :

Lemme.- Soit P un polyedre connexe, non convexe, d'un espace euclidien E . Pour
e> 0 assez petit, {L existe a € Conv(P) Ztel que La boule de centre o et de
rayon € Anternsecte P exactement en deux points Q4,0 AsLtuls sur La sphere. om
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En appliquant ce lemme & P = ®(X) N t+ € t , on peut supposer que H=Stab(a)
laisse fixes a1 et a2 . L'espace K/H est muni d'wne forme symplectique natu-
relle ; on le note (K/H)~ lorsqu'on le munit de la forme symplectique opposée.

Soit Xo. =X x (K/H)~ . Alors K agit symplectiquement sur Xq avec application
moment

(x,cl(k)) +— 0(x) -2d(k) .qa .
I1 est clair que HCDC,HZ atteint son minimum exactement sur
K(@ (o) x {H}) U K(@® "(az) x {H}) ,
qui est non connexe ; ceci contredit le corollaire 1 du théoréme 5, donc P est
convexe. m
3. COHOMOLOGIE DES ESPACES QUOTIENTS EN GEOMETRIE SYMPLECTIQUE (D'APRES F.C. KIRWAN,
[Ki])

Dans tout ce paragraphe, soit K un groupe de Lie compact connexe. Fixons une
norme euclidienne K-invariante

.

| sur k . Soit X une variété symplectique
compacte connexe sur laquelle K agit symplectiquement, et soit @ : X — k* une
application moment pour cette action.

Considérons la condition :

(R) Le stabilisateur dans K de tout x € & 1(0) est fini.

ILorsque (R) est satisfaite, le quotient & 1(0)/K est muni d'une structure
de variété symplectique singuliére. On 1l'appelle réduction de Marsden - Weinstein
de X par K , et il joue en géamétrie symplectique le rdle de quotient de X
par K ([Ki,D-H]).

F.C. Kirwan, utilisant la fonction f = ||®||® : X — R comme "fonction de
Morse", construit une stratification K-invariante de X ; elle montre que cette
stratification est parfaite au sens K-équivariant (cf. infra), et en déduit une
formule permettant de calculer par récurrence les nonbres de Betti K-équivariants
des strates. Ce résultat est particuliérement intéressant dans le cas ol la condi-
tion (R) est satisfaite. La cohomologie de la réduction de Marsden - Weinstein
@ 1(0)/K est alors isomorphe 3 la cchomologie K-&quivariante de 1'unique strate
ouverte (en supposant : @ 1(0) # 4 ).

Une des difficultés de cette méthode réside dans le fait que f n'est pas
une fonction de Morse au sens habituel, d'ol la nécessité d'étendre la théorie de

Morse & une classe plus large de fonctions &% , dites "& dégénérescence minimale".
Théonie de Monse étendue

Soit M une variéte €% compacte connexe, et soit h € £€°M) . soit Cr(h)
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(654) CONVEXITE DE L’APPLICATION MOMENT

le lieu critique d¢ h , et pour x € Cr(h) notons Hh(x) le Hessien de h en x.

DEFINITION.- On dit que h est a dégénérescence minimale | minimally degenerate) 54
Cr(h) admet une partition fermée findie (CB)BEB telle que pour tout B € B L
existe une sous-varnieté Localement fermée equidimensionnelle ZB c M et un supplé-
mentaine onientable N de Tr, dans i verifiant pour tout B € B

B
1) cB c ZB et hlzB atteint son minimum exactement sur CB ’
2) Poun tout XEZB , dh(X)INB =0,
3) Pour tout x € CB , Hh(X)| ; est négatif non dégénéne.
N!
X

Remarque.- Ces conditions signifient qu'au voisinage de tout point critique de h ,
on peut, par un choix judicieux de coordonnées locales, se ramener & M =RP «x r ,
et h de la forme h(x,y) = h'(x) - ||y]|® , la fonction h' ayant pour seule va-
leur critique son minimum global.

soit h € £°(M) une fonction 3 dégénérescence minimale, équipée de (CB) ’

(ZB) et (NB) . Une métrique riemannienne g sur M est dite adaptée a h si

pour tout B € B la décomposition TX =T GBI\f3 est g-orthogonale. Supposons
I B

donnée une telle métrique (il en existe toujours). Pour tout x € M , notons w(x)
1l'ensenble limite de la trajectoire de -grad h issue d¢ x lorsque le paramétre
tend vers +« ; w(x) est donc un fermé connexe contenu dans Cr(h) . Pour tout

B € B notons SB = {x € Mlw(x) c CB}

THEOREME 4.- Soit h une fonction a dégénérescence minimale et g une métrique
adaptie a h . Alons :

1) Les (SB)BEB constituent une stratification Lisse de M , L£'ordre sur Les

stnates etant défindi parn : B < y<=>h(cﬂ) < h(cY)

Cette sthatigication est appelle stratification de Morse de h
2) Pour tout B € B, SB codlnedde avee I, au vodisinage de CB , et L'in-

clusion C‘3 < S‘3 est une équivalence de cohomologie de Cech. o

L'assertion 1) signifie que les (SB) BeB constituent une partition de M ,
et que pour tout B € B, SB est une sous-variété localement fermée de M véri-
fiant -
S3~8g < U s, -
YEB
Y>B
Inégalites de Monse.- Soit P (M) = 2 tJ @imbd (X;@) le polyndme de Poincard
de M. Pour tout B € B , 1l'indice de H, est constant le long de CB , et vaut
AB) = rang(wP)

On a :
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b tMB)
BEB
ol R(t) est un polyndme 3 coefficients dans N .

pt(cB) —Pt(M) = (L+t)R(t) ,

(La démonstration, classique en théorie de Morse, utilise les suites exactes lon—

~

gues de Thom- Gysin associées 3 la stratification. Voir [Kil).

DEFINITION.- S{ R est nul, on dit que h (ou sa stratification de Monse) est
parfaite.

Version equivariante des inégalités de Morse

Rappelons que si G est un groupe topologique, on note BG 1'espace classi-
flant de G, EG — BG le §ibré principal universel sur BG , et pour tout
G-espace topologique Y , on pose Yo=Y S EG . La cohomologie G-équivariante
de Y est alors HE(Y) = H*(YG;(D)

Soit M une variété &% compacte connexe, h € ¢ (M) une fonction & dégéné-
rescence minimale et g une métrique adaptée & h . Soit K un groupe de Lie com
pact agissant sur M en laissant h et g invariants. Alors K laisse la stra-

tification de Morse de h invariante, et on a la proposition suivante :

PROPOSITION l.- Pour fout B € B L'inclusion C, c, S, est une équivalence de co-

B B
homologie K-Equivariante.
D'oi Les inégalités de Morse équivariantes :
A(B) K _oK -
BEB t Pt(CB) PL(M) = (1+H)R(Y) ,

ol PI:_(M) est La série de Poincaré K-équivariante de M :

K -
P (M) = £ tdimHJ(M) ,
et R(t) est une sénie formelle a coefficients dans N . om

DEFINITION.- S& R est nuf, on dit que h (ou sa strhatification de Monse) est
parfaite au sens K-équivariant.

Un crnitere utile.- Pour tout B € B , supposons que la classe d'Euler K-équiva-
riante du fibré normal & SB dans M ne soit pas un diviseur de zéro dans HI’E(SB)'
Alors la fonction h est parfaite au sens K-équivariant (car les suites exactes
longues de Thom- Gysin, version K-équivariante, se scindent).

Le carne de La noame de £'application moment comme "fonction de Monse".

THEOREME 5.- La fonction £ = [|®]|® : X — R est & dégénénescence minimale. 14
existe une miitnique K-Lnvardlante adaptée a £ , et £ est parfaite au sens
K-2quivariant. De plus, Les strhates de Monse de £ sont de dimension paire. o
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ESQUISSE DE DEMONSTRATION DU THEOREME 5.

1) Descaiption du Lieu citique de £
Considérons @ comme & valeurs dans k =~ k* . Il résulte de (M2) et de
f = ||¢]|® 1la relation :
(E,f)X = 2<I>(x)X pour tout x € X .

Soit T <« K un tore maximal, m le projecteur orthogonal de k sur t .
Alors (DT =T o®: X—>t est une application moment pour l'action de T sur X.
soit £, = [[@||* . On a donc, pour x € (1) :

X € Cr(f) &=>x € Cr(fT) .

DEFINITION.- Soit P = CDT(XT) L'ensemble des podids. de £'action de T sun X . On
appelle combinaison minimale de poids tout B € t* qui est projection onthogonale
de 0 sun £'enveloppe convexe d'une partie non vide de P . On note B, £'ensem-
ble des combinaisons minimales de poids.

Soit B un systéme de représentants des orbites de BT sous 1l'action du grou-
pe de Weyl W , et pour tout B € B posons :

T
Cq = K(X Bno1e)
PROPOSITION 2.- Les CB non vides constituent une partition fenmée de Cr(f) . o
Demons thation.- Les CB sont fermés, et disjoints d'aprés la définition de B .
T8
- . —1 = = =
Montrons BgB CB Cr(f) . si x€xPno1B) , ona (Ef)X <1>(x)X BX 0,
donc x € Cr(f) . Réciproquement, soit x € Cr(f) . On peut supposer ®(x) = Y€t .
T
Alors YX=0 ,donc x€XYnaol(y) etil reste 3 montrer que Y€WB=BT .
T .
Soit 72, la composante connexe de X ' qui contient x . C'est une variété sym-
plectique sur laquelle T agit avec application moment Dp|g. 2 Z1 — t . D'a-
prés le théoréme 2, <DT(Z1) est 1l'enveloppe convexe de ¢T(Z ) € P . Pour tout
z2€ 2y ,0na <o.(z),v>= [[Y]|? , donc Y est la projection orthogonale de 0

sur ¢T(Z1) , d'odl : Y€ BT . m

2) La fonction £ est a dégérénescence minimale
Fixons sur X une structure presque complexe et une structure riemannienne
compatibles avec l'action de K , telles qu'on ait pour tout h € £ (X)

) grad h = i, .
h
TB T 2
Pour tout B € B, ona Cr(f) =XP . soit 2 =X Bn ®§1(I!BII ) , et soit
YB la strate de Morse de <I>B associée a ZB . On a grad <1>B = ig(DB = iBX , donc

YB = {y € X| lim exp(itBX)y € ZB} .

t>=oco
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PROPOSITION 3.- I£ existe un voisinage ouvert g de CB dans KYg vernigiant :

1) ZB est une sous-variete symplectique Localement fermée de X ;

2) f Iz atteint son minimum exactement sur C

B
( = o .
3) Soit NP TZB (onthogonal de 'I'ZB pour  ay )
alons tout I = ( e (
0 ,p?wf ‘o X € 8 af (x) |N3 0 et si xE€ CB ’ Hf(x) INB est négatif
non dégénéré. o X X

I1 résulte immédiatement de la proposition et du théoréme 4 que f est 3 dé-
générescence minimale, et que ses strates de Morse sont de dimension paire.

Démonstration de La proposition 3
Notons Stab B le stabilisateur de B dans K , qui est connexe, et stab B
son algébre de Lie. La démonstration de la proposition repose sur le

Lemme.- Pourn x € ZB neo1R , oma:

1) {k€K|kx€YB}=Stabl3;

2) {a€kla €T Y]} =stabp .o

B
Montrons 1), la démonstration de 2) étant 1l'analogue infinitésimal. On a 1'in-

clusion o car YB est invariant par Stab B . Soit k € K tel que kx € Y

On a donc @ (kx) 2 lI8l|* . or, 205 (kx) = 20(kx) . B = llox) |]2+ ||okx) ||2

[lokx) -@(x) ||* = 2||B||*>- |[kB-B||> d'odl kB=P , et k€ Stabp . o

Montrons que KYB est lisse au voisinage de CB . L'application

Q

: KxYg—X , définie par 1'action de K sur X , induit une application

: K x Y, — X , d'image KY, .
Stabp P B

(o]

Par compacité de K , O est propre 3 valeurs dans Ky . D'autre part, il
résulte du lemme que O est une immersion locale au voisinage de o1 (Cp) et in-
duit un homéomorphisme de ce dernier sur CB . I1 existe donc un voisinage ouvert
W de CB dans KYB tel que 6|6“ W) soit un plongement.

Montrons que KYB est symplectique au voisinage de CB . On se place en
x € 25N @ 1(B) ; il suffit de montrer que si u € T,KYg N Txxyg , u est nul. On
a TyKYg = ky+Ty¥g donc on peut écrire u=ay+{ avec a €k , ay € T,¥3 et
C € TXYB . Or TxYB est un (C-espace vectoriel, somme des espaces propres de
H, (x) pour les valeurs propres A =0 . On a donc ||C]|2=(a +0) .C
= wy(ay+C,-i0) =0 , d'od T =0 . Pour tout b € k , d®,(x) . ay = wylag,by) =0,
donc do(x) . ay, =0 . Comme ¢ est K-équivariante, ceci entraine

[a,o(x)] = [a,B] =0 ; donc a € stab B ; stab Bx = TyYg (lemme) donc ay=u=0 .

Soit ZB un voisinage lisse, symplectique de CB dans KYB , et soit
NB=TZ§.Si z€}:B, z=k.y avec k € K et yEYB.Ona
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f(z)
o (y)

£(y) = [[o(y) -B||*-[|B]|*+22a(y) > [|B[|?> , avec &galité si et seulement si
B , c'est-a-dire z € C[3 , d'ol 1l'assertion 2).
Si x € }ZB , on a ]_c_x c TXZB , donc N‘?{cg = Ker dd(x) < Kerdf(x) d'ou

daf (x) B=O .

In8

Si x€CB , On peut supposer xEZBncD“B .81 Bp=20, NB=0 . Sinon

o> + 92, les A décrivant une base orthonormée de B . D'oil
i

ona f= B 3
®2

1
gz

H (x) = 2H, (x) + Zdd_ (x)

Or, dd(x) est nul sur Ng . On a donc :

Hf(x) |N§ = 2H®B(X) IN?{ ’

o _ i p . PR
et comme Nf’( c TxYB = TxYB sur lequel H¢B(x) est négatif non dégénéré, Hf(x) ’ NB

est négatif non dégénéré. = X

Z Remarque .- La métrique riemannienne qui provient de la structure presque

complexe sur X n'est pas forcément adaptée 3 f .

3) La fonction £ est parfaite au sens K-equivarniant

Si B € B, soit S[3 la strate de Morse correspondante, NB son fibré normal,
et eK(NB) la classe d'Euler équivariante de NEEN D'aprés le critére de la p. 10,
il suffit de montrer que cette classe n'est pas un diviseur de 0 dans HE(SB) .
On a 1'isomorphisme :

Hy (Sg) = Hg(Cg)
et un homBamorphisme (induit par &) : K  «x (ZB nao-1pB) =~«C, , d'od un iso-
morphisme : Stab B
He(Sg) ~ HE 4 g (Zg N & (B))

s P . 4
par lequel eK(NB) s'identifie a € stab B(NBIZBQ¢‘1(B)) . Or si x€ ZBMD B),
T < Stab B agit sur NE’( sans points fixes autres que 0 . Le résultat suivant,

dl a Atiyah et Bott, permet donc de conclure.

PROPOSITION 4 (Atiyah-Bott, 1982).- Soit Y un C.W.-complexe, N un §{bré vec-
torniel complexe sun Y , K un groupe de Lie covhpact connexe agissant C-Lindaire-
ment sun N , T <K un fore fixant Y et agissant sans points fixes autres que
0 surn Les gibres de N . Alons eK(N) € H]’E(Y) n'est pas un diviseur de 0 . o
[A-B] =

(Pour appliquer cette proposition, remarquer que 1'on peut munir NB d'une

structure complexe compatible avec l'action de K ). D'ol le théoréme 5. m

COROLLATIRE 1.- Soit K un ghroupe de Lie compact connexe opérant symplectiquement
suwt une vandéte symplectique compacte connexe X , avec application moment
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®: X — k* . Alons, Le Lieu des points de X oa ||0||® atteint son minimum est
connexe. o

En effet, les strates SB sont de codimension paire. Il y a donc une seule
strate ouverte SBo , et elle est connexe ; CB est le lieu des points de X ol
[o]

f atteint son minimum. Il est cohomologiquement équivalent & S , donc connexe. =

Bo
Formules cohomologiques

Afin d'écrire les égalités de Morse K-équivariantes pour f , il convient de
raffiner la stratification (SB)BEB commre suit : pour tout B € B et tout

me€ {0,2,..dimX} posons (en gardant les notations de la démonstration du théo-
réme 5) :

YB,m = la partie de YB de dimension m ,
Z8m = % " Ya,m v
CB,m = CB n KYB,m ’
SB,m = S[3 n KYB,m .

La strate S[3 n est ainsi équidimensionnelle de dimension
4
A(B,m) = m+dimStab B - dimK .

COROLLAIRE 2.- Soit K un groupe de Lie compact connexe agissant symplectiquement
surn une varniete symplectique connexe compacte X avec application moment
®: X—k* .
On a La forumule sulvante :
K - _ A(B,m)_Stab B
(F) Pt(fb"(O)) = Pt(X)Pt(BK) z t Py (2

peEBN{0}
me{0,..dimX}

Remarques. 1) Pour tout B, m, ZB n est une variété symplectique compacte sur
’

8,m ne-'(@) .o

laquelle Stab B opére symplectiquement, et la restriction de
o-8 : ZB n stab B est wne application moment pour cette action ; la formule
14

(F) est donc une formule de récurrence permettant de calculer Pl;(cI:»—1 (0))

2) Lorsque la condition (R) est vérifiée (c'est-a-dire lorsque 0 est une
valeur réguliére pour ¢ ), on a un isomorphisme :

H* (&~ 1(0) /K; D) = H;E(CD“(O))

donc la formule (F) permet de calculer les nonbres de Betti de la réduction de
Marsden - Weinstein de X par K ([Ki])

Demons thation du corollaire 2.— Pour reconnaitre les égalités de Morse K-équiva-

riantes pour la fonction f dans la formule (F) , il suffit de remarquer :

1) si &1(0) #8, 0€B et @ 1(0) =Co ;

Stab B

2) pour tout B € B , Pt (ZB,

-_— K .
nNO®) =P Cy )
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3) on a la proposition suivante.
PROPOSITION 5.- Dans Les hypotheses du corollaire, P‘é(m = P_(X)P_(BK) . O

Démonstration de cette proposition.- Un lemme d'Atiyah - Bott affirme que si un
groupe de Lie compact connexe K agit sur un C.W complexe Y et si T c K est
un tore maximal, la fibration

K/T—-->Y,I‘—>YK

est ocohomologiquement triviale (avec coefficients dans @ ), d'od
T o _ oK _
Pt(Y) = Pt(Y)Pt(K/T) . ([a-B]) .

On se raméne donc &8 K=T .
La suite spectrale de lLeray- Serre de la fibration X — XT — BT a pour
terme Eg,q = HP(X;CD) X)Hq(BT;(D) et converge vers ng(x) , d'ol
PZ(X) < Pt(X)Pt(BI') » 1l'ordre sur les séries formelles étant induit par 1'ordre sur
les coefficients.
Soit B €t tel que 'IB =T . Alors Cr(<I>B) =xt et T agit sur N(XT)
sans points fixes hors de la section nulle ; @B est donc parfaite au sens T-équi-
variant (proposition 4 et critére de la p. 10). On a donc :
PP = I T O O
Cemo (X™)
car T agit trivialement sur C . D'aprés les inégalités de Morse "ordinaires",
on a donc P;I__‘(X) > Pt(BT)Pt(X) , d'ol 1'égalité. Notons que <I>B est aussi parfai-
te au sens ordinaire. m. =

P (Cp) = Pt(BT)(g P (C)

4. APPLICATIONS A LA GROMETRIE KAHLERTENNE ET A LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE (D'APRES
F.C. KIRWAN, [Ki])

En géométrie symplectique, la stratification de Morse de la fonction
f = ||©||® n'est pas définie de manidre intrinsdque : elle dépend du choix d'une
métrique adaptée & f (qui ne provient pas nécessairement d'une structure presque
complexe sur X ). Lorsque X est Kdlhérienne, et que l'action de K est induite
par une action (-analytique de son complexifié G = T ! la métrique de Kéhler
est adaptée & f ; les strates sont alors analytiques, G-invariantes. Enfin, dans
le cas d'une action linéaire sur une variété projective, la stratification de Mor—
se de f est algébrique, et on peut la décrire dans le cadre de la théorie des
invariants géométriques de Hilbert - Mumford. En particulier, la strate associée 3
la valeur critique 0 coincide avec 1l'ouvert des points semi-stables (au sens de
Mumford) pour l'action G = K

[
Betti de certains espaces quotients en géométrie algébrique (pour des exemples,

sur X , ce qui permet de calculer les nombres de

voir § 5).
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Géométrie Kdhlérienne

Soit G un groupe réductif, complexifié d'un groupe de Lie compact connexe K,
et X une variété Kdhlérienne conmnexe compacte sur laquelle G agit analytique-
ment. On peut toujours supposer que K respecte la forme de Kihler sur X ; on de-
mande en outre que l'action de K sur X soit hamiltonienne, d'application moment
® : X —> k* . Ayant fixé un produit scalaire euclidien K-invariant sur k , on
pose f = |[of]2 .

Choisissons un tore maximal T < K , et une chanbre de Weyl t+ < t . Comme
dans la section précédente, on note BT 1'ensemble des combinaisons minimales de
poids de l'actionde T sur X, B=BT09,etpourtout B € B , on pose

T
= B ) 2 = g 2
Zg =XF N <I>B1(||BI| ) =Cr(®) n @B‘(IIBH )

YB = la strate de Morse de be associée a ZB .

Corare CDB est une fonction non d2générée au sens de Bott, on a une rétraction lis-
se pB : YB —_— ZB . Le groupe Stab B , stabilisateur de B dans K , agit sym
plectiquement sur ZB et cD—B|Z : ZB — stab B est une application moment pour

cette action. Soit fy = [|¢I>—B]|2|Z[3 , et soit ng la strate de Morse de fa
correspondant a la valeur critique 0 , et YES = p[3 (Z;s) . Enfin, on note DB le

sous—groupe parabolique de G associé & B . On a
PB = {g € G| lim exp(itB) gexp(-itB) existe} , et PB contient le sous-groupe de
Borel B associé & la chambre de Weyl ty . On a alors le théoréme suivant.

THEOREME 5.- Avec £es hypothdses et Les notations exposdes ci-dessus, La métnique
de Kihler sun X est adaptée a £ ; Les strates (S,)

BB ainsd déginies peuvent
ethe caracténisées comme sSult :

g

1) pour tout B € B , SB = GYES ; SB est analytique et Lsomorphe a G Px Ygs.
_ B

2) 44 X €X, ®(Gx) N t+ est convexe, et pour tout BEB , on a :

x € Pe=>p est La pojection de 0 suwr ©@X) Nt .o

Notons X°° la strate de Morse de f associée d la valeur critique O .
COROLIAIRE.- La formule cohomologique (F) 4'éendt :
Stab~ B
p3(X°%) = P (0P, (BO) - z B PERGE (88

BER~{0} € B
me{0,.. dimX}

S, de plus, (R) est vénifile, (L.e. 0 est valeur régulidre pour @ ), La
néduction de Marnsden - Weinstein @=1(0)/K est homéomorphe a x°%/G , et on a alons
S _ 5G,,Ss
P (X%/0) = P(X) . o
Esquisse de démonstration
Elle repose sur la remarque : grad CDB = iE,@B = igX . On a donc
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YB = {y € X| t%»ir-“m (expitB)y € zB} - Come  Zg est analytique, ¥g l'est aussi,
ainsi que la rétraction pB : YB — ZB .

I1 résulte de la définition de PB que YB et Ygs sont PB—invariants. Or
il est bien connu en théorie des groupes réductifs que G = KB et PB = BStabB .
Donc KYB = GYB est analytique au voisinage de CB , ce qui implique que la métri-
que de Kéhler est adaptée & f . On a pour tout x € X : (grad f)X = 2i<1>(x)x € 9
donc la trajectoire de x sous -grad f est contenue dans Gx . Comme

KY;S=GYSS est un voisinage de C, dans KY, , on en déduit S cGYgs.Onale

B B B

lemme suivant.
Lemme 1.- S{ x € GYES ;B est L'unique point de noame minimale de @(Gx) N t4 .o

Si x € KYg =GYy , ona lex) ||* = ||B]|2 , avec égalité si et seulement si
®(x) € KB . Il suffit de montrer : x € GYgs =>B € ®(Gx). On se raméne 3 X € Ygs,
s ,
. Soit (Xt)tER re
de x sous =-grad fB . Elle est contenue dans Gx , donc B=tlim d>(xt) €P(Gx).m
>=—00

et comme GpB (x) © Gx on peut supposer x € Zg la trajectoire

Il résulte du lemme que les GY"‘.;S sont disjoints. On a donc GYSS =S, . Pour

la convexité de @(Gx) N t+ , que nous n'utilisons pas, voir [Ki].

B

On a une application analytique surjective

Ss
g: G Px YB —_— SB .
B
I1 suffit de montrer que O est injective, ce qui découle du lemme suivant.
Lemme 2.- Soit y € Ygs . Alorns  {g € G|gy € Ygs} =Pg . 0O

Soit g € G tel que gy € Ygs . La décomposition de Bruhat G = BNK(T)B per—
met de supposer : g € NK(T) . Soit <I>T (projection de ® sur t ) 1l'application

moment pour l'action de T sur X, et £, =0 || ; pour B € B, soit S ,
T T T B,T

la strate de Morse associée. On a : S0 c SO,T (car SB,T c TG:YB = YB c GYB = sB ),

et en particulier ng c ZgST et Yﬁs c YSS . En appliquant le lemme 1 & 1'action
I

de T, f_‘fr X, ona y,gy_E YS?T donc B est l'unique point de norme minimale
de <[>T(T¢y) et de ¢T(T¢gy) = gtDT(Tmy) (car g € NK(T) ), d'ol B=9gB et
g € Stab B < PB m. D'ol le théoréme m.

Pour le corollaire, remarquer que K c, G est une équivalence d'homotopie,
et que 1l'application & 1(0)/K — X S/G est continue, surjective. On montre faci-
lement qu'elle est injective. Si (R) est satisfaite, elle est bicontinue car
1l'application ®~'(0) x k —> xS , (x,a) > expia.x est alors un difféomor-
phisme local au voisinage de @ 1(0) x {0} w.

Géométrie algébrique

Soit k un corps algébriquement clos. Les schémas et les morphismes sont dé-
finis sur k . Soit G un groupe réductif agissant sur une variété projective
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X< P" . On peut sans perte de généralité supposer G < GL(n+1,k) (V.

En utilisant des travaux de Kempf et Hesselink ([K],[H]), Kirwan construit dans
cette situation une stratification (SB)BEB de X qui coincide avec la stratifica-
tion de Morse de f lorsque k =C et X est lisse.

Soit Y(G) l'ensemble des sous-groupes 3 un paramétre d¢ G . Si X € X ,
choisissons x* = (Xo,X1,..%n) € KM*I1N{0} tel que X = (XoiXqt...:Xn)

DEFINITION (Hesselink).- S{ x € X et A € Y(G) , on appelle mesure d'instabilité

de x le longde XA, et on note m(x;A) , £'ondre d'annulation en 0 de
k* 3 2 b A(2) . x* € Kn+1

Pour calculer m(x;A) , remarquer que pour tout g € G , m(x;9\g~"1) = m(gx;A).
On peut donc supposer : A(z) = diag(z™®, ... z™) . Alors m(x;A) = inf{rjls:.l # 0}.
Mumford a démontré ([M]) :

X € X0 &=>VA € Y(G) ,m(x;A) =0 .

Soit M(G) le quotient de Y(G) x N* par la relation d'équivalence :
(A,m) ~ (u,n) e )" = u.m . S1 T est un tore de dimension r , on a
Y(T) = z" et M(T) =~ QF . Le groupe G opére sur M(G) par conjugaison, et on
peut définir m(x;A) pour x € X et A € M(G) de telle sorte qu'on ait
m(x;AY) = am(x;A) pour tout q € @+ .

On appelle nonme dun M(G) toute application G-invariante q : M(G) — Q@
telle que pour tout tore T < G, la restriction de g & M(T) soit une forme
quadratique positive non dégénérée.

Fixons une norme sur M(G) . Pour tout x € X , on définit :

qG(X)

AG(x)

]

sup{g(A) IA € M(G) et m(x;A) = q(\)}

A € M(G) Im(x;A) =q(A) = qG(x)} .
On a donc X € Xss(m>qG(x) = O<=>AG(X) = {0}.

Exemple.- Supposons G = un tore T de dimension r . La représentation de T
dans kD+1 se décompose en une some de caractéres oo , 04, ..0n€ X(T) appelés
poids de l'action d& T sur PR . Ona X(T) = Y(T)* <« M(T)* =~ M(T) donc on consi-
dére les poids Qo , ... Gn comme des &éléments de M(T) =~ @ .

Soit BT 1l'ensemble des combinaisons minimales de poids.

Par conjugaison, on peut supposer pour tout t € T et tout x € X :

(D) t. Xo:.eo3%n) = (Qo(t)Xo 2 -.. 3 0n(t)xn)
Si x € X, soit B(x) la projection de 0 sur Conv{cx.ilxi # 0} .

Alors B(x) € BT , et on a

(1) En effet, si X n'est contenu dans aucun hyperplan de PN, il existe un revé-
ment fini G' de G dont l'action sur X est linéaire. L'action sur X de
1'image de G' dans GL(n+ 1,k) est essentiellement la méme que celle de G .
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(x) = B(x)} et (x) =qB((x) .
Ap 9r

(soit en effet B =B(x) et I = {ilxi # 0} . Alors m(x;\) = :;2% a, . A , donc si
m(x;A) 2A2 ona: Vi€eI, ai)»z)@ .D'od B.A2A2 .0n a

B2-A2 = (B-A)2 + 2(A.B-A2) donc B2 2 A2 , avec égalité si et seulement si
A=B) .

En général, on dit qu'un sous—groupe H < G est optimal pour x € X si
qH(x) = qG(x) . Hesselink montre que pour tout x € X il existe un tore optimal ;
en particulier A.(x) # 4 .

Pour tout A € Y(G) soit P)\ le sous—groupe parabolique associé & A ; on a
P, = {g € G'zlf% A(z)gA(z)~' existe }; pour A € M(G) , on définit Py de telle

. _ *
sorte qu'on ait Pq)» =P, pour tout q € Qi

Lemme (Hesselink).- Pour tout x € X, on a
1) PA est indépendant de M € AG(x) ; on £e note P(x) ,

2) AG(x) est une P(x)-orbite contenue dans M(P(x)) , et pour g € G,
9. A8:(%) NALX) # =g €P(x) .o((H])wm.
La sthatification.- Fixons un tore maximal T < G et une chambre de Weyl
t+ € M(T) . Soit BT 1l'ensenble des conbinaisons minimales de poids de 1l'action
d T sur P? , et B= BT N t+ . Pour tout B € B , posons SB= {xEXIAG(x)cGB}.

Onadonc: X =5, si 0€B, @ sinon.
PROPOSITION 6.- Les (SB)BeB constituent une stratification de X , L'ordre sun
Les strhates etant dégini pan : B < B'<>q(B) < g(B') . o

I1 résulte du lemme que les SB non vides constituent une partition G-inva-
riante. Supposons comme dans l'exemple que T agit diagonalement par la formule
(D), et soit pour tout B € B

Wy = {xexlai.B<62=>xi=0} .

On montre aisément que WB est invariant par PB .Ona BE AG(X) =x € W, donc

B
SB c GWB . Comme G/PB est complet, GWB est fermé dans X . On a donc SB c GWB .
I1 suffit donc de montrer : W, S, U U S, .Pour x € W, , on a soit
. B B g™ B B
B(x) =B, soit B(x)22PB2 ,donc x€S,U U S,, .=
B p>g B

Autrne descrniption de La stratification
Choisissons T < Diag(n+1) : de telle sorte que son action sur X vérifie
la formule (D). Pour tout B € B , posons :

Zg = {x € x| xy = 0 si ay . B # B2} (réunion des composantes connexes de X

associées au poids B )
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YB= {x€X|xj =0 pour aj.5<62 et 3j telque aj . B=B et xj;éO}
= {x € X| 1lim B(z)x € Z,} ,
z>0 B

et définissons Py * YB—-~ ZB par pB(x) = lim B(z)x=x' , avec x! = x. si
z>0 J
O'j . B=pB=2, x5=0 sinon.

soit 285 = x € Z5| B € Ay(x)} et Y8 = pg' (289

THEOREME 6.~ Avec £es hypothlses et notations ci-dessus, on a :

1) pour tout Bes,se=cygs;

2) 84 de plus X est Lisse, i€ en va de méme pour Z[3 , et Py est une §4-
bration Localement trhiviale en espaces affines. En outre, S[3 est isomonphe a
GPTB Ygs , done Lisse . o
Remarque.- Soit k =@ , et G le complexifié d'un sous-groupe compact connexe K
de U(n+1) . Soit X< P" une variété projective lisse sur laguelle opére G , et
soit @ : X — k* 1'application momént naturelle pour 1l'action d& K sur X .
Fixons un produit scalaire euclidien K-invariant sur k , ce qui définit une norme
sur M(G) . Soit T un tore maximal de K contenu dans Diag(n+1) , t une
charbre de Weyl de t , et B 1'ensemble des combinaisons minimales de poids de
l'action de T sur X contenues dans t+ . Pour tout B € B , les ensenbles Z'3
et Y, introduits p. 16 coIncident avec ceux que nous venons de définir. Soit
£f=o]* et ,(Sg) pep 1@ stratification e Morse de f . Il résulte du théors-

me 5 et du théoréme 6 : Sg = SB , donc (SB) BEB est la stratification de Morse

de f.

Esquisse de démonstration

1) Soit y € Ygs , et supposons y € SB' . Alors ply) € XSS [ SB , et
pB(y) EGYCS.B' ; donc B' < B . D'autre part, y€YBchc pZB SB , donc
B'=B, et YES < SB . On a donc GYES c SB . Montrons 1'inclusion inverse. Soit
y € SB . On peut supposer : B € AG(x) ; alors B = B(y) , ce qui entraine yEYB .
Soit x = pB(y) .Ona x € Gy donc qG(x) > qG(y) . D'autre part, il résulte de
la définition de p; que B(x) =B(y) =B, donc B € Ay(x) , d'od x € 75° et

B
ergs.Onadonc SBCGYSS.

2) L'assertion sur P, est un théoréme de Bialynicki - Birula ([B-B]). L'iso—
morphisme entre SB et G PxB BS se démontre de fagon standard (cf. [Kil).
Remarque sun £e caleul des nombres de Bettd d'espaces quotients en géoméirnie al-
gébrique.- Soit X une variété projective lisse sur T , et G un groupe réduc—
tif, complexifié d'un groupe de Lie connexe compact K , opérant linéairement
sur X . Soit X° 1'ouvert des points de X°° dont le stabilisateur est fini.

Lorsque X° = X°° , le corollaire du théoréme 5 permet de calculer les nombres
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de Betti du quotient XSS/G . F.C. Kirwan a mis au point une méthode permettant de
calculer les nombres de Betti d'intersection du bon quotient XSS/G dans le cas ol
¥° est non vide. Par une suite d'éclatements le long de sous—variétés G-invarian-
tes, elle construit de fagon naturelle une variété projective lisse X sur laquel-
le G opére linairement, ainsi qu'un G-morphisme birationnel m : X—=X a
telle sorte qu'on ait :

T =5%=n15% .

On peut donc calculer les nombres de Betti de £ s/G , et wne formule expli-
cite permet d'en déduire les nombres de Betti d'intersection de XSS/G ([Ki2]).

5. EXEMPLES DE CALCULS DE NOMBRES DE BETTI D'ESPACES QUOTIENTS EN m ALCéBRIQUE

1) Un exemple simple thaité en détail
Soit G = SL(2,T) opérant diagonalement sur X = P'(C))? , avec n2>1 .
Alors G = Kp + avec K = SU(2) . Lorsqu'on identifie k* & R® euclidien et
P'(T) & S2cR®, S2 est une orbite de la représentation co-adjointe de K ,
d'ol 1l'application moment :
o : (S2)R - R

(X170 %) = X1+ ...+

pour l'action de K sur X . Ainsi 0 est valeur réguliére pour ® si et seule-
ment si n est impair. Ona f(Xy, .. %) = |[[X4+ ...+ xn||2 et les points cri-
tiques de f sont les n-uplets de some nulle et les n-uplets dont les composan-
tes X4, ...% sont choisies parmi deux points antipodaux de S2 . Soit T

le tore maximal T = {(g -3) , al = l} . Alors X' est l'enserble des n:uplets
polaires (i.e. dont chaque composante est un pdle de S2 ). En identifiant t &
R et en choisissant pour chambre de Weyl IR, , on cbtient les poids de 1l'action
de T sur X: -n, -n+2,..+n et 0;et B={0,1,3,...n} si n est
impair, {0,2,..n} si n estpair.Ona Co = {(X1,..%)| X1+ ...+%n = O}
et pour B € B\{0} , CB = {(X1 4+« Xn) | n;B composantes coincident, les autres
coincident avec le point antipodal} . La strate S[3 est alors l'ensenble des

n-uplets dont (n+B)/2 composantes coincident, mais pas davantage ; et Sp = xS
est 1l'ensenble des n-uplets dont au plus n/2 composantes coincident. L'ensem-
ble XT est constitué des n-uplets polaires, et XT n o 1(B) est l'ensemble des
n-uplets formés de (n+p)/2 pdles Nord et (n-B)/2 pdles Sud. L'indice de £

le long de CB vaut n+p , d'olu la formule cohomologique :

PR(x5%) = P, (X) P (BSU (2)) - = /%@\ t“*Bpt(Bsi)

t BEB\ {0}

Lorsque n est impair, on obtient
24 s inf (i, n-3-1) / _ 1\
aim H N (% /G;0) = z n-h
=0 \ J /
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Lorsque n est pair, la remarque de la p. 20 permet de calculer les normbres de
Betti d'intersection de X°°/G , qui sont donnés par la méme formule.

On peut calculer de méme les nambres de Betti d'intersection de
CP2g+2)ss/SL(2,¢) , qui est un complété de l'espace des modules des courbes hyper-
elliptiques de genre g 2> 2 .

2) Espace de Modules des sunfaces algébriques K-3 de degre 2

J. Shah a montré que K, , espace de modules des surfaces algébriques K-3
de degré 2 (c'est-d-dire admettant un fibré en droites ample de degré 2), admet le
complété :

K, = 1'éclaté de {courbes de degré 6 dans P2} °°/SL(3,L) au point

(xv+22)% =0 .

F.C. Kirwan et R. Lee ont calculé les nonbres de Betti de K, Jjusqu'a la di-
mension 16 = dim K;/2 et on cbtenu des inégalités au-dela. [Ki-L].

3) Espace de Modules de §ibnrés vectorniels stables sur une suwiface de Riemann

Soit M une surface de Riemann de genre g , et pour tout (r,d) €N x Z,
soit M(r,d) 1l'espace de modules des fibrés semi-stables de rang r et de degré d
sur M. On suppose r et d premiers entre eux et d > r(2g-1) . Posons
N =d+r(l-qg) . Alors MN(r,d) est isomorphe a XSS/G , oi X est le schéma des
morphismes de degré d de M dans la grassmannienne Gr(p,N) des quotients de
!IZN de dimension p , et G = SL(N,CT)

Bien que X ne soit pas projectif, mais seulement quasi-projectif, F.C. Kir-
wan parvient (en adaptant sa méthode au moyen de résultats de G. Segal) & retrou-
ver la formule de récurrence permettant de calculer les nonbres de Betti de M(xr,d).
([Ki3]). Cette formule avait &té cbtenue par Atiyah et Bott ([A-B]) en appliquant
la théorie de Morse équivariante 3 la fonctiomnelle de Yang-1IMills sur un certain
espace de dimension infinie (la fonctiomnelle de Yang-IMills peut étre considérée
comre 1'analogue de la fonction f =|[o]|?)..

6. QUELQUES AUTRES RESULTATS RECENTS

Théoneme de La phase stationnaire de Duistermaat et Heckman

Soit X une variété symplectique compacte connexe de dimension 2n , et
u = n—l, uﬁ la mesure de Liouville sur X . Considérons une action hamiltonienne
d'un tore T sur X , avec application moment @ : X — t* . Il résulte du théo-
réme 2 que l'enserble C des valeurs critiques de ® est une réunion finie de po-
lyddres convexes d'intérieur vide dont les sommets sont des poids de 1l'action de T
sur X . La mesure ®&,u a pour support un poly&dre convexe, et elle admet sur
t*~C une densité €% f . Duistermaat et Heckman ont montré que f est polyno-
miale de degré < n-1 sur chagque composante comexe de t*~C (pour E € t*~C,
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f(E) est la mesure totale de la réduction de Marsden - Weinstein & 1(E) /T) . Ils
en ont déduit que les composantes de ¢ vérifient le lemme de la phase station-
naire avec reste nul. Plus précisément, soit B € t et supposons pour simplifier
que Cr(d)B) = XTB est fini. Alors on a :

1 [ i@B

g (p)
2mn JX e 1

Z <l )ei
pex®

ol c(p) = |det Hy (p) |72 exp.{i g(n-Ind Hy (p))} .
B B

Outre la démonstration de [D-H] (1982), on trouvera une démonstration du cas
général dans [D-H1] (1983). Une démonstration élémentaire de N. Berline et M. Ver-
gne ([B-V]) est reprise dans [G-S].

Atiyah et Bott [A-Bl] ont mis en évidence les rapports entre le théoréme de
la phase stationnaire de Duistermaat et Heckman, et les "théoréme de localisation"
en cohomologie équivariante.

AppLication moment généralisie

Un groupe algébrique G opérant sur une variété algébrique X (le tout sur
un corps algébriquement clos k ), pour quels ouverts G-invariants U de X exis-
te-t~il un bon quotient, voire un quotient géométrique, U/G ?

Lorsque X est projective et l'action d¢ G linéaire, la théorie des inva-
riants géométriques fournit des éléments de réponse : 1l'ouvert 5 Ges points
semi-stables admet un bon quotient XSS/G , et 1'ouvert X° des points stables
admet un quotient géométrique XS/G .

A. Biatynicki-Birula, A.J. Sommese et J. Swiecicka se sont intéressés au cas
ol X est une variété compléte. Bialynicki - Birula et $wiecicka ont introduit une
notion d'application moment généralisée qui permet, dans une certaine mesure, d'é-
tendre les résultats de la théorie des invariants géométriques a cette situation
plus générale.

Soit k un corps algébriquement clos, X une variété algébrique compléte
normale sur k , sur laquelle opére un tore T de dimension r . Notons Y(T)
le groupe des sous—groupes d& un paramétre de T , X(T) le groupe des caractéres
de T, et )SR(T)=X(T)%]R' T

Soit X4, .. ¥n les conposantes comnexes de X . Pour tout c € Y(T) ,
on définit un ordre <o sur X1 ,.. Xn} comme suit. Soit X* 1le lieu des points
fixes de c(k*) dans X . Alors Xi <c Xj si et seulement si il existe une suite
finie ZO ' Z1 P Zm de composantes connexes de X et des points

X ..meX\XC vérifiant : X, c 2 chzm et pour

i 0’
et 1lim c(t)x, € 2. .
t > ( )Xl 1

l 4

i=1,2,.. m,tl_:l;n(l) c(t)xiE Zi—l

DEFINITION.- On appelle application moment généralisée pour l'action de T sur X
toute application @® : {Xqi, .. Xn} — )SR(T) veriglant pour tout c € Y(T) :
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a) a4 x:.L <c xj alors sgn <c,<I>(Xi)> < sgn <c,q>(xj)> et £'un des deux signes
est non nul.

b) 44 X et Xy sont inclus dans La meme composante connexe de X%, alons
sgn <c,cI>(Xi)> = sgn <c,¢(Xj)> .

Etant donnée une application moment généralisée ® : {Xq, .. X} — )&R(T) ,
on définit :

{x€X;0€ Conv{(D(Xi) P X n TX#IJ}}

et

X(sbs
X = x€X;0€ Int{Conv ®(X;) ; X, N T_# #})

Exemple.- Supposons X projective et l'action de T linéaire. Pour tout
i=1,...n, soit o, le poids associé & la composante Xi de XT . Posons
Q(Xi) =a; g alors @ est une application moment généralisée pour l'action de T
sur X . On reconnait & peine 1l'application moment usuelle, ainsi réduite i sa plus
simple expression cambinatoire. On a cependant x;s = X% et X(SI> =x .

Biatynicki - Birula et $wiecicka montrent le théoréme suivant.

THEOREME 7.- Soit T un fore operant sun une variété algébrique complite nonmale
X, et soit @ une application moment généralisée pour cette action. ALons ng
et Xg sont ouvents, T-invarlants, et {L existe un bon quotient @ 3 ng — ng/T,
ol X;S/T est une variéte complete normale.

De plus, o l Xg : Xz — a()é) c x;S/T est un quotient géoméinique. o
([BB-S]) = .

Si G est un groupe réductif opérant sur X , soit T < G un tore maximal
et ® une application moment généralisée pour l'action d& T sur X . Posons

s _ s
X(SE,CD - ggG gXZ

et )<§,¢= o0 9Xy -

Alors, il existe un quotient géométrique X(S; ¢/G , mais 1'existence d'un bon
r
quotient XZSQ/G reste conjecturale. ([BB-S]).
4
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