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Séminaire BOURBAKI Juin 1986
38éme année, 1985-86, n° 668

BIFURCATIONS DE POINTS FIXES ELLTIPTIQUES
[d'aprés A. Chenciner]

par Jean-Christophe YOCOOZ

1. INTRODUCTION

Dans les nombreux travaux consacrés a l'étude de la dynamique des difféomorphis-
mes des surfaces au voisinage d'un de leurs points fixes, on peut distinguer deux
pSles d'intérét.

1.1. Les points fixes elliptiques conservatifs ([1]) : pour comprendre la structure
des orbites d'un systéme hamiltonien 3 deux degrés de liberté au voisinage d'une
orbite périodique elliptique, on a été amené, depuis Poincaré, 3 étudier la dynami-
que des difféamorphismes locaux de (R2,0) qui préservent les aires et admettent
en 0 un point fixe elliptique. Cette dynamique est extré&mement complexe, et enco-

re mal comprise. Ses principales caractéristiques génériques connues sont :

- les courbes invariantes entourant 0 , formant transversalement un ensemble de
Cantor de mesure positive ;

- les ensembles invariants d'Aubry-Mather, qui sont des versions "faibles" des
courbes pour les nambres de rotation rationnels ou trop bien approchés par les ra-

tionnels ;

- les Ilots elliptiques et les connexions hamoclines entre variétés stables et
instables de certaines orbites périodiques hyperboliques, qui créent dans les zones
d'instabilité entre les courbes une dynamique de type "chaotique".

1.2. La théorie des bifurcations : sans 1'hypoth&se de préservation des aires, la
dynamique générique d'un difféomorphisme local de (R2,0) est &lémentaire ; les

phénoménes non triviaux apparaissent en codimension positive, lorsqu'on s'intéresse
a des familles génériques (Pu) de difféamorphismes locaux et qu'on désire décrire
les changements qualitatifs (bifurcations) de la dynamique dans un voisinage uni-
gome de 0 . Le cas le plus connu est celui de la bifurcation de Hopf ; la nais-
sance (ou la mort) d'une courbe invariante normalement hyperbolique lorsque les
valeurs propres de DPu(O) traversent le cercle unité ; c'est un phénaméne de co-
dimension 1 .

S.M.F.
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J.-C. Yoccoz

Les résultats de Chenciner créent un lien inattendu entre ces deux situations.
Le cadre est celui de fa théorie des bifurcations : il étudie la bifurcation de
Hopf en codimension 2 , c'est-3-dire les bifurcations se produisant dans des fa-
milles génériques & deux paramétres (P,) de difféomorphismes locaux de (R2,0) ,
présentant pour 1 = 0 une bifurcation de Hopf dégénérée. Le principal probléme
est de camprendre comment deux courbes invariantes créées par bifurcation de Hopf
s'€liminent le long d'une courbe de non-hyperbolicité I (dans l'espace des para-
métres) . De fagon surprenante, il retrouve, déployées le long de [' , toutes les
caractéristiques de la dynamique d'un point fixe elliptique conservatif (courbes
invariantes non normalement hyperboliques, ensembles invariants d'Aubry-Mather,
orbites homoclines) : tout se passe comme si, pour les phénaménes associés 3 un

nombre de rotation fixé, la condition de préservation des aires était de codimen-
sion 1 .

Je n'ai donné dans ce qui suit que peu de démonstrations, car celles-ci néces-
sitent le plus souvent de longs calculs ; ce n'est d'ailleurs pas le moins surpre-
nant qu'on puisse, dans la situation concréte 3 laquelle Chenciner s'intéresse,
"calculer" de fagon si efficace.

2. RAPPELIS
2.1. Formes normales

Un difféomorphisme formel N = (N4,...,Mn) : (C®,0) — (T®,0) , de partie li-
néaire diagonale :

)‘izi + z Ni a 2.
lal=2 7

It

Ni(Z)

est une forme noamale si on a :

a

Vi, va, lal 22 , N, #0= A, =A" ("résonance") .
i,a i

Tout difféomorphisme formel dont la partie linéaire est diagonalisable est for-

mellement conjugué d une forme normale.

Soit P : (R2,0) — (RR2,0) un difféamorphisme formel ayant en 0 wun point
t2nia 1
e ,a#0, 5.

k
Si o est irrationnel, les seules résonances sont A, = )‘t (A+A._) , k21 ; une

fixe elliptique : les valeurs propres de DP(0) sont A.i =

forme normale de P s'écrit donc, en coordonnées z,z (resp. polaires)

N(z) = M 1+ 2 oa (@) , a, €EC
. i i
i1
2i 2i
(resp. N@,xr) = ®+a+ Z b, r'~ , r(1+ £ c, r7)) , b, ,c, €ER) .
. i . i i i
i1 i1
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(668) BIFURCATIONS DE POINTS FIXES ELLIPTIQUES

DEFINITION.- On dit que P est de codimension fonmelle k &4 on a

c1=,,,=ck_l=0 R ck#O.

Si P préserve (formellement) les aires, on a c; = 0 pour tout i , on peut
choisir une conjugaison & la forme normale qui préserve les aires, et les bi sont
alors uniquement déterminés : ce sont les {nvariants de Birkhoff§ de P .

Soit a=p/q, avec p Agq=1, gz 3; de nouvelles résonances interviennent,
celle de plus bas degré étant A, = }\g—l . Une forme normale s'écrit alors :
2ria

Nz =™ 20 2 ai(zE)i)+a§q-1+0(zq) .

i<;

Remarque.- i) On peut alors encore parler de codimension formelle pour k < %3- .

ii) Méme si P converge au voisinage de 0 , ni les formes normales, ni les
conjugaisons (a fortiond) ne convergent en général. On peut néanmoins s'en servir,
en les tronquant & un ordre fini, pour étudier la dynamique de P .

2.2. Codimension formelle 1 : la bifurcation de Hopf

Soit (P,) une famille & un paramétre de difféamorphismes locaux de classe foat
de (R?,0) ; supposons que P, ait en 0 un point fixe elliptique, de valeurs
propres # *1 , *i , j , j2 , qui soit de codimension formelle 1 . Aprés un chan-
gerent de variables dépendant différentiablement de 1 et un passage en coordon-
nées polaires, on a, pour U wvoisin de 0 :

R (8,r) = (O+a(W) +a(r2+0(xr?) , r(l+b( +c(Wr2+0(r?))) ,

avec par hypothése b(0) =0 , c(0) # 0 . Supposons de plus que —3%%)—)# 0.On

peut alors, pour u voisin de 0 , décrire la dynamique de P dans un voisinage

H
uniforme de 0 . Si par exemple on a c(0) > 0, abaﬁ)) >0 , alors
u<o u=0 u>0

Courbe invariante répulseur faible

normalement hyperbolique

On va voir qu'en codimension formelle 2 (dans une famille & 2 paramdtres), la
situation est considérablement plus complexe !
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J.-C. Yoccoz

2.3. Points fixes elliptiques conservatifs

a) Soit P un difféamorphisme local de classe C~ de (R2,0) , qui préserve
les aires et admet en 0 un point fixe elliptique, de valeurs propres eizrEiOL
#*1 , *#i , j , j2 . Le premier invariant de Birkhoff b, est alors bien défini,
et on le suppose non nul (hypothése de "twist").

D'aprés Birkhoff ([2],[3]) tout voisinage simplement connexe U de 0 qui est
suffisamment petit, invariant par P , et 1'intérieur de son adhérence, a pour bord
une courbe d'équation (en coordonnées polaires) r = Y(®) , ol ¢ est une fonc-
tion lipschitzienne dont la constante de Lipschitz tend vers 0 avec U .

Moser ([4],[5]) a montré que de telles courbes invariantes par P s'accumilent
sur 0 (qui est donc topologiquement stable), et forment méme une partie fermée
(génériquement d'intérieur vide) dont 0 est point de densité.

b) Le bon cadre pour démontrer le résultat de Moser semble &tre celui du théoré-
me de la courbe translatée de Rissmann ([61,[3]).

Soit T(9,r) = @+r,r) le twist standard du tore M2 ; toute perturbation
F=T+(p1,92) de T s'écrit, moyennant le changement de variables
P =r+0,(8,r) , sous la forme

F(9,0) = (9+p,p+0(3,0) , 0 € C (T?) .

Si w €M' satisfait & une condition diophantienne :

-2
B20,v>0,YaeQ, lo-p/al = va 2P

et si ¢ appartient & un voisinage U(y,B) de 0 dans c7(m2) , il existe
AET , YE Cm(’ll‘1 , 1) , proches de 0 tels que la courbe

C={r=9+w+yY(d)} ait pour image par F sa translatée

R/\(C) = {r = 9+w+yY®) +A} , le difféomorphisme f£(9) = 9+w+Y(®) de C induit

par R, o F étant différentiablement conjugué a la rotation d'angle o .
Il n'y a pas ici d'hypothése de préservation des aires sur F .

Pour appliquer ce résultat dans le cadre de a), il faut pouvoir laisser Yy ten-
dre vers 0 , et donc bien contrdler la dépendance en Y de U(Y,B) .

c) On se replace dans la situation de a). Génériquement (en P ), les courbes
invariantes hamotopes a r = Ct"e ne contiennent pas d'orbite périodique ; elles
sont alors disjointes et toute camposante connexe du complémentaire de leur réu-
nion est un anneau ouvert (une "zone d'instabilité" de Birkhoff). Soit A une
telle zone, bordée par deux courbes C; , C2 de nombres de rotation respectifs
Wy , Wy ; pour tout ® € (0 , w2) , A contient au moins un ensemble invariant
d'Aubry - Mather de nambre de rotation w (cf.5.1 pour la définition, et 1'exposé
de Chenciner ([1])).
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(668) BIFURCATIONS DE POINTS FIXES ELLIPTIQUES

d) Zehnder ([8]) a analysé en détail les orbites périodiques dont le nambre de
rotation p/q est une trés bonne approximation de a (dans le cas générique, il
existe une infinité de telles approximations). A l'aide de formes normales résonan-
tes, il montre que pd est, dans la région concernée, trés proche du temps 1
d'un flot hamiltonien du type représenté ci-dessous :

Le difféamorphisme P posséde exactement une orbite périodique elliptique et une
orbite périodique hyperbolique de nombre de rotation p/q ; les variétés stables
et instables des points hyperboliques ont une intersection non vide, génériquement
transverse ; au voisinage de l'orbite périodique elliptique (les "ilots ellipti-
ques"), on retrouve tous les phénaménes décrits dans ce numéro.

3. CODIMENSION FORMELLE 2 ; FAMILLES A DEUX PARAMETRES

3.1. On considére dorénavant une famille lisse (Pu)uE(]R2 0) de difféomorphismes
14

locaux de classe C. de (R2,0) ; on suppose que P admet en 0 un point fixe

elliptique de codimension formelle 2 , dont les valeurs propres A = eZniwo ;A

vérifient A9 #1 pour 1<g<2n+3 (ol n est un entier, fixé dans la suite,
au moins égal & 15 ).

On voudrait décrire la dynamique de Pu dans un voisinage uniforme de 0 ,
lorsque W décrit un voisinage U de 0 dans R2 .

Un changement de coordonnées (dépendant différentiablement de 1 ) et un passage
en coordonnées polaires permettent de présenter (Pu) LEU sous la forme :

Pu(ﬁ,r) = (§,R) , avec
{ 8 = 9+g(u,r2) +r2n+2 a(y,9,r)
R2 = r2(1+f(y,r2) +r2n+2 g(u,9,r))

oh f,g,a,pB sontdeclasse C et f , g sont des polyndmes de degré r
en leur seconde variable (notée X ).

Vu 1'hypothése sur Po , on a :
2
£(0,0) =g—f{ 0,0) =0 , gx—f 0,0) #0 .

Quitte a changer d'échelle et i remplacer (Pu) par (P‘T)‘ , on peut supposer que
2

8_£ (0,0) =- 2 . On fait aussi l'hypoth&se générique suivante :

X
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(H1) Les formes % (£(0,0)) , % g—)f( (0,0) sont linéairement indépendantes.

On peut alors écrire le paramétre u sous la forme u = (h,a) de fagon a avoir :
f(4,X) = u+2a X+i§2 ai(u) x:L ,

avec az(0) =-1.

On notera Nu la forme normale associée i Pu définie par :

Nu(\‘},r) = (O+g(u,r2) , r(l+f(u,r2))1/2)

3.2. La courbe de non-hyperbolicité et la dynamique de Nu

Le feuilletage par cercles centrés en 0 est invariant par Nu ; les racines
réelles positives de f(u,X) = 0 déterminent les cercles invariants de Nu , et
une telle racine est simple si et seulement si le cercle correspondant est normale-

ment hyperbolique.

L'élimination de X entre f(u,X) =0 , %( f(w,X) =0, X2 0 produit la cour-
be de non-hyperbolicité TI' . La courbe I' est paramétrée par a > 0 , elle admet
une équation du type u = u(a) = -a2+0(a3) , et le rayon r(a) du cercle inva-
riant non normalement hyperbolique correspondant vérifie (r(a))2 = a+0(a2) .

La droite u =0 (ligne de bifurcation de Hopf) et la courbe TI' délimitent
les régions correspondant aux différents types de dynamique possibles de Nu ; ils
sont symbolisés sur la figure 1.

U
1
Ao A, Aq2
\ />a
he ' = Aoz
Ao
Ao Ao+ Aq Aq2 A2 Aoz
O @ W Ye) ®
Figure 1
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(668) BIFURCATIONS DE POINTS FIXES ELLIPTIQUES

3.3. Le domaine d'hyperbolicité

C'est dans un voisinage effilé ¢ de TI' qu'ont lieu les phénaménes qui nous
intéressent ; en dehors de V , 1'hyperbolicité radiale de Nu est suffisante pour
assurer, par les méthodes classiques, que la dynamique de Pu soit semblable a

11 .
celle de Nu

Plus précisément, soient Uo , Us , Uz les parties ouvertes de U constituées
des W € U pour lesquels la dynamique de Pu est décrite par les modéles A, ,
A, , Az ci-dessus (pour A, et Az , on exige que 1l'hyperbolicité normale des

courbes invariantes soit supérieure & leur éventuelle hyperbolicité tangentielle).
Posons, d'autre part :

£fr(u,X) = £(u,X) -x0"2 ,

X = fWX +x7,
et notons Ty les courbes résultant de 1'élimination de X entre f£f:(u,X) =0,
ﬁ%"’—x)=0 ; X2 0 . Elles ont pour équation

U =1 (a) = u@ +a?2 +0(a™2) pour I+

L= (a) = u@ -a*+0(a"*") pour I~

avec a >0 . Notons V le voisinage effilé de I' bordé par I'sy et I'_ . On mon-
tre que :

a) U1

mlu>0
b) Uz2>fm[a>0,0>u>wma)l
c) Uo>fu|la<0,u<0 ou a=20, u<u(al

(la vérification de c) est immédiate ; celle de a) et b) repose sur la méthode des
"transformées de graphes", qui remonte i Hadamard) .

On se concentrera désormais sur ce qui se passe dans V : camment, sur un chemin
reliant Uz & Uo (et, par exemple, transverse & I' ), les deux courbes invarian-
tes s'éliminent-elles ?

3.4. Nombres de rotation des courbes invariantes

a) Poun Les gormes normales
On fait des hypothéses génériques supplémentaires suivantes, qui jouent le rdle
de 1'hypothése de twist du cas conservatif :

9
®2) 2 (0,00 #0
@) 52 0,0+ (0,00 =m0 £0 .

On a g(0,0) = wo . D'aprés 1'hypothése (H3), les surfaces de niveau de g(u,X)
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au voisinage de 0 dans R® coupent transversalement la surface f(u,X) = 0 et
lacourbe I': u=1u@ ,r=r(@) ;en projetant dans 1l'espace des paramétres, on
obtient des courbes Cco , pour w proche de wo , caractérisées comme suit : C

w
est 1l'ensemble des 1 € U pour lesquels Nu induit une rotation d'angle 2w sur

un de ses cercles invariants.
On suppose dans la suite par exemple qu'ona no > 0 .
Pour w2 wo , voisin de wo , Cu) coupe I' en un unique point (uw,aw) en
lequel les deux courbes ont un contact quadratique ; on a
aaﬁ)
=% = npt+0(@ay ,
de sorte que w peut servir 3 paramétrer I .
La figure 2 représente la configuration des courbes Co lorsque %g (0,0) >0 ;
pour les autres cas, voir [9].

Wo w < wo < wz < W3

Figure 2

b) Pour ® wvoisin de w, , soit ér.o 1'ensemble des u € U pour lesquels Pu
posséde une courbe invariante qui soit un graphe en coordonnées polaires et y in-
duise un difféomorphisme de nambre de rotation w .

On peut sans grande difficulté décrire 1'intersection de 6m et du damaine
d'hyperbolicité H = U-V :

- lorsque w est irratiomnel, éco N H est une courbe ayant une ou deux
camposantes connexes suivant que ® < wp Ou W > Wo ; chaque composante connexe
a une équation de la forme u = u.w(a) , ou la fonction TR est lipschitzienne, et
méme de classe C. si o satisfait & une condition diophantienne.

- lorsque ® est rationnel, il faut "épaissir" la situation précédente, en
remplagant la courbe d'équation w = um(a) par une région de la forme
(@) <suswuh@ , o wh, u; sont lipschitziennes ; génériquement, on a
u:) > 1 sauf au point oll la courbe invariante correspondante dégénére en 1'ori-
gine ; c'est le phénoméne des "langues d'Arnold" ([10],[11]).
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(668) BIFURCATIONS DE POINTS FIXES ELLIPTIQUES

60) nH, o rationnel
60) n#H, o irrationnel

N

Figure 3

3.5. la deuxiéme localisation

Pour étudier ce qui se passe dans V , on va :
a) recouvrir V par des cartes Dm , centrées aux points (um,aw) €ETr ;

b) se restreindre, lorsque W € Dm , @ un anneau entourant 0 qui contient tou-
te la dynamique non triviale de Pu .

Posons m=—§%(0,0);€0, Nz = 2no N7' #0 ; fixons w > wo , et soit

KL = (4,a) un point vérifiant :
- = 3 - = 2
L-u 0(a3) , a-a 0(a2?) .

Définissons r(u) par g(u,(r(w))2) = w ; le changement de variables

r2 = (r(w))2? (1+o0) conduit pour N & l'expression :

n . L
e=a+>0:ai(u) o

2= + x !
. (

Sous les conditions précédentes, on a
() =w, arw =mn a +0@3) ,
a,w =0@) , iz22,
bo(w = (u-w)(1+0(a))+2a (a-a)(1+0(a)) ,

bi(w) = (u-uw) (1+0(aw)) + (2+nz)aw(a—aw) (l+0(aw)) '

ba(W) = -a2 (1+0@)) ,
b, =0@@ ), 123,
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Posons v =bo(M) , € =Dbq(4) , et définissons le domaine Dw par les conditions
[v] < a2, le] < aj . On montre que (v,€) est un systéme de coordonnées pour

Do) . La courbe Cwan a pour équation v =0 , et la courbe l"an a une
équation de la forme :

v € (1+0(a))
= - = a .
4az w
"N
D
c I, k/ w
w

iyl
Z

ol r

AN\

Figure 4

Dans les coordonnées (3,0) , l'expression de Pu est :
n .
_ i n+l
=9+ g ai(u) o +a al(u,e,c)

n+1 .
_ i n+l
=0+ g b;(w o +a " B w90 .

La partie non triviale de la dynamique de PU- est concentrée, lorsque u € Dm

4
dans 1'anneau |o| sZa(:)/2 :ona Z>0 si cs-2a;/2,et Z<o si cZZaJ)/z.

Le changement de variables :

n
~ n+1
n,a, o= ? ai(u.) I+ a, 0.1 u,9,0)

est aussi souvent utile ; il permet d'écrire Pu sous la forme :

8= 8+w+nlaw5 ,

n-1 .
=56+ % c (W) I +a B, (W90 ,
j=0 1 w2
ol ¢ (W , pour 0<i=<n-1, vérifie la méme estimation que bi(u) . Il est

facile de voir que (co(W) , c4(W)) est un systéme de coordonnées pour Dm .

On définit ﬁu en faisant B2 = 0 dans les formules précédentes. On notera

dans la suite T _=n, a_.
w 1 "
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(668) BIFURCATIONS DE POINTS FIXES ELLIPTIQUES

4. EXISTENCE DE BONS CHEMINS D'ELIMINATION

4.1. Conditions diophantiennes

Soient 20, y>0 . Onnote K (y,B) la partie fermée de R constituée des
® qui vérifient :
lo-p/q] 2 Y@zl v geq
q2+B

On notera, par rapport aux conditions diophantiennes qu'on rencontre le plus
souvent dans les problémes de petits dénominateurs, la présence du facteur
|w-wo| , néoessaire pour obtenir des résultats non triviaux ; la situation est
analogue pour la stabilité des points fixes elliptiques conservatifs.

Lemme.- Soit B > 0 ; 4L existe une constante C(B) > 0 telle qu'on ait, pour
tout t> 0 :
m([wo+t , wo+2t] NK(Y,B)) = t(1-y CPB)) .

4.2. Courbes translatées

Pour w > wo et uEDw,laoourbe g=0 est envoyée par ﬁu sur sa trans-
latée G = co(W) avec une rotation d'angle 2mw . lLe théord@me ci-dessous montre
que ce phénaméne persiste pour Pu , S1 w satisfait & une condition diophantienne.

On se place dans les coordonnées spatiales (9,5) .

THEOREME 1.- Sodent B 20 , y > 0 . I existe we constante € = e(y,B) telle
qu'a tout w € (wo,wo+€) N K(Y,B) 40it associie une application diffénentiable :
w— W h,A) de D dans (T, R) x Diffy (') x R possédant La propritts
sulvante : :

) Pu(altbu(ﬁ)) = (elliu(e) +)»u)
0 = h‘T (hu(ﬁ) +w ,

pour tout uGDw,SE'n” .

On a de plus des majorations (essentielles pour la suite) de
I)»u—co W], Ihu-id| et de leurs dérivées partielles par rapport & v , € ; les
expressions majorantes sont de la forme C az_k”Bsz , ol C est une constante,
k un entier < 14 , et ”BZHm le maximum des bornes supérieures d'un certain
nambre (fini) de dérivées partielles de B2 (w,9,3) .

D'aprés le lemme, 1l'ensemble des w satisfaisant aux conclusions du théoréme
est de mesure positive, et sa mesure relative dans [wo,w0+t] tend vers 1 lors-
que t tend vers O .
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La méthode de démonstration du théoréme est de transformer (1), pour u £fixé,
en une équation fonctionnelle :

Flhy A 08, Ba(,e,)) =0,
ol F vérifie F(id,co(w),0) =0 (le cas de f\iu ) ; on va appliquer le théoréme
des fonctions implicites de Hamilton ([12],[13],[14]) pour trouver hl-'- et Au

( tbu s'en déduisant) lorsque a, est assez petit ; la différentiabilité de 1'ap-
plication w— (hu,wu,)» Ll) est alors immédiate. La vérification des hypothéses
du théoréme de Hamilton est (tr@s) longue, et rendue délicate par la nécessité de
contrdler les puissances de a, apparaissant dans les estimations.

, -~
4.3. L'ensemble Cw n Dw

On fixe dans la fin du paragraphe un nambre de rotation « qui satisfait aux
hypothéses du théoréme.

Pour u € Dw , posons do (W) = A.u . Les estimations du théoréme permettent de
montrer que les applications co , do sont proches dans la C'-topologie sur Dw .
I1 en résulte que 1l'équation do(w) = 0 définit dans D(o une courbe C qui est
Cl-proche de l'axe v =0 .

Iorsque W€ C , la courbe G = kIJu(S)} est invariante par Pl-l , et 1l'action
angulaire de PIJ- sur cette courbe est conjuguée (par hu ) & la rotation d'angle
2w . On a donc CCCw.

De plus, C comnecte les deux composantes connexes de Cw N H . On peut méme
montrer (cf. 5.2) qu'ona C=C n7D .

On peut donc conclure que C_ = est une cowtbe connexe de classe c.

4.4. Formes normales au voisinage des courbes translatées

Dans les coordonnées E = }h(&) , X = a-wu(e) , Pu s'écrit Tquu , avec :

Tu(E,X) = (E,x+ ?vu)

Qu(E,X)

Le difféomorphisme Qu laisse invariante la courbe x = 0 et y induit la rota-
tion d'angle 2w . Camme « satisfait & une condition diophantienne, on sait
alors ([15]) trouver des cordonnées (T,y) proches de (E,x) dans lesquelles QIJ-
s'écrive :

(E+ w +x as(M,%,E) , x Ba(u,x,E)) .

K .
Q) = €+ttt vy, v+ _El d; (W yl+a§ By, Ty))
l:

avec K<n.

L'expression de TU» dans les coordonnées (L,y) n'est plus aussi
simple.
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On vérifie que :

- l'application (co(M),c1(w)) — (do(w),d1(w)) est, en C'-norme, a une dis-
tance de 1'identité moindre que 0(a3_14) ;

- les estimations de 3.5 satisfaites par les bi (W) le sont encore par les
di(u) ,pour 2<i=<K.

On en déduit, lorsque u € C , la dynamique normale des courbes invariantes cor-
respondantes : la fonction d,(W) a une dérivée non nulle le long de € et s'y
annule en exactement un point ﬁm . C'est 1'unique valeur de u telle que Pu
posséde une courbe invariante qui soit un graphe en coordonnées polaires, ait pour
nanbre de rotation w , et ne soit pas normalement hyperbolique.

4.5. Bons chemins d'élimination

THEOREME 2.- Soient &> 0 et A, (resp. B_) fa partie de D = d'gquation :
(di(w)2
do () <-{d21 ()2
o (1) (4-5)a:)

(resp. do (W) 2-(&—@2—)—) .

(4+ 6)a:)

S{ w est assez voisin de wo , on a :
A(L) - ﬁ(&) c UO »
B(D - ﬁw < U2 ’
et P~ et topologiquement conjugué a N(Uw ay) ° (On comparera les équations de
’
Aco'Bw dcellede T .)

A partir des formes normales du numéro précédent, la démonstration de ce théo-
réme n'est pas trés difficile ; le seul cas délicat est celui de Bm—ﬁw ol on
utilise les transformées de graphe pour trouver les courbes invariantes.

Ce théoréme est remarquable ; citons-en seulement deux conséquences immédiates.

1) La seule présence d'une courbe invariante de nambre de rotation ® force la
dynamique de Pu 3 étre "simple".

2) Considérons, pour a voisin de 0 , la famille & un paramétre :

H— P(u a) ¢ avec une probabilité positive sur a , qui tend vers 1 lorsque a

4
tend vers 0 , cette famille présente pour u < 0 une seule bifurcation, de type
selle-noeud, ol les deux courbes invariantes s'éliminent.
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La région ol on ne sait encore rien dire de la dynamique de Pu est le complé-
mentaire dans V de 1'union des Aw et Bw , lorsque w décrit 1l'ensenble des
réels vérifiant les hypoth@ses des théorémes 1 et 2. Cette région posséde une in-
finité de camposantes comnexes (les "bulles"). On verra en 6 que la dynamique de
Pu peut y étre trés compliquée.

'
/

5. ENSEMBLES INVARIANTS D'AUBRY - MATHER

DEFINITION 5.1.- Soit W€ U ; un ensemble énvariant d'Aubny - Mather de P, est
une partie M du domaine de déginition de Pu vernifiant :

a) M est femée, invariante par Pu , minimale et distincte de {0} ;
b) La nestriction @ M de La coondonnée angulaire O est infective
c) L'homzomorphisme de 9(M) déduit de Pu presenve L'ondre cyclique du cercle.

Le nombre de rotation de cet haméamorphisme est alors aussi par définition ce-
lui de M.

On note éw 1'ensemble des valeurs de u pour lesquelles P, admet un ensem-
ble invariant d'Aubry - Mather de nonbre de rotation o . Il est clair qu'on a.

chcm.

5.2. Lorsque W € H , tout ensemble invariant d'Aubry - Mather de Pu est contenu
dans une des courbes invariantes de Pu (et lui est &gal si son nambre de rotation
est irrationnel) ; on a donc
cwnH=cmnH. o3
& )
On montre facilement, d'autre part, que tout u € Cw n V vérifie a=aw+ O(am-7 };
on a donc :
¢ nveop .
(A} ©
Supposons que ® Vvérifie les hypothéses du théoréme 1. On a alors :

¢ =¢C, .
w w
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Soient en effet u € Dco n éw , € M un ensemble invariant d'Aubry - Mather de
Pu , de nambre de rotation w ; notons C la courbe translatée de PIJ. (cg. 4.2)
et f (resp. g ) l'homéamorphisme de T (resp. 9() ) déduit de Pu]C (resp.
PulM) ; on a soit g < fl&(M) , soit g > fl&(M) , soit g = f|8(M) , car M ne
peut couper l'anneau fermé délimité par C et Pu(C) que si C = Pu(C) . Les nam-
bres de rotation de f et g étant égaux & ® , on doit avoir g = f]&(M) et

= = ' o
M=C Pu(C) , d'ot uecw.

5.3. Estimations lipschitziennes

Soient ® > wo , proche de wo , uEéwan,etMunensenblemvariant
d'Aubry - Mather de Pu , de nombre de rotation w . Dans les coordonnées (9,0)
définies en 3.5, soit ¢ : 9(M) — R 1'application dont M est le graphe.

Lemme.- L'application ¢ est Lipschitzienne, et sa constante de Lipschitz vérnifie :

z
2 /4 _

Lip ¢ < lea(w | + Cq (W) + O(Tn 1) .
T 'rf) w

COROLLAIRE (localisation de M ).- M est contenu dans L'anneau :

5 < el /(c1 w):?, O(Tz'l) .

Tw Tw

Le corollaire résulte du lemme et de ce que O ne peut garder un signe constant
sur M . Quant au lemme, il se démontre de fagon analogue & la situation conserva-
tive ([3]), au raffinement prés suivant : si { : T!'— R est l'application dé-
duite de (¢ par interpolation linéaire, et si on note f = id+'cw U+ , on com-
pare les constantes de Lipschitz de { et £+ (1+e, (W) £ (dans le cas- conser-

- P 2+cq (W)
vatif, on compare celles de | et 5 ) .

Camme dans le cas conservatif, cette estimation lipschitzienne a prlorl joue
un role fondamental. Elle implique le résultat suivant : 1l'ensemble des couples
(h,w) € U x T tels que u € ém (resp. W€ E:m ) est fenmé ; en particulier, ém

et ém sont fermés pour tout o .

5.4. Existence d'ensembles invariants d'Aubry - Mather

THROREME 3.- Pour tout w > wo (sufgisamment proche de wo ) Les deux composantes
de C nH sont comecties dans ém no, .

Esquisse de démonstration :

a) Il suffit de démontrer que tout chemin vy : [0,1] — Dm vérifiant
v(v(0)) = a(i’) , V(Y(1)) = - a(i’) , coupe éco ; d'aprés les estimations lipschitzien-
nes, il suffit de démontrer ce dernier résultat lorsque w est ratiomel ; on va
donc chercher des orbites pé&riodiques bien ordonnées.

327



J.-C. YOCCOZ

b) Soit w=p/q, avec pag=1, q=1; définissons B par :

Pu(a,é) = (O+1,5+w , G+colw) +B3(1,9,8)) ,

et posons, pour u € Dm , t € [0,1] :
Pu,t(e'a) = (9+ Ty O+w , G+co(Ww +t Bs(1,9,8)) .

Notons A, 1'espace des applications de % /qz dans T, et M, le sous-espace
de 2 formé des applications ¢ qui respectent 1'ordre cyclique (au sens faible)
et vérifient :

loi+p) -0 -p/al <2, Vi .

c) Soient t € [0,1] , WED et ® €M ; pour iEZ/qZ , posons

5 = @i+p) -e() -p/g
i T
et définissons Ei+p par :

P, t@d) 4 S = (eli+p) , Zivp) -

Notons &(p,u,t) le point de R®? dont les coordonnées sont ii-ai , 0<i<qg.
Par construction, on a &(¢,u,t) = 0 si et seulement si il existe une orbite pé-

riodique bien ordonnée (au sens large) de Pu £ ayant pour coordonnées angulaires
4
les o(i) .

Lemme.- Solent t € [0,1] , W€ Dw P OEM 44 8(@u,t) =0, alorns o appar-
tient a L'intérnieun de M, dans A .
Demonstration.- Tout d'abord, ¢ est injective, car une égalité (i) = @(i+1)
impliquerait &, =&, (car @(i-p) S @i-p+1) , @i+p) < @i+p+1)) et
1l'orbite périodique correspondante de PIJ- € n'aurait pas la bonne période. Ceci
~ ’
&tant, on a |°i| < 212 d'aprds les estimations lipschitziennes (corollaire),
donc ¢ appartient & 1'intérieur de Mo

d) Pour a € ', définissons :

M (@) = {0€M |00 =0}

C'est un polyédre convexe de R | Le bord de M (@) x [0,1] est donc homéomor-
phe 3 s |

Soient vy : [0,1] —»Dw un chemin vérifiant v(y(0)) = ag) , V(Y()) = - az) ,
Yo le chemin linéaire (dans les coordomnées v , € ) de mémes extrémités que Y ,

ie & émités fixé tre et = Y.
et (Yt) O<t<1 I homotopie a extrémités fixées en Yo Y = Y4

Pour 0 <t <1, on définit une application A

par :

. de M (@) x [0,1] dans r

A (@) = 8(0,v (W),t) .
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L'image par A du bord de Mw(a) x [0,1] ne contient pas 0 : c'est le lemme
pour E)Mm(o.) x [0,1] , et une vérification immédiate pour Mm(a) x {0} et
M () x {1} .

Les restrictions au bord de Mw(a) x [0,1] d Ao et A, sont donc & valeurs
dans]Rq-{O},etleurdegréestlemétre;oeluide Ao est de *1 , car on a

A51(0) = (Po,u0) avec :
$o (i) = a + i p/q
c1(Yo(w)) =0,
et la différentielle DA, (®o,U0) est inversible.

On conclut que A4 s'annule dans Mw(o.) x [0,1] , ce qui fournit 1'orbite pé-
riodique bien ordonnée recherchée.

5.5. Les ensenbles invariants d'Aubry - Mather ne sont pas toujours des courbes,
méme lorsque leur nombre de rotation est irrationnel. En effet, l'ensemble des w
tels que les deux composantes connexes de éco N H ne sont pas connectées dans
Co N Dco est ouvert (c'est une conséquence des estimations lipschitziennes). On
verra en 6 que, pour une famille générique (Pu) , cet ensemble est non vide, car
il contient une suite de bonnes approximations rationnelles de wo .

6. BONS RATTONNELS ET ORBITES HOMOCLINES

6.1. Bons rationnels et rectification des orbites périodiques

Lemme.- Sodient v >0, k21; i existe € =€(k,yY) , C=cC(k,Y) , tels que 84
w =p/q € (wo ,wo+inf(e,ygq~")) , alors on ait, pour tout w € Dm , tout j<q:
~5 _ .3 < n-1
I8) - BJll, <cam,
o || “k désigne La C-norme dans un voisinage de O .
On appelle bon rationnel un rationnel qui satisfait les hypoth&ses du lemme.

D'aprés le lemme, toute orbite périodique dont le nambre de rotation p/d = w

est un bon rationnel, est bien ordonnée (au sens de 5.1).

Pour étudier la dynamique de Pu au voisinage d'une telle orbite, on pose :
-1 . . -1 . .

160 5 o 1L -5

W 93=0 P/Q° H ' "W gij=0 pP/A°u’

L =H" .
T e Ky
Par construction, la courbe des points transformés radialement par P& est en-
voyée par Lu sur le cercle des points transformés radialement par ﬁﬁ . 0n a

. _ n-1
I, J.d]lk—O(am )
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pour u € Dw ; dans les coordonnées définies par L‘_l ,Ona:

BLEY) = § (09) + ) H(aw ) , Bu(bE,y))

et un changement de variables évident permet d'écrire :

~ -2
P EX) =N (Ex) +a (0, BsWEx) ,
ol les points p/q périodiques sont déterminés par les équations :
x=0
Cow) +alt? Bs(,E,0) = 0 .

6.2. On considére maintenant des familles Pu came précédemment, qui sont généni-
ques au sens de la catégorie de Baire (c'est-3-dire qu'elles satisfont i toutes les
propriétés génériques considérées) ; pour une telle famille, le nambre wo est ir—
rationnel et poss&de une infinité de tr&s bomnes approximations rationnelles

Pn/dn > wo . Soit w = p/q une telle approximation ; c'est un bon rationnel au sens
du numéro précédent. Pour étudier les bifurcations au voisinage de (um,aw) , on
peut supposer que dans la région (spatiale) ol elles se produisent, Pu est trés
bien approché dans la Ck —-topologie ( k entier fix&) par son jet d'ordre (par exem
ple) 4q , pour tout u € Dw .

On transforme ce jet en une forme normale p/q résonante (cd. 2.1) dont Pu est
une perturbation, puis on applique la méthode de rectification des orbites p/q pé-
riodiques décrite au numéro précédent. Aprés un dernier changement d'échelle, on
aboutit pour Pu 3 une expression de la forme :
B Ex = E+p/a+ VP! x, x+ V2 arpx-and +bm@ +0aVY))

ol on a :

.T=T
p/q

. o, B sont respectivement proportionnels & co(u) , c41(W) et peuvent donc
étre pris came paramétres dans le damaine considéré ;

.
’

. a, b sont des constantes strictement positives (plus précisément a , b dé-
pendent de o , B mais cette dépendance est négligeable) ;

. NE®) = cos 2MO+0(T) ;

. les points p/q périodiques de Pu sont donnés par :
x=0
a+btn(gg) =0 .

Remarque.- L'assertion " b > 0 " et la formule pour n proviennent de la non-
nullité (générique) du premier terme résonant en Eq_l dans la forme normale.
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6.3. L'expression précédente conduit 3 considérer P‘i comme une perturbation du
temps qrq/z'l du flot @, 4 de 1'équation différentielle E(a,B) :
n=r

£=x

we

= a+Ppx-awx2+bin(qt) ,

dont les points singuliers sont précisément les points p/q périodiques de Pu .

Quelques caractéristiques dynamiques de la famille d'équations différentielles
E(o,B) sont représentées sur la figure 6 :

Figure 6
- Les courbes C* et C- délimitent la bande od E(a,B) a des singularités.

- Les courbes Hy , Ho , H- sont les lieux ol E(a,B) présente les différents
types possibles de connexion entre singularités hyperboliques.

- Dans les régions hachurées (resp. doublement hachurées), E(a,f) a une (resp.
deux) orbites fermées hamotopes & {x =0} .

Les propriétés de la famille Pu qu'on déduit de celles de la famille E(a,B)

sont schématisées sur la fiqure 7 :
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- Les courbes é+ et C_ délimitent f:p /q ! ol Pu a exactement deux orbites
p/q périodiques.

?
- Dans la région sous Lo , Pu n'a pas de courbe invariante entourant 0 ; la
dynamique non triviale est concentrée dans les "Iles" entourant les orbites p/q

périodiques. En particulier, la région en-dessous de C_. et L, est contenue
dans UQ .

- Dans la région au-dessus de L+ et L. , Pu a deux courbes invariantes nor-
malement hyperboliques (dont les nombres de rotation encadrent p/q ) ; le reste
de la dynamique est concentré dans les "iles" entourant les orbites p/q- périodi-

ques ; en particulier, la région au-dessus de é+ , L+ et I est contenue dans
Uz .

- Dans les régions Ho , Hy , i , P, présente les différents types possibles
d'intersections entre les variétés stables et instables de son orbite p/q pério-
dique hyperbolique. Ces intersections sont génériquement transverses et créent les
orbites homoclines. Dans la région (d'intérieur non vide) Hy N H. , toutes les
intersections possibles sont réalisées. Notons que ﬁo ' ﬁ+ , A traversent com-
plétement Elp /q ; on en déduit que les deux composantes connexes de C

Z p/q
sont pas connectées & travers Cp /q

- Finalement, Chenciner a vérifié qu'au point u, tel que Puo admette une
orbite p/g-périodique elliptique de codimension formelle 2 , les hypothéses fai-
tes sur la famille Pu sont satisfaites. On retrouve ainsi & une échelle plus pe-
tite, au voisinage de uo , toute la situation décrite (pour la famille P ) au
voisinage de 0 ! Ce phénaméne est l'analogue de celui des "ilots elliptiques"
pour les points fixes elliptiques conservatifs.

nH ne

7. EN GUISE DE CONCLUSION
On peut dégager deux "morales" opposées des travaux de Chenciner :

- le grand pouvoir ordonnateur des nombres de rotation satisfaisant & une con-
dition diophantienne : avec une forte probabilité, les deux courbes invariantes
normalement hyperboliques créées par bifurcation de Hopf s'é@liminent de la fagon
la plus simple possible, en passant par une courbe invariante semi-stable.

- de méme que pour la dynamique du point fixe elliptique conservatif, il est a
priond impossible d'analyser complétement les bifurcations en codimension 2 au
voisinage d'un point fixe elliptique ; c'est sans doute 1l'exemple le plus simple
en théorie locale des bifurcations ol cela se produise.

Voici pour finir quelques questions laissées ouvertes par Chenciner sur la dy-
namique générique des familles Pu
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- Rencontre-t-on (dans la situation de 6, par exemple) des attracteurs du type
que Birkhoff ([16]) a étudié pour les difféomorphismes "twist" qui contractent les
aires (cf{. également les travaux de Le Calvez [17]) ?

- Peut-on décrire les bords des ouverts Uo , Uz définis en 3 2 On pourrait es-
pérer (mais c'est peut-étre trop optimiste) que ce sont des courbes qui sont gra-
phes de fonctions lipschitziennes.

- En wne valeur 1 du paramdtre qui appartient & Uo N U: , la dynamique de
Pu est-elle toujours simple ? En d'autres termes, si les courbes invariantes s'é-
liminent "instantanément", est-ce en passant par une courbe invariante semi-stable
(comme c'est le cas pour les "bons" nombres de rotation irrationnels) ?
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