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Séminaire BOURBAKI Juin 1986
38&me année, 1985-86, n° 664

MESURES DE COURBURE DES VARIETES LISSES
ET DES POLYEDRES
[d'aprés Cheeger, Miller et Schrader]

par Jacques LAFONTAINE

La formule de Gauss - Bonnet pour les surfaces, qui assure que IS Kg vg = 2nx(S),
ol Vg est la mesure canonique associée a la métrique et Kg la courbure gaus-
sienne, a un analogue poly&dral immédiat. On peut considérer la courbure d'un poly-
&dre P comme une mesure concentrée aux sammets : si on associe & chaque sommet
0° le défaut angulaire A(c®) = 2m - 02§o° (®,02) , o (0°,02) désigne l'an—
gle en o° de la face o2 , la mesure OEOA(OO)GOO a pour masse totale 2mx(P) .
De plus (cf. 5.2 infra), pour des approximations poly&drales convenables de S ,
ces mesures discrétes convergent en mesure vers l'intégrant Kg vg .

Cheeger, Miller et Schrider démontrent un résultat analogue pour toute variété
riemannienne campacte (M,g) : chaque courbure de Lipschitz-Killing sz , qui
est un polynome de degré Jj par rapport au tenseur de courbure de (M,g) (voir
§ 2), a son pendant poly&dral, qui est une mesure portée par le squelette de codi-
mension 2j du poly&dre. Et on a un théoréme de convergence, nettement plus dif-
ficile que dans le cas n = 2 (théoréme 5.1).

Si n=4, alors szg est le Lagrangien de la relativité générale ([H], c{.
[M-S-W] ch. 21). Son analogue poly&dral a &té introduit par Regge ([R]) dont les
idées ont suscité un grand intérét chez les physiciens théoriciens (c4. [C-M-S 1],
[M-T-W]) . Mais avant [C-M-S 2], les questions de convergence n'étaient pas abor-
dées.

Pour n pair et j = n/2 , ces résultats donnent une nouvelle démonstration de
la formule de Gauss - Bonnet - Chern, reliant directement la courbure & la caracté-
ristique d'Euler - Poincaré vue de fagon combinatoire (comparer a [Ch 1], [S-W],
[Sp] pour la démonstration originelle de Chern ol X(M) est reliée aux propriétés
des champs de vecteurs, a [P], [A-B-P], [A], [Gi] pour la démonstration analytique
de Patodi ol x(M) apparait comme l'indice d'un opérateur elliptique). Une telle
démonstration avait été pressentie par Allendoerfer et Weil ([A-W]).

ILes idées de [C-M-S 2] sont reliées a des développements récents, dus principa-
lement a Cheeger ([C 1], [C 2], [C 3]) d'Analyse sur les variétés riemanniennes
singuliéres, mais aussi a des considérations plus anciennes de Géamétrie Intégrale
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J. LAFONTAINE

(lc-m-s 3], [s], [s-W], [Wil) : celle-ci, qui met en jeu des invariants géométri-
ques définis sans hypothése de lissité, permet de détecter des invariants rieman-
niens ayant un analogue poly&dral, ainsi que l'expression de ces analogues poly-
é&draux.

Je remercie M. Berger, P. Marry et P. Pansu pour leurs remarques sur ce texte.
1. UN PEU DE GEOMETRIE INTEGRALE

On peut rendre campte des propriétés métriques "semi-locales" d'un compact A
de IR? , sans hypothé&ses de lissité ou de dimension, 3 1'aide des volumes de ses
voisinages tubulaires V. (&) , et de ses intégrales transverses (Quermassintegra-
len, c4. [H], [S], [Lal), définies par M @) = N,k Jaw x X(A N P)d . On a dési-
gné par GN Kk la k-grassmannienne affine munie de "sa" mesure invariante par le
groupe des E(N) des isométries de ]RN Avec nos normalisations, MN—k A) = volk (a)
si dim(a) =k (formule de Cauchy - Crofton, cf§. [S], ch. 14).

Alors, si A admet un "rayon d'injectivité externe" strictement positif, il y
a une relation remarquable entre volumes des tubes et intégrales transverses. Plus
précisément, soit r(A) la borne inférieure des p = 0 tels que, si r < p , tout
point de Ve (A) admet une projection unique sur A . Par exemple, r(A) =+ si
et seulement si A est convexe, et r(A) >0 si A est une sous-variété a bord

lisse. Alors, si r < r(a) ,

N
(1) vol (V_(a)) = 20 volk(Bk(l))Mk(A)rk .
k

Cette formule est due & Steiner dans le cas convexe (cf. [Ha] ch. 6, §1, [Br 1],
12.10.6, [S] ch. 13), & Weyl et Chern dans le cas lisse ([W], [Ch 2], [S-W]), &
Federer dans le cas général ([F]).
Si r(A) =0, la formule (1) n'est plus vraie (voir
cependant [C-M-S 3], th. 8). Mais les M, gardent une
signification géométrique dans le cadre des polyédres
riemanniens (voir [A-W] ou [Wi] pour une définition en
forme) : elles apparaissent dans la formule cinématique
de Chern ([Ch 2], [S]), étendue & ce cas par Wintgen
([Wil) : si dg est la mesure de Haar du groupe E(N) ,
on a

N
XA N gBdg = T 4AWMNkM B)M, _, (B) . Fig. 1
JE(N) k=0 vk

De plus, ces intégrales transverses sont additives, puisque

X(A N B) + X(A UB) =x(A) + x(B) ; elles ne dépendent que de l'espace métrique A
et non de son plongement dans B (c§. [Wi] pour le cas général ; par exemple, si
D cR?® est un domaine de bord S , alors M, (D) est donnée par 1l'intégrale de la
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(664) COURBURE DES VARIETES LISSES

courbure moyenne de S , qui est un invariant extrinséque pour S , mais intrinsé-
que pour D ). Nous verrons aux paragraphes 2 et 3 comment les M s'expriment en
fonction de la courbure dans le cas lisse (d'ol la terminologie de mesure de cowt-
bure proposée par Federer), des angles diédres et des aires des faces dans le cas
des poly&dres P.L. A ce stade, le théoréme d'approximation anmnoncé dans 1'introduc-
tion est démontré pour les hypersurfaces convexes de ® : il suffit d'utiliser la
continuité des Mk pour la distance de Hausdorf sur les convexes campacts, résul-
tat qui remonte & Minkowski (cf. [Br 1] 12.10.6 ou [Hal 6.1), ainsi que [F] 5.9
pour une généralisation intéressante). Faute d'un théoréme de continuité suffisam-
ment général (penser au lampion de Schwarz, cf. [B-G], ou [Ra] p. 6-7), 1'étude du
cas général des variétés riemanniennes se fera plutSt d'un point de vue intrinsé-
que, et n'utilisera les résultats de ce paragraphe qu'd titre d'illustration.

2. COURBURES DE LIPSCHITZ - KILLING

Pour une variété riemannienne (M,g) , l'application expcnentielle
exp, : M, — M envoie isamétriquement les droites vectorielles du tangent MX
sur les géodésiques issues de x . On a ']bexpx = I , et la courbure riemannienne
rend campte des propriétés d'ordre deux. Plus précisément, soient u , V€ Mx B
de norme 1 , engendrant un 2-plan PX , et soit a =%(u,v) . Alors (c§. [Br 2]),
dz (expx tau, exp, tbv) = (b2+ c2 - 2bcoosa) t2 —% K(Px)bzczsin2 at*+0(t5) ot K(Px)
est la courbure sectionnelle de (M,g) en Px . Si o.e(t) est 1l'angle correspon-
dant & a dans le triangle euclidien de cGtés d(expx tau , exp, tbv) , tb, tc, on
en déduit que
() o (t) = a - ¢ K(P)bcsinat? + 0(t?) ,
uniformément en o si |sina| 2 |sinao| >0 .

Si n=2, K(PX) = K(x) est la courbure gaussienne. Pour n > 2 , la cour-
bure riemannienne est la section du fibré A2M O A2M (ici O est le produit sy-
métrique) satisfaisant Rx(u,v,u,v) = K(PX) sin2a et 1l'identité de Bianchi. La mé-
trique g permet d'associer & R un champ d'endomorphismes symétriques R ,
1'opérateur de courbure. Pour n =2 ; K(x) = tr ﬁx . Plus généralement, en utili-
sant les puissances extérieures de R , on attache & R, donc & (M,9) , des in-
variants scalaires.

DEFINITION 2.1.- La 2p-iéme coutbure de Lipschitz - Killing est Le scalaire
RP = (1/(2mPp1) tryop B ; on pose RPN =0 .
Nous noterons ﬁk la mesure de densité Rk par rapport d la mesure canonique
de (M,g) . Le lemme suivant est immédiat.
Lemme 2.2.- i) RSt g) = £ 5’%(g) ; RS=0 &{ k> dimM .

ii) S{ g =gi1+92 est une méitnique produit, R = I RJ;'R;] .
i+j=p
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J. LAFONTAINE

iii) S< R(u,v,w,z) = h(u,wh(v,z) - h(u,z)h(v,w) , o h € I'(s2M) ,

r%P = (2p) !/ (4m)Pp! o, (h) ( 2p-iéme fonction symetnique fondamentale des valeurns
2p
propres de h ).

D'aprés ii) et iii) , R2n(g2n) =2, R2n((S2)n) = 2n , ce qui justifie nos nor-
malisations. Précisant ce que nous annoncions au §1, on a le

THEOREME 2.3. (H. Weyl, [W]).- S{ M est wie sous-vaniété compacte de R' , munie
- . . . _p = M
de La metrique induite , RP M) r'lN_n+p(Mn) .

Pour les hypersurfaces, ce résultat est une conséquence immédiate de 2.2, iii),
appliqué & la 2e forme fondamentale (équation de Gauss) .

Les R° admettent une caractérisation algébrique (th. d'Abramov Gilkey, c{.
[GiL] p. 121, et comparer & [A]), dont la version affaiblie suivante jouera un rdle
clé. R* étant muni de sa structure euclidienne canonique, A21R2 O A2R"® hérite
d'une structure de O0(n)-module. Soit Rn le sous-module défini par 1'identité
de Bianchi (tenseurs de courbure algébriques), et Pp,x = Homg (p) (skRn,]R) . Soit
r: Pn,k —_ Pn—l,k la "restriction" déduite de 1'injection R — r .

THEOREME 2.4.- i) Si k < n/2 , r est un {somorphisme ;

ii) S{ n=2p, Le noyau de r : P P est engendni par rRP .

2p,p " “2p-1,p

Nous retrouverons tout & l'heure le fait qu'en dimension n , R® est l'inté-
grant de Gauss - Bonnet. Moralité : contrairement aux classes de Pontrjagin (cf. [A]
ou [Gi] 2.5) la classe d'Euler est instable ; mais ses représentants riemanniens se
propagent en dimension supérieure et donnent des invariants riemanniens intéres-
sants. La courbure scalaire (c4. [BB]) est au facteur 2 prés la suspendue de la
courbure gaussienne en dimension 2 . En dimension n+k , on pourra caractériser
la n-iéme courbure de Lipschitz -Killing comme la suspendue par (1"1)k de 1'in-
tégrand de Gauss - Bonnet en dimension n .

3. PROPRIETES METRIQUES DES POLYEDRES

Rappelons qu'un poly&dre est un espace topologique haméamorphe a un camplexe
simplicial ; un tel homéomorphisme est une triangulation de P .

DEFINITION 3.1.- Une métrique polyddrale sur P (P.L. §Lat space dans [C-M-S 2])
est une metrnique telle que

i) chaque k-face est isomitrique & un k-simplexe ok de ]Rk ;

ii) P est un espace de Longueun ([Grl), c'est-d-dire que La distance de deux
points est La borne inférieure des Longuewws des courbes Les foignant.

Une telle métrique est déterminée par les longueurs des arétes, choisies de fa-
¢con que 1l'inégalité du triangle soit satisfaite pour chaque 2-face. Remarquons
que si P est une variété de dimension n , le complémentaire du squelette de co-
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(664) COURBURE DES VARIETES LISSES

dimension 2 est une variété riemannienne plate (c§. le "développement" de la py-
ramide) , non compléte.

Les notions d'isométrie (linéaire par morceaux), de sous-polyédre, de produit,
s'introduisent naturellement. On définit aussi des poly&dres sphériques, en rempla-
cant dans la définition 3.1 ]Rk par Sk .

Rappelons aussi qu'un cone métrique est un espace métrique camplet muni d'une
action de R* par hamothéties. Ces hamothéties ont un unique point fixe cammun,
appelé le sommet du cone ; 1l'ensemble des points & distance 1 du samet est la
base. Le cone de base L sera noté C(L) . Tout k-simplexe sphérique est la base

k+1

d'un cone simplicial de R , et tout poly&dre sphérique la base d'un cone poly-

¢dnal, notion que le lecteur dégagera sans peine.

Exemples 3.2.- Si cﬂ c ck est une £-face d'un simplexe c:!k de ]Rk , le cone
norumal CJ' (OI’ ’ dk ) est formé des rayons issus d'un q € int(oz) , orthogonaux a
o’?’ et pointant dans ok . Sa base est un simplexe sphérique noté L(oz ' ok) et
L) = &gcz L, &) est un polyddre sphérique, haméamorphe au lien des topo-
logues. Le cone métrique C(L (cz)) , noté aussi ct (oz) , est appelé le cone normal
a 017. .

L'angle diedre {inténieur (01' ’ J‘) (noté parfois en
abrégé (£,k)) est la mesure de L(c*,d) dans
ght-1 , normalisée en décidant que toutes les sphéres
sont de volume 1 . L'angle diedre extérnieur (01i ’ c)()*
est la mesure du simplexe sphérique formé des vecteurs

de skE1 qui font un angle obtus avec ceux de

L(cr[’,ok) .

Avec des arguments de régionnement, on prouve les
faits élémentaires suivants : Fig. 2

k, *

Lemme 3.3.- i) Pour tout Kk-simplexe, o°§ok (,H*=1

ii) S F ek ' E]cok (ot ,ad) (@3, * =1 (avec La convention
@,0d) = ©&I,ch)*=1).

L'expression du volume d'un n-simplexe euclidien en fonction des arétes fait
intervenir un déterminant d'ordre n+2 , dit déterminant de Cayley (c§. [Br 1],
t. 2). Celle du volume d'un simplexe sphérique, étudiée par Schléfli ([Sc]), ne
passe pas pour simple ; elle fait interwenir le dilogarithme. D'oll 1'utilité des
formules variationnelles ci-dessous. La premiére, due 3 Regge ([R], cf. [C-MS 2],
§2), &quivaut 3 la nullité du flux des champs constants & travers o@ , la seconde,
due 3 Schl&fli (cf. [Kn]) est l'analogue infinitésimal de la forrule de Gauss - Bon-
net pour les triangles sphériques. Le signe ' désigne la différentiation par
rapport aux longueurs des arétes.
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Lemme 3.4.- i) S{ o est un k-simplexe euclidien,
z (oh=2 , M)vol(on-2) =
oh—2cgn
ii) S84 L(c®,d?) est un sdmplexe sphérnique,
(e®, o' = z (c©,072) (™2 ,0")" .
oOcoh—2ccn
Nous sammes maintenant en mesure d'introduire et d'étudier les analogues poly-
é&draux des courbures de Lipschitz~Killing. La caractéristique d'Euler - Poincaré
d'un polyédre est donnée par E(—l)kcard {c}c} . Compte tenu du lemme 3.3, i) ap-
pliqué & chaque simplexe, elle apparait comme la masse totale d'une somme de
mesures de Dirac portées par les sommets, la masse correspondant au scmmet e
étant
k ok % .
(3) dkz (-1)"(c® , o)) (voir par exemple [Bal)
= o

Pour introduire un analogue polyédral des courbu.res de Lipschitz -Killing, satis-
faisant a 2.2, i) et ii), remarquons que si p € 0" estun pomt d'un polyédre,

alors p admet un voisinage isamétrique a UJ' Vl , ol Ut e ol est plat, et

Vi c C (dl) . Cela conduit & introduire, généralisant (3),

(3" p ) = 2 CnPIHRGTI, I
G =0

ainsi que la "mesure de couwtbunre"

=3 = 3 ;| |
R’ (U) cn_jp(clm" ))vol(d™ 3 n v

C'est d'ailleurs bien ﬁj (X) qui apparait dans la formgle cinématique polyédrale
(c§. [C-M-S 3], th. 6). Cela montre a posterioni que RA(X) ne dépend pas de la
triangulation. Nous allons le vérifier directement, & l'aide d'une expression de
P (C'L (" _j)) en fonctions des angles diédres intérieurs. Par des applications
répétées de 3.3, ii), on obtient, en notant abusivement (p,q) les angles diédres
(@, Y, pcte) = (02,1 (i1/42) -+ (11,50, 1a some Seant
prise pour toutes les suites de simplexes telles que L c o‘ll veeC O e [ ci . On
en déduit )

(4) P(Ct(c0)) = ©(0) + E(—l)zﬂz(o,il)...(it_l,iz)q)(il)

ol o(p) = 1-X(@LIP)) en général, o(p) =1 si & est maximal. Avec les mémes
notations, on a de méme

(4" P () = 000+ PGk + 1) oL Ger i, ki oK+ T,)

En particulier, si X est une variété PL, ¢(p) = 1n"P si p<n et o) =1;
si de plus la métrique polyé&drale est plate au voisinage de ok ' P(CJ‘ (c)( )) =0,
ce qui prouve que ces courbures poly&drales ne dépendent pas du choix de la trian-
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(664) COURBURE DES VARIETES LISSES

gulation donnant la métrique. On obtient aussi sans difficulté 1l'analogue suivant

de 2.2, ii)

Lemme 3.5.- TO (X' x X2) = k+% "ﬁk(x1)§£(x2) . En particuliern, s4 X2 est plat,
=]

R x x2) =0 powr k > dim X2 .

Toujours quand X est une variété, on voit que P(CJ‘ (o=1)) =0 et
P(CJ'(on—z)) =1-_2 . (n-2,n) , puisque (k,k+1) = 1/2 (comparer a 1'introduc-
tion). C'est sous cette forme que Regge avait introduit 1'analogue polyédral de
1'intégrale de la courbure scalaire. Cela suggére une expression de P(CJ‘ (ck )) en
fonction des angles de dimension paire uniquement. On va voir aussi que, comme dans
le cas lisse, il n'y a pas de courbures de Lipschitz-Killing impaires.

THEOREME 3.6.- S¢ k st 4mpain, P(C-( ) =0 .8i k est pair, on a La fon-
mule.
(5) p(ct(@®) = 1+2(-1) (-kn-k+2i))...(n-k+2ip_,n-k+2iy) ,

L

La somme Etant prise powr Les suites de La fonme Fk o PRy || o prkt2ie

Preuve.- Soit ¢ l'une des expressions (4) ou (5) vues comme fonctions sur l'en-
semble des cones polyédraux. En utilisant 1'additivité de X , on vérifie que

WA UB) = Y@) +Y(B) - Y@ n B) . Il suffit donc de montrer 1'égalité de (4) et (5)
pour les cfnes s'appuyant sur un simplexe sphérique. S'agissant d'expressions qui
sont nulles pour les cbnes plats, il suffit de montrer qu'elles ont méme dérivée
en fonction des longueurs des arétes. Mais d'aprés 3.4, ii), (5) a pour dérivée
(dans le cas de P(CJ' (o)) en dimension paire, mais le cas général est semblable)

£ ' : . .
% (-1)7(0,2) (2,212) (21£_1,21£) .

De méme, et en tenant compte de ce que (k,k+1) = 1/2 , on voit que (4) a pour
dérivée

00,2124y .ol (10l .

Au signe pré&s, les coefficients de (0,2)' dans ces deux sames sont les expres-
sions (5) et (4) pour le cbne CJ'(OZ) (si (0,2) = (o°, 0?) . Un argument de ré-
currence sur la dimension des cfnes permet de conclure. O

Terminons ce paragraphe par 1'énoncé de deux propriétés qui nous serviront au
§5. La premiére est une retombée de la démonstration ci-dessus, la seconde néces-
site en plus le lemme de Regge 3.4, i).

Lemme 3.7.- Soit C?“ une gamille a un parametre de cones polyedraux de dimen-

sdion 2m , telle que Le cine S 504t plat. Alons Les (m=-1) premieres derni-

vées de (5) sont nulles, et La m—iéme est donnée par

~D™Z0,2)'(2,4)" ... (2m-2,2m)" .
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mee 3.8.- Sodlt Xi une famille & un parametre de métriques polyedrales. Alons
R’ x)' = Pt () || . (On designe par Iok] Le k-volume euclidien de d°)

4. DES POLYEDRES AUX VARIETES : TRIANGULATIONS EPAISSES

Pour éviter le phénoméne du lampion évoqué plus haut, il nous faut approcher les
variétés par des poly&dres dont les simplexes ne s'écrasent pas trop. L'approxima-
tion se fera au sens de Lipschitz.

DEFINITION 4.1 (cf. [Gr], [Pal).- La distance de Lipschitz de deux espaces métrni-
ques X et Y est fa borne inférieure des nombres |logdil f| + |logdil £-1|
quand £ parcourt L'ensemble des homéomorphismes Lipschitziens de X dans Y .

La maille n et l'paissewr © d'un k-simplexe & sont définies par
n= (ﬁcugk o] et ©= oelgf’k |c:J(7‘|n-1 respectivement. Minorer 1'épaisseur revient
a minorer les angles diédres ; l'ensemble des classes d'isométries de k-simplexes
de maille < no et d'épaisseur 2 O > 0 est compact pour la distance de Lipschitz.
La maille et 1'épaisseur d'un polyédre triangulé X sont par définition (comparer
a [wh] 1v. 14)

nX = sup |07 et ©(X) = inf (%) .
olcX o'<X

Lemme 4.2.~ Pour tout polyedre métnique X , 4L
existe un © > 0 , tel que, pour tout n >0 ,
X admette une trhiangulation de maille Lnférnieu-
ne a mn et d'épaisseur supirieure a O .

Ia preuve serait un commentaire du dessin
ci-contre.

Soit maintenant (M,g) une variété rieman-
nienne compacte de classe C3 . Aprés change-
ment d'échelle, on peut supposer que

fig. 3

exp, | B(0,1) = M, est un difféamorphisme pour

tout x . Soit o7 un simplexe de M ayant un somet en 0 ; soient (qi) l<i<n
les autres sammets, f’ij les longueurs des arétes. Alors (c4. (2)), pour tout €0>0 ,
il existe un mNno > 0 et une constante c > 0 tels que, si n(@®) <no et

efon) >~eo les nambres Zij = dist (exp}sqi r €Xp qj) vérifient 1'inégalité

u’ij - I'ijl < c M , et sont les arétes d'un n-simplexe euclidien (ce dernier
point peut se voir en utilisant les déterminants de Cayley, ou un argument de
fonctions implicites). En utilisant cette remarque et le lemme 4.1, on montre le
résultat suivant.

Schotie 4.3.- Soit (M,g) une vaniété niemannienne compacte. 1L existe un © > 0
tel que, pour tout n >0 , on ait une trlangwlation £ : K — M possédant Les
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propridtes sulvantes :

i)  pour tout k-simplexe & de K, de sommets of (0=<1is<k) , L existe
un k-simplexe euclidien dont Les ardtes ont pour Longueuns Les nombres
distM(f(O‘;’_)pf(O;)) ;

ii) ALe polyedre métnique ainsd défini, noxe M?] , a une maille infeérnieure a m
et une Cpaissewr suplrieure a © ;

iii) fLa distance de Lipschitz de Mn a M tend vens zéno quand m Zend vers
zeno.

La preuve de iii) utilise la technique des centres de masse riemanienniens, cf.
[B-K], ch. 8.

5. ENONCE ET PREUVE DU RESULTAT PRINCIPAL DE [C-M-S 2]

(M,g) est une variété riemannienne compacte de classe C3 3 laquelle on appll—
que 4.3. On désignera par R:'(cn J) les P(CJ‘(orl J)) associés a Mn , et par RJ
la mesure de courbure polyédrale correspondante (cf. (3)'). Dans tout ce qui sult,
Cc sera une constante générique qui dépend uniquement de © et des normes unifor-
mes du tenseur de courbure et de sa dérivée covariante. Les ouverts considérés se-
ront & bord lisse par morceaux.

THEOREME 5.1.- I£ existe un no > 0 tel que, powr toute approximation polyedrale
M'T‘] de maille ingerieuwre a mno et d'épaisseur supérieure & O ,

73y - BRI

]Rn(U) RI(U)| < c(V/h |u| + lv/ﬁ(au)f) .
Notons que pour j impair, le résultat est immédiat d'aprés 3.6.

5.2. Cas de la dimension 2 .- C'est une conséquence immédiate de (2), qui donne,
le nambre de simplexes aboutissant & un sammet donné &tant borné une fois pour
toutes,

R2 (°) =%K (o°) |Etoile (o) | + 0(n3)
soit en sommant sur les o® < U ( U contient 0(n~2) 2-simplexes),
R2(U) =R2() + 0(m) (Ju] + |au]) D

En dimension supérieure, un tel argument direct se heurte i une difficulté
technique, la "trigonométrie" des simplexes étant malaisée (cf. [Scl), et surtout
d une difficulté conceptuelle : méme si on peut trouver des simplexes curvilignes
qui soient de bons candidats 3 une camparaison avec ceux de Mn , les angles diédres
de dimension supérieure & 2 d'un tel simplexe dépendent du point de 1'aréte cor-
respondante,

On contourne ces difficultés comme suit. En remplacant chaque P(C(d® -3y par
un développement de Taylor au voisinage d'un cdne plat, on approche §7j1 par un
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polyndme par rapport a la courbure, qui dépend bien silir de la triangulation. Puis
on contrSle les différences des polyndmes provenant de triangulations différentes.
Cela permet de voir que ces polyndmes convergent vers un polyndme 0 (n)-invariant,
que 1l'on identifie grdce au théoréme 2.4.

Modulo un lemme de théorie de la mesure (lemme 6.1 de [C-M-S 2], 1l'énoncé 5.1 se
raméne au suivant.

THEOREME 5.3.- Sous £es hypoth2ses de 5.1, i r = /0, on a

|Rj (%) - ﬁrj](B(x,r))/|B(x,r) || £ cvn
Examinons d'abord le cas de R® , ol n est pair.

Pour chaque sommet c° de la triangulation donnant M"; , on peut interpoler
entre le cOne métrique c (c®) de MT‘] , dont les angles de dimension 2 sont no-
tés (0, 2)n , et le cbne plat C(L) dont la base est donnée par la triangulation
induite sur S"1 c Moo , d'angles (0,2) , en introduisant la famille de cOnes
d'angles (0,2) + t((0,2)n- (0,2)) . En calculant P(C’nL(o°)) -P(C(L)) = Rn(o°) au
moyen de la formule de Taylor 3 l'ordre n/2 , utilisant (2), 3.7 et l'expression
des dérivées (2p-2,2p)' , on obtient une majoration de la forme

]R?](oo) - pj((o,oi) , ...(0,0(21) (K [2] . qucczi )| < L et

ol Pj est C® par rapport aux angles (0,01?_) des deux-simplexes contenant o° ,
et polynomiale de degré total n/2 par rapport aux K, |<:r|2 (on a désigné par K,
la courbure sectionnelle en ¢©° du plan tangent aux aretes de o? issues de o° .
De plus, Pn ne dépend que de la structure cambinatoire de Cl 0°) .

Visant une approximation en mesure de R® , nous allons tenir compte de la con-
tribution de "beaucoup" de sommets. Pour chaque boule B(x,r) (r = vn , donc
r/n est grand), on reléve dans Mx , grdce a e:n:p;{1 les sommets des simplexes qui
rencontrent B(x,r) . Tenant compte de la structure combinatoire, on obtient un
' polyédre triangulé T cB(O,r+n) < M, . On recalcule chaque P° en remplacant
les courbures sectionnelles en 0& par leurs homologues en x , les angles sim-
plexes par leurs haomologues pour T . On obtient alors un polynime Pn(o& ,X) par
rapport & la courbure en x , et on fait une erreur majorée par crn” . Soit alors

(6) P(r,T) = |B(x,x)|™" 020 P(0%,%) .
a
Comme B(x,r) contient O0(r/m™ sommets c& , ona

|P(x,T) - [B(x,x) |~ BY(BGx,x)) | < c(mP+ +c'Pr) (—E)]n r®<cn+r) .

On ne sait rien sur P(r,T) , sinon que c'est un polyndme de degré n/2 par rap-
port au tenseur de courbure en X , et que ce polyndme ne dépend que de la trian-
gulation de B(x,r) . Et comme le groupe orthogonal O(Mx) agit sur les polyédres
de B(0,r+n) c MX , donc sur ceux de B(x,r+n) via exp, , on a

250



(664) COURBURE DES VARIETES LISSES

(7) g.P(r,T) = P(r,gT) pour tout g de O(MX) .
Fin de La preuve pour RP en dimension n , modulo un Lemme sur Les triangulations.

Lemme 5.4.- Soient Tq et T2 deux triangulations epaisses de M de maille in-
gérnieure & n . 1L existe alors une constante c ztelle que

|P(x,T4) = P(x,T2) | < C(%+r) .

Ce lemme admis, notons que nous sammes ramenés d un probléme sur les germes de mé-
triques et les germes de triangulations en 0 € R® . Tout R de Rn étant la
courbure en 0 d'un germe de métrique tel que g(0) = (dxi)2 (faire un calcul
direct en coordomnées), P(r,T) définit un polyndme sur Rn . D'aprés 5.4, ces
polyndmes convergent quand r et n/r tendent vers zéro, et d'aprés (7), le poly-
ndme limite est O(n)-invariant. Si la métrique g de B(0,r) est de la forme
dt2+g4 , o0 gy¢ est une métrique (n-1)-dimensionnelle, en prenant pour T un
polyé&dre produit. Alors, d'aprés 3.5, ona P(r,T) =0 , et le polyndme limite est
nul. Enfin, en triangulant (S2)P/2 par des produits de poly@dres de dimension 2,
et en appliquant 3.5 et 2.2 ii), ainsi que le résultat déja obtenu en dimension 2,
on voit que la condition de normalisation est satisfaisante. D'aprés le théoréme
d'Abramov - Gilkey (2.4), le polynSme limite est égal a8 R° . O

Reste & prouver 5.4. Ce lemme est lui-méme la conséquence d'un lemme "€lémentaire",
mais trés technique, sur les triangulations.

Lemme 5.5.- Soient T1 et T2 deux polyedres trhiangulés contenant B(0,r) , de
mailles My et mna2 (nq S n2) et d'épailsseur = 8 . ALons Ll existe une constan-
te c(8) et des polyedres triangulés Ti et T, , contenus dans B(0,r) , de

mailles infeniewnes & 3. et 3na, d'epaisseun 2 c(O) , tek que

i) T4 = T442 (1 =1,2) sur B(0,r-8nz) ;
ii) Ts et T4 adlent méme bord, et coincident au voisinage de ce bond .

On voit que 5.5 implique 5.4 en remarquant que RR®(T3) = RR(T4) , puisque

oT3 = T .

Indications sur la preuve dans le cas général. La construction des polyndmes
P(r,T) et l'identification de leur limite 3 Rj se font d'une facon entiérement
analogue. Par contre, l'utilisation du lemme 5.5 pour démontrer 5.4 est plus déli-
cate : il faut contrdler Rj (T5) —Rj (T4) en utilisant le lemme de Regge dans sa
version 3.8 (c4. [C-M-S 2], p. 433-34).

CQOROLLAIRE (Théoréme de Gauss - Bonnet) .- S4 (M?,g) est une varniété riemannienne
compacte de dimension paire, alons

- n
X(M) JV R vg .
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Preuve : On utilise 1'approximation polyddrale de M . D'aprés 5.1,

R (M) lim ﬁn(Mn) . Mais, d'aprés la définition méme de R, on a
n-+0 n n

=n
Rn(Mr?— x . 0O

Signalons enfin que le théoréme 5.1 s'étend aux variétés 3 bord.

6. ANALYSE SUR LES POLYEDRES

Un autre résultat remarquable de Cheeger est le fait que les courbures de
Lipschitz poly&drales ont une interprétation spectrale analogue a celle de leurs
homologues riemanniennes. Disons d'abord ce qui se passe dans le cas lisse. Soit
AP le Laplacien de Hodge - de Rham pour les p-formes de M , (}\.E)kzo son spec-
tre. Un argument classique de théorie des opérateurs elliptiques montre que, si
t>0, zl;(—l)P tr(exp(-t &P) = x() . (c§. [A]). D'autre part,
tr (exp (-t AP) = I exp(-t ) admet le développement asymptotique
k

=]
(8) tr(exp(-t &P) ~tn/2 3 ([ pv)t
=P ) =0 \Jy x'Vg) = v
ol U est un polyndme universel par rapport 3 la courbure et ses dérivées cova-

n
riantes (cf. [cV], [Gil]). On en déduit que x(M?) = J T (-1)P P 5 Vg - En fait,
n M p=0 n/2 °g
on a 1'égalité ponctuelle RR = pEO (-1)P ug/z , découverte par Patodi, qui peut
se démontrer 3 1l'aide du théoréme d'Abramov - Gilkey. Les courbures de Lipschitz -
Killing se récupérent de la méme fagon. Plus précisément
THEOREME 6.1 (Donnelly, [D]).- 12 existe des comstantes a(3,p) telles que, pour
toute vanitts niemanniemne (MP,g) , R° = I a(§,p) ug) )

p

Remplagons maintenant (MP,g) par une variété polyddrale X . Nous avons vu
que X privée de son squelette de codimension 2 est une variété plate. On trou-
vera dans [C 1] une théorie de Hodge L2 pour de telles variétés. On se raméne en
fait par des suspensions successives au cas des variét8s 3 singularités coniques.
Alors ([C 2] th. 7.2 et 8.2)

i) on a les développements asymptotiques
e k/2
tr(exp(-t AP)~tn/2 T AP ¢
=P k=0 %k !
ol les aﬁ dépendent des aires des (n-k)-simplexes de X et de leurs liens
(comparer a (8)) ;
ii) 1'analogue du théoréme de Donnelly est vrai, c'est-ad-dire
223 (3 = a4 P
R™(X) = a(j,p) a5 -

Notons que le théoréme 3.6 a d'abord été obtenu de cette fagon !
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Cheeger développe aussi une théorie L2 pour l'opérateur de la signature, soit
* AZK , sur une variété poly&drale orientée de dimension 42 . D'aprés le méme ar-
gurent classique qu'au début de ce paragraphe,
sign(X) = tr(x exp(-t 2P)) = lim (tr(x exp(-t 22%))
tration analytique du théorénetge la signature (cf. [A]), on écrit que sign(X)
est égal au terme constant du développement asymptotique de tr(* exp(-t AZ?') , on

arrive & la formule ([C 2], th. 9.3)

. Si, comme dans la démons-—

i X) = Z L (c°
sign(X) c°n(( ))

qui donne la signature en fonction des n-{nvariants des liens des sammets. C'est
une formule combinatoire (prendre la métrique oll toutes les arétes de X sont de
longueur 1 , et comparer d [MP]), mais la définition du n-invariant est hautement
non triviale (c4. [A], [Mu], [Gi]) et son calcul difficile (n(L(c°)) risque fort
par exemple d'étre irrationnel). L'analogue de 5.1, pour la signature, & savoir la
convergence des mesures X n(L(c°))6 o Vers 1'intégrand de la signature dans le
cas lisse, est un probléme ouvert...

Signalons enfin que la géométrie des variétés polyédrales, étudiées pour elles-
mémes, pose des problémes intéressants. On dira qu'une variété polyédrale est a
courbure non-négative si pour tout (n-2)-simplexe de X, P(C'L (c7=2)) 20 , ou
ce qui revient au méme, si le lien L(0""2) a une longueur inférieure & 2n . Vu
le résultat suivant, analogue & un théoréme de D. Meyer ([G-M]) sur les variétés a
opérateur de courbure positif, cette propriété semble plus forte que la positivité
de la courbure sectionnelle.

THEOREME 6.2 (Cheeger, [C 3]).- S{ XM est une variéte polyédrale a courbure non-
négative, b" oM< (2) .

La démonstration se fait par des arguments ad la Bochner, et utilise une formule
de WeitzenbSck pour les formes L2 . Une démonstration géamétrique serait évidem-
ment souhaitable. Notons (mais la situation semble moins difficile), que 1l'analo-

gue polyédral du théoréme de Cartan - Hadamard est vrai, et se démontre géométrique-
ment ([St]).
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