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Séminaire BOURBAKI Novenbre 1985
38&me année, 1985-86, n° 652

LEMMES DE ZEROS ET NOMBRES TRANSCENDANTS
par Daniel BERTRAND

INTRODUCTION

Le point crucial de la majorité des démonstrations d'approximations diophan-—
tiennes consiste & prouver qu'un nonbre complexe E , qu'on a su construire a la
fois entier rationnel et de valeur absolue < 1 en niant 1'énoncé recherché, n'est
pas nul. Il n'est alors pas difficile de conclure.

Pour ingénieuses qu'elles soient, les diverses techniques introduites pour
établir la non nullité de E (minorations analytiques, calcul des déterminants,
arguments galoisiens, variantes de la théorie de Nevanlinna, ...) ne permettent
de traiter qu'un nambre restreint de cas. On doit & Y. Nesterenko d'avoir dégagé,
au début des années 70, une méthode suffisamment souple d'approche du probléme,
ouvrant ainsi la voie aux lemmes de zéros de la théorie des nambres transcendants.

Dans la situation qu'il considére en liaison avec le théoré&me de Siegel-
Shidlovsky sur les E-fonctions, Nesterenko note que la nullité de & entrafne la
présence d'une singularité d'ordre élevé cammne 3 plusieurs hypersurfaces algébri-
ques, de degrés contrdlés, d'un espace projectif. Il traduit alors le probléme en
termes d'algébre commutative, et le résout au moyen d'un raffinement effectif de
la théorie des formes de Chow [36]. Son travail est poursuivi par D. Brownawell et
D. Masser [7], qui utilisent & la place la théorie du degré des idéaux hamogénes.
Une tentative de synthése de ces deux techniques a par la suite été entreprise dans
[6], mais c'est sur la seule théorie du degré que reposent les lemmes de zéros de
Masser, Masser -Wistholz, Moreau, Wistholz et Philippon dont il s'agira dans la
premiére partie de cet exposé.

Les lemmes de zéros se sont révélés particuliérement efficaces en transcen-
dance (voir [29]), et rares sont désormais les démonstrations de cette théorie qui
n'y font pas appel. PlutSt que d'en dresser la liste, il a senblé préférable, dans
la deuxiéme partie de 1l'exposé, d'en détailler deux applications : la version mul-
tidimensionnelle du théoréme des 6 exponentielles, obtenue par M. Waldschmidt en
réponse d des questions de Weil et de Serre, et l'extension, par G. Wistholz, de
la théorie de Baker aux intégrales abéliennes les plus générales. On mesurera le
chemin parcouru gréce aux lemmes de z&ros en confrontant ces résultats & ceux de
[20] et [44].
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D. BERTRAND

Les applications, tout aussi remarquables, des lemmes de zéros a 1'indépen-—
dance algébrique ne sont donc pas‘mentionnées dans cet exposé. Nous renvoyons a
leur propos & la bibliographie de [29], ainsi qu'aux récents résultats de Y. Neste-
renko [38] et de P. Philippon [39], dont les techniques d'élimination effective

~

prouvent d'ailleurs a l'envi que la théorie des formes de Chow n'a pas dit son
dernier mot.

Pour donner une cohérence au texte (et lui garder une taille raisonnable),
nous n'avons souvent décrit que partiellement les énoncés cités en référence.
Que leurs auteurs veuillent bien ici nous en excuser.

I. LEMES DE ZEROS
§ 1. LE CADRE GENERAL

a) Position du probleme : soient N un entier > 0 , et P 1'espace projec-
tif de dimension N sur le corps T (ou sur tout corps algébriquement clos de
caractéristique 0 ). Dans ce texte, les sous-variétés de PN en sont les sous-
schémas intégres [15], les hypersurfaces sont les sous-schémas (non nécessairenent
intégres) Z(P) de ]PN associés aux éléments homogénes non constants P de l'an-
neau R = CE[XO yeeey XN] , les intersections sont prises au sens des schémas ([13],
B. 2.3), et on désigne d'une barre supérieure 1l'adhérence de Zariski dans ]PN .
Enfin, si X est un sous-schéma fermé non vide de IPN , on note IX 1'idéal ho-
mogéne (saturé) de X , et on convient d'appeler composantes {rwéductibles de X ,
les sous-schémas fermés de X associés aux composantes primaires {4cfées de IX .

Soient V une sous-variété de ]PN , et Y un sous-schéma fermé de V dis-
tinct de V . Par Lemme de z8ro04, on entend une minoration, aussi précise que pos-
sible, du plus petit degré w(Y,V) des hypersurfaces de IPN qui admettent Y
pour sous-schéma sans contenir V . Lorsque Y n'est pas réduit, on parle parfois
de Lemme de multiplicités.

On recherche de telles minorations de w(Y,V) en fonction d'invariants numé-
riques associés & Y et & V . Les plus couramment utilisés sont le degré et la
dimension de sous-schémas construits & partir d& Y et V . Rappelons que si X
est wn sous-schéma fermé non vide de P , la fonction de Hilbert de X associe a
tout entier d > 0 le nombre maximal H(X,d) de polyndmes homogénes de degré d
de R dont les images dans R/IX sont linéairement indépendantes sur € . Si X
est projectivement normal, c'est également la dimension de HO(OX(d)) , ce qui per-
met de rapprocher 1'étude des lemmes de zéros des calculs de postulation en géomé-
trie algébrique (voir [17]). Pour d suffisamment grand (des précisions sur cette
expression sont données dans [14]), H(X,d) est la valeur en d d'un polyndme
dont le degré est la dimension dim X de X et le terme constant le quotient par
(dim X)! dudegré deg X de X . Le degré de X est égal a la somme des degrés
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(652) LEMMES DE ZEROS

de ses composantes irréductibles X1 PR Xv de dimension maximale, et pour

i=1,...,v, le degré de Xi ‘estlepmduitdela longueur de I par le de-

gré du schéma réduit (Xi)r.e a associé a Xi . “

Pour tester un lemme de zéros, il convient d'obtenir d'abord des majorations
de w(Y,V) . Un simple argument d'algébre linéaire montre, pour V fermée, que
w(Y,V) est majoré par le plus petit entier @ tel que

H(V,&) > H(Y,®)

Comme les fonctions de Hilbert sont difficiles & évaluer pour les petites valeurs
de d , cette estimation n'est en fait guére maniable. Un premier pas pour remédier &
cette difficulté a été réalisé par Nesterenko [37], qui obtient, pour une 4sous-va-
niete fermée Y de P , la majoration
dim Y
H(Y,d) < (deg Y) (4d) ’

valable pour tout entier d > 1 . De la minoration (banale) de H(V,d) par
(d+dj.m V) , on déduit alors :

dim V
PROPOSITION 1 ([37], cor. 1).- Sodlent V une sous-varniéte de ]PN de dimension
r>0,et Y une sous-variéte fermée de V de dimension s < r . Alons :

o(Y,V) < (4ar)¥/ (r=s) (Geg Y/ (x-s)

b) Le cas des sous-schémas ponctuels : c'est le plus important pour les appli-
cations (voir I, § 2). En voici un exenple. Supposons donné un ensenble
= {¥;,...,Yg} de points lisses de V , et désignons, pour tout entier t2>1,
par rlt] 1le sous-schéma de V dont les composantes irréductibles sont les voisi-
nages infinitésimaux d'ordre t de ces différents points dans V . On note alors
@ (T,V) le nombre o(r(tl,y) . si r=dinv, chacme des composantes ge rlt!

est de longueur (t+§_ l) , et on déduit des remarques précédentes la majoration

wt(l",v) < ol/r(t+r) .

Pour V =PN , 1'étude du comportement de wt(r‘,PN) en fonction de t , qui
apparait dans les travaux de Nagata sur le l4e probléme de Hilbert (voir [35], III,
prop. 1), a été considérablement développée au moyen de la théorie des fonctions
plurisousharmoniques, en liaison avec le théor&me de Bombieri (voir. [49], § 7.5 et
[9]). Des théorémes d'annulation, et les techniques développées au § 2 ci-dessous,
ont depuis permis d'aboutir aux résultats suivants :

PROPOSITION 2.- Soient r {La dimension de V , w Le nombre o(I',V) et t un
entien 21 .

t (64 N2=22) ;

i) ([10)) powr V=B, on a: mt(l",PN) > “’;1
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D. BERTRAND

11) ([53]) dans Le cas goninal, o (r,v) > SOy

(Ges \—/)wr_l (64 r=1).

=

On renvoie & [17] pour 1'étude d'un probléme d'interpolation, soulevé par Masser,
en dualité avec ces lemmes de multiplicités (voir aussi [27]).

Mais les démonstrations d'approximations diophantiennes aménent & considérer
des sous-schémas ponctuels plus généraux que r‘[t] , ainsi que des situations mul-
tihomogénes. Comme 1l'a remarqué Bombieri, c'est en particulier le cas du théorame
de Roth, ol 1l'on se donne un ensemble I' de O 2 2 points de l'espace affine
V= GZN des nombres réels a ...,aN 0 et, pour tout point vy de I' , un
nonbre réel ‘!.'Y >0 .0n suppose qu'il existe des entiers D,, ...,D,> 0 et un

1 N
polynéme P(x. , ..., XN de degrés partiels majorés par D1 PR DN ' appartenant
N
pour tout pomt Y d I', d 1'idéal IY engendré par les mondmes 'I‘r (xJ Y5

j:
oll on suppose zl aJ tJ > T, ¢+ O de fagon équivalente, & 1'idéal I:( engendré
j=
par ceux de ces mondmes de degrés partiels < Dy, ... ,Dy . Notons A(I‘) le vo-

lure usuel de l'ensenble IE’E]Rn;OSEjSDj;]Zla E < ,qui, pour I\'{

primaire, se comporte comme la longueur de I’ Generallsant a N > 2 variables
les résultats obtenus a propos du lemme de Dyson par Bonbieri [4] grdce & un cal-
cul de wronskien, et par Viola [47] par voie géamétrique, H. Esnault et E. Viehweg
établissent dans [11] la version algébrique suivante du lemme de Roth, qui fournit

une nouvelle démonstration du théoréme de Roth :

THEOREME 1 ([11]).- On suppose que Les profections sun chaque axe de coordonnées
de @ sZpanent Les points de T , que D 2Dy ... 2D >0, et que P n'est
pas nul. Alorns

N / N Di\
z A1) <D DNTT\1+(0—2) = 5)
YET =1 i=j+1 5
[Bien qu'elle ne soit pas ici vérifiée, on pourra rapprocher 1'hypothése faite sur
les projections de I' de la condition de disjonction des lemmes de zéros rmultiho-
mogénes de [32] et [40] - voir aussi [47].]

c) Généralisations : soient maintenant V un sous-schéma fermé non nécessai-
rement intégre de ]PN , de dimension r , et, comme en a), Y un sous-schéma fer-
mé de V de dimension s < r . On formalise ici trois problémes auxquels conduit
naturellement 1'étude des lemmes de zéros.

Le premier consiste, 4 1l'instar des minima successifs de la géométrie des nom-
bres, a évaluer, pour tout entier i =1, ...,r-s , la borne inférieure
w(i) (Y,V) des entiers D vérifiant la propriété suivante : il existe i hyper-
surfaces Zl' ’Zi de b de degrés <D telles que VN Zl n...n Zi soit
un sous-schéma de V de codimension i admettant Y pour sous-schéma. On déduit
du théoréme de Bézout ([15], I.7.7; [7], lemwe 3 ; [13], 12.3.1 joint & [7],
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(652) LEMMES DE ZEROS

lemme 5) les inégalités
(1)

deg Y <degV.w (Y,V) si r-s=1,
s ()
deg Y<dg V. ]] 0,V si V est de Cohen-Macaulay .

i=1
Lorsque V est une puissance d'une courbe elliptique, et que Y en est un sous-
groupe algébrique, une majoration des co(i) (Y,V) , particuliérement fructueuse pour
les applications, a été obtenue par Masser et Wistholz ([31], th. III) en imposant
de plus aux hypersurfaces Zi de rencontrer V suivant 1'un de ses sous—groupes
algébriques. Elle se comporte, pour i =1 , comme celle de la proposition 1.

En deuxiéme lieu, on souvhaite estimer le minimum w (Y,V) des entiers D
tels qu'il existe une famille d'hypersurfaces de PN de degrés < D dont 1l'inter-
section comune avec V coincide avec Y . Pour V =]PN , cette question revient
d rechercher une bonne base de 1'idéal IY , et s'accompagne de 1'étude des syzy-
gies correspondantes (voir [31], th. IV, et les travaux d'A. Galligo et de D. La-
zard cités d ce sujet dans [14]).

La derniére question est directement commandée par les lemmes de zéros du pa-
ragraphe suivant. Notons &(Y,V) 1le plus petit des entiers D pour lesquels il
existe une famille {Zi ;1 € I} d'hypersurfaces de b2l de degrés < D telles
que, quelles que sodlent Leurs dimensions, chacune des composantes irréductibles
du schéma Y soit une composante irréductible du schéma V N ( ﬂ Z, ) . Dans ces
conditions :

PROPOSITION 3.- i) ([31], th. II) : on suppose Y de dimension pure, et on dési-
gne par & un majorant de mm(V,PN) . Alons, deg V. est < & , et pour tout
entier D = sup(6,&B(Y,V) , on a :

deg Y < 8V F pts |

ii) ([40]) : on suppose Y et V nréduits, et on note Yl""’Yv’Vl""’Vu
Leuns composantes iuneductibles. Pour tout entien D 2 W(Y,V) , on a :

¥ (deg v,) oM™ ¥ < 5 (deg v DTV

i=1 j=1
La démonstration de i) [31] repose sur une localisation simultanée aux différentes
composantes de Yre g ¢ et sur le théoréme de Bézout, joint & des techniques d'évi-
tement des idéaux premiers déji. élaborées dans [36], lemme 14 et [7], prop. B.
Comme me 1'a indiqué A. Hirschowitz, il suffit d'établir ii) pour une famille {Zi}
formée d'un seul élément 2Z , le réduit d'une intersection de schémas fermés coin-
cidant avec celui de leurs réduits ; on note alors que, pour tout indice j ,
(V n Z) est de dimension dJ.mV et de degré degV. si Y{j) *VJcZ , et ad-
net dans le cas contraire des conposantes irréductibles Y(J) de dimension

(dim VJ) -1 , dont les degrés vérifient, d'aprés Bézout :
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D. BERTRAND

()
z deg Yk < Ddegvj .

(3)
Yk CanZ
On a donc, dans tous les cas : 3) aim V
GE 0 (aeg v DT KT < (geg vpo o 7,

(3)
Yk chﬂZ

et on conclut en sommant sur j , puisque toute composante Yi de Y apparait au

moins une fois dans la famille Y(J)I. .
k ik

Les multiplicités d'intersections ne peuvent, en toute généralité, se calculer
a l'aide des seules longueurs (voir [48], 0.5 ; [13] 7.1.5). On ne peut de ce fait
remplacer D par &(Y,V) dans 1'énoncé i) [31], ni supprimer 1'hypothése de ré&-
duction dans ii). Philippon parvient néanmoins ([40], prop. 3.3) i é&tendre ii) au
cas général en supposant que le schéma V est une intersection campléte("). Il serait
intéressant de préciser le lien entre ces résultats et les théor@mes de Bézout raf-
finés de Vogel [48] et de Fulton - Lazarsfeld (voir [13], 12.3.7 pour V de Cohen-
Macaulay) . Enfin, nous renvoyons & [32], lemme 6 et & [40] pour les versions multi-
homogénes de ces estimations.

§ 2. LEMMES DE ZEROS SUR LES GROUPES ALGEBRIQUES

a) Enoncé des nésultats : soit G un groupe algébrique commutatif connexe dé-
fini sur € . Comme 1'a montré Serre ([45], § 1), on peut supposer que G est une
sous-variété quasiprojective d'un espace projectif ]PN , pour lequel nous repre-
nons les notations du § 1 , que G est lisse et que l'addition sur G se prolon-
ge en un morphisme, noté + , d Gx G sur G . On note d la dimension de G ,
et tg l'espace tangent & l'origine de G , identifié de la fagon usuelle a 1l'al-
gébre de Lie Lie G de G ; ses €léments agissent sur les anneaux locaux de G .
On désigne enfin par & un majorant de mm(a,PN) , et par a un entier vérifiant
la propriété suivante : il existe un recouvrement ouvert de G x G et, pour cha-
que ouvert affine U de ce recouvrement, une famille FU de N+1 polyndmes bi-
homogénes en 2(N+1) variables, de degrés par rapport aux (N+1) premiéres va-
riables majorés par a , telle que pour tout point (y,g) de U , représemté par
des systémes de coordonnées projectives X(y) , X(g) , les valeurs de FU en
(X(y) , X(g)) forment un systéme de coordonnées projectives de yY+g . Grace a [19]
et [22](2), onpeut, tout en conservant une dimension de plongement N raisonnable,
choisir 6 et a égaux a 2 .

Les lemmes de zéros (et de multiplicités) sur les groupes algébriques qu'uti-
lise la théorie des nombres transcendants sont relatifs d des sous-schémas ponc-

tuels Y de G définis au moyen de translations et d'opérateurs différentiels in-
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(652) LEMMES DE ZEROS

variants sur G . De fagon précise, associons 3 tout ensenble I' = {Yl yese s YE}

de points de G et d tout entier o 2 0 la partie T'[c]l] de G formée des points
de la forme 2 2
.E my; miEZ, miZO ’ ‘E m <0 .

i=1 i=1

Parallélement, désignons, pour tout sous-espace vectoriel A de tG et tout en-
tier 120, par A[t] 1l'ensemble des opérateurs différentiels invariants sur G
d'ordre < T encendréspar A : si 917 +-+, 0 désigne une base de A , c'est mn

espace vectoriel de dimension (T;k> engendré par les opérateurs

t k
1
1...atk;ti€22,tizo,2t.5'r.

9
k j=1 1+

Si y est un point d&¢ G, les éléments f de 1l'anneau local Oy,G
9f(y) = 0 pour tout élément 3 de A[t] forment un idéal de OY g Ge longueur
égale & dim Alt] , qui définit wn sous-schéma 2™ de G (powr 4 =t.,

c'est le TtT-i&me voisinage infinitésimal de Y dans G , et on peut dans ce cas
confronter les résultats qui suivent & la proposition 2. ii) de I, § 1). On dira

qu'un élément homogéne P de l'anneau R = C[X., ... ,XN] s'annule a un ondre

tels que

>t [fe kong de A en Y si 1l'hypersurface Z(P) admet YA[T] pour sous-schéma.
On cherche donc des minorations de w(Y,G) pour des sous-schémas Y de la forme
rieifl®l o U altl
veriol

On doit & Masser [26] le premier lemwe de zéros obtenu dans ce cadre, et un
schéma de démonstration valable pour tous les lemmes de zéros sur les groupes al-
gébriques &tablis par la suite. Masser suppose dans [26] que T =0 et que G
est une puissance du groupe additif Ga ou du groupe multiplicatif Gm (un résul-
tat partiel, portant sur G; , avait auparavant été obtenu par G. Chudnovsky). La
seconde hypothése disparait dans le lemme de zéros de Masser et Wistholz [30]. Une
démonstration géométrique de cet énoncé, étendue aux schémas en groupes par M. Brown
[5], a depuis &té donnée par Moreau [34]. Masser et Wiistholz cbtiennent dans [31]
et [32] divers raffinements de leur lemme de zéros, chaque fois riches de consé-
quences, et qui permettent en particulier de considérer des situations multihomo-
génes, des schémas dont le support I'[c] contient des points de torsion (voir &ga-
lement [28]) et des schémas non réduits, pourvu que A soit de dimension 1 .

La premiére minoration générale de m(l"{c]A[T] » G) est enfin établie par

Wistholz (voir [54], [59]). Le lemme de multiplicitds de Wiistholz suffit pour les
généralisations de la théorie de Baker traitées en II, § 2.a ci-dessous, mais in-
troduit des oconditions sur 1'ensemble des sous-variétés fermées de G difficiles
d vérifier en toute généralité. En combinant les techniques précédentes avec une
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meilleure utilisation des opérateurs différentiels, Philippon est récemment parvenu
a ne les faire porter que sur les sous-groupes algébriques de G . Son é&noncé, beau-
coup plus maniable, a un large champ d'applications. En woici la version homogéne,
qui englobe, en les raffinant, 1l'essentiel des résultats (homogénes) mentionnés
plus haut. On reprend les notations N,d, &, a du début de ce paragraphe, et on
désigne, pour tout sous-groupe algébrique H de G, par deg H le degré de H ,
et par e /H (resp. erG JH ) la projection de G sur le groupe algébrique G/H
(resp. sa différentielle & 1l'origine).

THEOREME 2 ([40], th. 2.1).- Soient D21,0,T 20 des entiens, T une partie
de G, A un sous-espace vectorniel de tg et P un polyndme homogéne en N+1
variables, de deghé <D . On suppose que P s'annule a un ondre > dt  Le Long
de A en chaque point de T'[do] sans &tre identiquement nul sur G (de sonte que
D est 2 w(l“[do]A[dT] ,G) ). T8 existe alors un sous-groupe algébrique connexe H

de G distinet de G fel que

N-d dim G/H

di_m((erG/HA) [t]). card((n, I [c]) .deg H < 6 (ab)

G/H

Nous discutons de 1'optimalité du théoréme de Philippon & la fin du paragra-
phe suivant. Signalons que sa démonstration fournit 1'information supplémentaire
suivante sur H : il est contenu dans un translaté de G N Z(P) red ’ et vérifie
&(H,G) < ab (voir également [31], th. I).

b) Esquisse de La démonstration : pour clarifier les idées, nous traitons
tout d'abord le cas #éduit T = 0 , en empruntant librement a [34], [32], [40].

Si g est un point d& G , on note p_ le morphisme de translation par g
sur G . Si X est un (sous-schéma intégre) fermé de G , le fermé pP*X = X-g
de G rencontre G en p’c_';x = X-g , et son degré est &gal a celui de X .

Soit alors Z le sous-schéma fermé de ]PN associé au polynéme P de 1'énon-

cé. Considérons la suite décroissante des fermés de G définis, pour r > 1 , par

= N o* (Z2nG)_ )

X .
r Yer[(r-1)oc] Y red’ red

Comme Z passe par I'[do] sans contenir G , la dimension de X, vaut d-1

4

et Xd+1 contient au moins le point 0 . Il existe donc un indice r < d tel que
Xr et X 41 admettent une composante irréductible commune V de dimension

dim Xr . Soit H la composante neutre du stabilisateur
fi=(gec,v=ptV

de V dans G . On va voir que H , qui est bien un sous-groupe algébrique connexe
de G distinct de G , vérifie la conclusion du théoréme 2.
Tout d'abord, H et H ont méme dimension, et

28



(652) LEMMES DE ZEROS

card((m /Hl") [o]) . deg H < card((n /Hl") [ol)deg H ,

puisque le degré de H est égal au produit de son nombre [H:H] de composantes
connexes par le degré de H . En deuxiéme lieu, le fibré principal sous H

(np*x)

= *
{gEG,VcogXI) v "r'red

est composé d'un nombre fini de translatés de H , et contient TI'[o] , puisque

Xr+1=(€p[o] YXr)md.Parconseqmt:

card((m /HF) [0]).deg H< deg H .

Il reste 3 majorer le degré de H . Par définition, H est 1l'intersection des
fermés 93+Y(Z n G)red ;00 v (resp. Y ) parcourt V (resp. I'[(r-1)c]) .
En 1l'absence (4 ma connaissance - mais voir [13], 12.3.1) d'un théor&me de Bezout
convenable par les intersections en nombre quelconque d'hypersurfaces de G , on
associe aux comorphismes représentant chaque translation pg une famille d'homo-
morphismes {[Dg,a] , O € AgJ de l'anneau R , envoyant les formes de degré D
sur des polyndmes hamogénes de degrés < aD , et tels que p;(Z(P) N G)peg SOit
1'intersection avec G de la famille des hypersurfaces Z([y:)g IP) , o0 a décrit
Ag .- Dans ces conditions, H est l'intersection avec G de la famille des hyper-
surfaces Z([pv+y o.]P) ;00 Vv,Y,a parcourent V , T'[(r-1)c] , Av+y , et les
composantes de H forment une partie (en général stricte) de 1'ensenble des com-
posantes de leur intersection avec G . On déduit donc de la proposition 3 ii) la
majoration

deg # < (deg G) (ap)HMC-dimH
qui, aprés regroupement, fournit 1'inégalité du théoréme 2, ol 1'on a méme rem
placé 6N-d par deg G .

Passons au cas général [40], en supposant, pour alléger, G complet. L'in-
variance des Eléments de Lie G permet d'associer & tout point g de G , tout
entier t >0 et tout élément 3 de A[t] une famille {[ag,a] , o € Bg) d'opé-
rateurs (-linéaires sur R , envoyant encore les polyndmes hamogénes de degré D
sur des polyndmes homogénes de degrés < aD , et vérifiant les propriétés suivan-
tes : si P s'annuleen g' 3 wnordre > t' le long de A , les polyndmes
[Bg’a]P s'annulent en g'-g dunordre > t'-t le long de A ; d'autre part,
pour tout sous-schéma fermé X de G , le sous-schéma fermé (A;)*X de X d'i-
déal de définition

([Bg’a]Q i Q€ Ix , 0 €A[t] , a€ Bg)
ne dépend que d¢ X , g et t, coincide avec pax (qui est encore bien défini
en tant que schéma - voir [13], B.2.3) si t =0, et vérifie:
(At+t Vi = (AtV( (A t')* ) .
g+g') ¥ 7 %) %y
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Dans ces conditions, oonsidérons la suite décroissante des sous—schémas fer-

ms de G définis, pour r>1 et 2 = 27(P) , par
X = n (A(r_l) T\*

T yer[(r-1)o] \ Y /

L'hypoth&se faite sur P entraine de nouveau l'existence d'un indice r < d tel

(znag .

que (Xr) red et (X r+l)re a admettent une composante irréductib]~.e commmne V de
dimension dim Xr ; pour laquelle on reprend les notations H , H , H du cas ré-
duit. Parallélement & H , on introduit le sous-schéma fermé

= *

dont H est le sous-schéma réduit associé, de sorte que Y est de dimension
h = dim H , et dont le degré vérifie, en vertu de la proposition 3 i) et des pro-

priétés des opérateurs [5 ] :
grt N-d __ d-h
deg Y < 6 (aD) .

I1 reste & minorer ce degré. On considére pour cela le fermé

n / ATV

o= v/ r/]:ed
D'aprés les propriétés de (At) ; c'est un fibré principal sous H , qui contient
I'loc] puisque X 1 Jel'lo] T) X ., etest inclus dans H . Comme
H'r = AT)) Y) red chacune de ses composantes connexes est donc un sous-schéma com-
mn aux schémas Y et (A'g) Y ,etondéduit de la formule de Leibniz que pour toute
composante connexe Y+H de I{T , 1l existe une composante irréductible YY du
schéma Y telle que (Y ) et ((AT)* Y)red
position 4 ci-dessous fourm.t alors une minoration de la longueur de IY , d'ol
1'on déduit en définitive :

coIncident avec Y+H . La pro-

card( (g ) [01) . dim((dn 4,A) [T]) . deg H < deg ¥ ,

et le théoréme 2 est établi.

PROPOSITION 4 ([54], lemme 3).- Sodient H un sous-groupe algébrique connexe de
G, X unsous-schéma ferme de G d'idéal I, primaine et t un entien 20 . On
suppose que Les sous-schimas néduits associes a X et & (AH*X sont tous deux

Ggaux & H . ALons, La Longueurn de I, est au moins Egale & dim((drcG/HA) [t

Cette proposition est en fait établie par Wistholz dans le cas d'un sous-
schéma intégre H de G quelconque. On peut 1l'interpréter comme une minoration
de la longueur des "vodisdinages Ainginitisimaux d'ondre t Le Long de A " des
sous-variétés H de G (voir [33] pour la notation JIHd(A[t]) relative aux
idéaux de ces voisinages, et pour le lien avec les puissances symboliques d'idéaux
primaires). Sa démonstration repose, comme celle de la proposition 2 ii), sur la

construction d'un systéme de paramétres convenable de 1'anneau local OH G "
7
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Comme me l'a indiqué P. Philippon, le théoréme 2 est, aux constantes prés,
optimal : un simple argument d'aléébre linéaire montre en effet qu'étant donnés un
sous-groupe algébrique connexe N de G distinct de G , un systéme de représen—
tants ' de ey dans I' , un sous espace vectoriel A de A se projetant
isomorphiquement sur drrG /NA et des entiers D,o0, T tels que

dim( (erG/NA) [az]) . ca.rd((nG/NI‘) [do]) . H(N,aD) < H(G,D) ,

(relation qu'on peut rendre effective au moyen des inégalités précédant la proposi-
tion 1), il existe, pour tout choix cxg d'un indice dans chacun des ensenbles Bg
introduits plus haut, au moins un élément homogéne P de R , d'image non nulle
dans R/IE et de degré D , tel que

[BY'aYP] € Iﬁ pour tout 3 € Aldt] , v € I'ldo] ,

et on vérifie aisément que, pour un choix convenable des indices o.Y , un tel poly-
néme s'annule aux points de TI'l[dc] 3 wn ordre > dt le long de A .

II. APPLICATIONS
§ 1. GENERALISATION DU THROREME DES SIX EXPONENTIELLES

a) Enonce des résultats : le théoréme des 6 exponentielles peut s'énoncer
de la fagon suivante. Soit t un nambre complexe irratiomnel, et a4 , 0z ; O3
trois nonbres algébriques non nuls, tels que 0.11_‘ ’ az‘ ’ ag soient algébriques. Alors,
les déterminations 4£4, £z, £3 des logarithmes des a, ayant servi 3 définir les
expressions ait sont linéairement dépendantes sur Z (voir [20]). On conjecture
que trois peut étre remplacé par deux dans cette assertion : c'est le probléme des
4 exponentielles.

Le théoréme des 6 exponentielles a été étendu par Waldschmidt [50] aux valeurs
de fonctions exponentielles en plusieurs variables, grice au lemme de zéros de
Masser [26], puis, 4 1'aide du lemme de zéros de Masser et Wiistholz [30], & 1'expo-
nentielle des groupes algébriques généraux [51]. Avant de décrire ce résultat, nous
introduisons des définitions qui seront utilisées dans toute la suite du texte.

Si L/K est une extension de corps, et V une variété algébrique définie
sur K , on note V(L) l'ensenble des points de V ® L . Soit par ailleurs G un
groupe algébrique défini sur K . On convient d'appeler K-enveloppe algébrique
d'une partie S de G(L) le plus petit sous-groupe algébrique H de G défini
sur K tel que H(L) ocontienne S . On rappelle que l'algébre de Lie Lie G ’
qu'on identifie comme en I, § 2, & 1'espace tangent & 1'origine tG , est naturel-
lement munie d'une K-structure. En particulier, tout sous—groupe algébrique H de
G®L dont l'algébre de Lie est définie sur K est lui-méme défini sur K , et
la notion de K-algebre de Lie algébrique pour désigner les sous-algébres de Lie
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de (Lie G) ®L de ce type est dépourvue d'ambiguité. Enfin, si K est la cléture
algébrique Q de @ dans C , on note exXp. 1'application exponentielle de

tG(G:) dans G(T) et f'G le sous-groupe exp(‘;1 (G(@) de tG((I) formé par les
"Cogarithmes" des points algébriques de G . Soit alors V un sous—-espace vecto—
riel de tG ®T . Si V contient une C_I}-algébre de Lie algébrique non nulle, son
intersection avec LG a un rang (sur %) arbitrairement grand. Le théoréme de
Waldschmidt mesure la "proximité" de V & l'ensemble des {-algébres de Lie algé-
briques en fonction du rang de V n LG » et le théoréme de Wistholz (traité au pa-
ragraphe suivant) précise cet énoncé lorsqu'on suppose V défini sur @3,

On reprend la notation TtG/H de I, §2,etonpose p=1 si G estun
groupe linéaire, p =2 sinon.

THEOREME 3. (I511, th. 1.1).- Soient G un groupe algébrique commutati§ de dimen-
sdon A degini sur @ , et V un sousb- espace vectoriel de te ®T de dimension
n . On suppose que La @-enveloppe algébrique de exp, (v(x)) comude avee G,
et que e nang £ de VN £ vernigie £'inggalite £d > n(L+dp) . Alons ik ex,(/ste
un sous-espace vectorniel W de vV, de codimension n4 , tel que La codimension
di dans G de La @-enveloppe algébrique de expG(W(G:)) et Le corang L4 dans
VL, de Wn L5 veniglent Les inégalites :

nd < din et £.d7 < nq.Ly+d40) .

En d'autres termes, la plupart des éléments de V N L appartiennent & une
(D-a_lgebre de Lie algébrique qui est presque contenue dans V.

Lorsque G est un tore, et que V est un hyperplan de tG ; le théoréme 3
revét une forme plus familiére :

COROLLATRE 1 ([50], cor. 1.2).- Solent {(17,1:')l -1, ;j=1 peee o &Y une famille
de £ points de T LinCairement indépendante éu./‘l. Z , et tq,...,tn des nom-
bres complexes. On suppose que Les L(n+1) nombres
- ~ o b (3 \i4
aij=exp(£ij)[1=l,...,n 7 J=1,...,2], ;D;c.i —exp\l_l illj} wa
sont algébriques et que £ > n(n+1) . Alons, Les nombres 1,tq, ..., tn Aont
Lineainement dépendants sur Z .

On en déduit aisément que si les £n nonbres zij sont linéairement indépendants
sur Z , chacun des nombres t4, ..., tn est rationnel. Ce résultat fournit une

caractérisation des caractéres de type (A) (et (Ao) ) au sens de Weil:

QOROLLAIRE 2 ([50], cor. 1.3).- Soit X un Grissencharacten d'un conps de nombres.
Si fa sernie L de Hecke attachie a X a tous ses coefficients algébriques, X
est un caractere de type (A)

32



(652) LEMMES DE ZEROS

Soit maintenant p un nonbre premier. Le théoréme 3 admet un analogue p-adi-
que, dont le corollaire 1 correspondant ([50], th. 2.2.p) compléte un programme
proposé par Serre pour étudier les représentations continues p du groupe de
Galois r‘K = Gal(K/K) d'un corps de nonbres K dans un Qp—espace vectoriel V :

COROLIAIRE 3 ([16], th. 4 ; [46]).- Soit p : Ty — Aut(V) une représentation
p-adique abélienne, semi-simple, et nationnelle. Alons, p est de type Hodge - Tate
en chaque place de K au-dessus de p . En particulien, Lie(p(l"K)) est une
Qp-éouA—a,Cgébne de Lie algébrique de End(V) .

L'analogue p-adique du théoréme 3 fournit également une réponse partielle a la
conjecture de Leopoldt sur le rang p-adique du groupe des unités de K (voir
[50], cor. 2.2.p, [52]).

b) Principe de La démonsiration : 1'une des étapes des démonstrations de trans-
cendance consiste & extrapoler, grdce a diverses variantes du lemme de Schwarz, les
valeurs d'une fonction analytique dont on connait de nambreux zéros. Si leurs mul-
tiplicités sont petites, ces lemmes de Schwarz requidrent en toute généralité (&
plusieurs variables) des hypothéses de répartition métriques. C'est ainsi qu'un
coefficient de densité apparait dans la premiére extension, due 3 Serre [43], du
théoréme des 6 exponentielles.

Les lemmes de zéros permettent de remplacer ces hypothéses par des conditions
de répartition Linéaires (voir [49], § 1.3) : si G est un groupe algébrique com
mutatif, et E un sous-groupe de points de G de rang fini, on pose

W(E,G) = inf(rg,, m, . (E) / (dim(G/H))
BAG Z G/H

oli le minimum est pris sur 1l'ensemnble des sous-groupes algébriques de G distincts
de G, de sorte que u(E,G) < (rgz E) / (dim G) . Le théoréme 2 entraine alors,
pour tout systéme générateur ' de E :

w(rlol,G) 2 (adegG)_1 cu(ElG)

Montrons comment intervient ce coefficient, en esquissant la démonstration du co—
rollaire 1 ci-dessus, sous la forme équivalente suivante (leur &quivalence se dé-
duit aisément de la description des sous-tores de G & partir des caractéres

de Gm ; 1'hyperplan de @+1 d'équation zn4+q = igl ti z, ne contenant de sous-
espace vectoriel non nul défini sur @ que si 1,t;, ..., tn sont linéairement
dépendants sur Q@ ).

PROPOSITION 5.- Solent G {Le groupe algébrique G:‘n et Vo hypenplan de
te BT . On suppose que V N Ls contient un sous-groupe Y de nang £ > n(n+1)
Alons, V contient une sous-algibre de Lie algébrique non nulle.

Démonstration ([501,[51]) .- A tout entier D suffisamment grand, on associe une
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fonction FD réguliére sur G , non nulle et représentée par un polyndme de degré
<D, a coefficients entiers pas trop grands, & laquelle on impose un zéro d'ordre
€levé en 1'élément neutre d¢ G (ce précisément pour n'avoir & faire appel qu'a
un lemme de Schwarz & une variable). Un systéme générateur TI' du groupe

E= expG(Y) ayant été fixé, on déduit de 1'algébricité des éléments de E que F
s'annule sur T'[c] , ol o est beaucoup plus grand que D'V ([51], p. 637), et
le lemme de zéros entraine :

u(E,G <n.

Supposons alors que la conclusion de la proposition soit mise en défaut. En
particulier, la restriction 3 V de exp. est injective (sans quoi V contien-
drait 1l'algébre de Lie d'un Gm ), et lerang de E vaut £ . D'aprés 1'hypothése
faite sur £ , w(E,G) ne peut donc prendre sa valeur maximale £/(n+ 1) , et il
existe ([51], lemme 3.2) un sous-groupe algébrique H de G de dimension
n'+1>0 tel que le groupe E' =ENH, de rang L' , vérifie :

]
n'[+ 1 > 1—1—-%7
Mais comme V ne contient pas d'algébre de Lie algébrique non triviale, V et
ty engendrent t. BT et Vg =V Nt estun hyperplan de ty ® ¢ . De plus, la
description des sous-tores de G montre que 1'intersection YH de Y avec VH
contient au moins £'-dim(G/H) é&léments lindairement indépendants sur %, de

sorte que le sous—groupe EH = expG(YH) de H est de rang = £'-dim(G/H) et
vérifie :

Ww(E',H) =

W(EH) 2 u(E',H) - dim(G/H) .

La premiére partie du raisonnement, appliquée i YH , VH et H , entraine alors

u(EH,H) <n',
ce qui, aprés regroupement, fournit sur £ la contradiction souhaitée.

Avec les notations de la proposition 5, le théoréme de Baker ([44], th. 1)
revient a dire que si V est défini sur Q@ , 1l'hypothése £ > 1 suffit d assurer
que V contient une sous-algébre de Lie algébrique non nulle. C'est sous cette
forme qu'il sera généralisé au paragraphe suivant (proposition 6). Mais comme 1'a
remarqué Waldschmidt, la méthode précédente, jointe au lemme de zéros multihomogéne
de [32], permet de retrouver certains énoncés de la théorie de Baker, et peut méme
s'avérer plus performante que ses premiéres variantes (voir [60]).

§ 2. GENERALISATION DE LA THEORIE DE BAKER

a) Enoncé des nésubtats qualitatifs : soient £1,...,40n des (détermina-
tions de) logarithmes de nombres algébriques non nuls, et B4, ..., Bn des nombres
algébriques tels que le nombre B4£4+ ...+Pnfn soit algébrique. D'aprés Baker
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([441,[3]1), il est alors nul, et si les Ki sont linéairement indépendants sur 7%,
les Bi sont tous nuls ; de fagon équivalente, si les Bi sont linéairement indé-
pendants sur Z , les Zi sont tous nuls. On dispose, d'aprés Masser (voir par
exemple [24]) de résultats similaires pour plusieurs types d'intégrales abéliennes.
Grdce a son lemme de multiplicités [54], Wistholz a pu étendre ces énoncés aux lo-
garithmes des groupes algébriques généraux. On reprend les notations du début du
paragraphe précédent.

THEOREME 4 ([56], th. 1 ; [55], rem. 2).- Soient G wn groupe algébrique commuta-
tif degind sun @, et u un point de tg(@  tel que Y = expg(u) appartienne
a G(@ . Alons, Le plus petit sous-espace vectorniel vy de te degini sur Q@
et tel que V(@ contienne u  est £'espace tangent & L£'origine d'un sous-groupe
algébrique H de G dégind sun @ .

En d'autres termes, la (T}-enveloppe algébrique d'un élément u de LG dans tG
(vu comme un groupe algébrique défini sur {Q ) est une sous-algébre de Lie algé-

brique. On notera & ce propos que la composante neutre de Hu contient en général
strictement celle de la @enveloppe algébrique B de v das G.

En choisissant convenablement G et u , on déduit du théoréme 4 tous les
énoncés d'indépendance linéaire fournis par les diverses variantes de la théorie
de Baker, ou d'ailleurs par d'autres méthodes (voir [25]). Nous renvoyons a [55],
[56], et [59], § 7 pour une liste précise. Mais le théoréme 4 admet bien d'autres
conséquences, qu'on déduit aisément de la description explicite des sous-groupes
algébriques de G (voir [42], VII, § 1, (7)) et de 1'application expy (voir par
exemple [12], joint & la construction de Barsotti, précisée dans [8], de fonctions
théta de dérivées & l'origine algébriques), et qui permettent & leur tour d'étu-
dier les 1-formes sur les variétés algébriques sur & (Wiistholz), les formes auto-
morphes (Scholl, Wolfart), les valeurs de fonctions théta, etc. En voici deux
exemples, généralisant des résultats de Baker, Coates, Masser et de Laurent. On
note End G 1'anneau des endomorphismes du groupe algébrique G/Q .

COROLLAIRE 1 ([58], th. 2).- Soient E4,...,En des courbes elliptiques définies
sun @ et non isogenes. Le @-espace vectoniel engendré dans € par Les périodes
de Lewws fonmes de deuxieme espece définies sun @ est de dimension

4 iEl(rgZ (End Ei))‘1
et ne contient pas T .

COROLLAIRE 2 ([59], § 8 ; [57]).- Soient C une courbe algébrique définie sur B ,
et € une forme differentielle nationnelle sun C déginie sur @ . Les périodes
non nulles de & sont des nombres trhanscendants.
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Démontrons la premiére assertion du corollaire 1, en supposant pour fixer les
idées que toutes les courbes elliptiques Ei ont des multiplications complexes.
Si w(i) (resp. n(i) ) désigne la forme de lére (resp. 2e) espéce uswelle sur
Ei , et W, (resp. ny ) une de ses périodes non nulles, il s'agit de voir qu'une
combinaison linéaire

A=Bqwi+ ...+ PnontaMe+ ... +anhn ,

a coefficients algébriques non tous nuls, est non nulle. Si G désigne 1'exten-
sion de la variété abélienne A = E,x...xE, par Ga définie par la classe n

de aqn(l)+...+onn(n) dans H1(A,OA) ; il existe un (Q-isomorphisme de tG sur
tA x tGa tel que le point u correspondant & (Wq, «+. , Wn , OqNq + <.+ +OnNn)
appartienne a EG . Supposons alors que A soit nul. Le théoréme 4 entraine 1'exis-
tence d'un sous-groupe algébrique H de G distinct de G, tel que tH((D) con-
tienne u . En particulier, (w4,...,wn) appartient & dnG/GatH(CI:) et nG/CBaH
coincide avec A , d'aprds 1l'hypoth&se de non-isogénie faite sur les Ei . On abou-
tit & une contradiction si n n'est pas nulle, l'extension G n'admettant alors
pas de section. Dans le cas contraire, tous les a; sont nuls, et le raisonnement
précédent, appliqué au point (wq, ... ,wn) de LA , fournit également une contra-
diction.

Remarqgue 1.~ Le corollaire 1 s'étend aux variétés ab&liennes, ol on peut 1'expri-
mer de la fagon suivante. Soient A une variété abéliemne de dimension g défi-
nie sur @, et (wij) la matrice carrée d'ordre 2g formée par les périodes
d'une base de H&R(A/CD) relativement 3 une base de H,(A,Z) . L'ensenble des re-
lations de dépendance fLinéaire sur @ liant les 4g2 nombres w, . est entiére-
ment déterminé par 1'ensenble des sous-vaniltés abéliennes des différentes puis-
sances de A , et le nombre T n'appartient pas au @-espace vectoriel qu'ils en-
gendrent dans € . On rapprochera ce résultat d'une conjecture de Grothendieck
(voir [1], th. 1 (6)), en vertu de laquelle 1l'ensemble des relations de dépendance
algebrique sur @ liant les 492+ 1 nombres wij , T serait entidrement déter-—
miné par l'ensemble des cycles de Hodge sur les différentes puissances de A .

b) Principe de démonstration : le théoréme 4 est, par passage aux quotients

de G , corollaire immédiat de 1'énoncé suivant.

PROPOSITION 6 ([54], th. X).- Sodlent G un groupe algébrique commutatif dégind
sun @ et V un hyperplan de ty défin sur @ . On suppose que V(T) N £
contient un point u non nul. ALons, V contient une Q-sous-alglbre de Lie al-
gébrique non nulle.

En effet, u est alors un point complexe de la plus grande (I)—sous—algébre de Lie
algébrique Lie H(V) oontenue dans V , et le groupe Hu = N H(V) , o0 V par-

court l'ensenble des hyperplans de tG contenant Vu , vérifie la conclusion du
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théoréme 4 ([56]). (On aurait pu, dans 1l'esprit du théoréme 3, préciser de fagon

similaire la conclusion de la proposition 5.)

Esquissons la démonstration [55] de la proposition 6, en supposant, pour al-
léger, que le point y = expG(u) est d'ordre infini dans G (dans le cas contrai-
re, on introduit, comme dans les premiers travaux de Baker sur cette situation [2],
des points de division d'ordre convenable de u ) . On note d la dimension de G,
et A 1la sous—algébre de Lie de Lie G , de dimension d-1 , correspondant & V .
A tout entier D suffisamment grand, on associe trois entiers So,S, T , tels que

14 1gy < cp? < crea™ IS, D < caT , CuS < So

pour des constantes cq, ... ,Cy trés petites, et on construit, avec les nota-
tions de I, § 2.a, un polyndme PD de degré < D , non identiquement nul sur G,
a coefficients entiers pas trop grands, auquel on impose de s'annuler a un ordre
> 2dT le long de A aux points de l'ensemble Y[So] . On fait alors appel a la
méthode de Baken usuelle (voir [3]), lemme 9 ; [23], lemme 4.4) : puisque, par hy-
pothése, le champ de vecteur au défini par u appartient 3 A ® T , sa technique
d'extrapolation, qui, de nouveau, n'utilise qu'un lemme de Schwarz d& une variable,
jointe a 1l'algébricité de Y et de A , entraine que PD s'annule 3 un ordre
> dT 1le long d&¢ A aux points de vy[dS] . (Noter que, contrairement aux construc-
tions classiques de Baker et de Masser, S n'est pas beaucoup plus grand que So :
de ce fait, l'ordre des fonctions méromorphes représentant exp, importe peu ici.)

D'aprés le théoré&me 2, il existe donc un sous—groupe algébrique connexe H
de G®C de codimension > 0 tel que

oAim(V/V N tg) pdim G/H

. card nG/H(Y[S]) .deg H < cs (*)

ol cs ne dépend pas de la construction de Pp . Par hypothése , y[S] a S é&lé&-
ments, et Dd est beaucoup plus petit que 1g , de sorte que H ne peut étre
le sous—groupe O . Supposons alors que la conclusion de la proposition 6 soit mise
en défaut. Comme V est défini sur @ , V®T ne contient pas non plus de
C-sous-algébre de Lie algébrique non triviale (en reprenant la démonstration du
théoréme 2, on voit d'ailleurs que le sous—-groupe algébrique H fourni par sa con-
clusion est défini sur tout corps de définition algébriquement clos commmn & G,
A,T et Z(P) , donc ici sur @ ). Par conséquent, V et tH engendrent tG , et
la codimension de Vr'ltH dans V est égale & celle de H dans G . Mais 1'iné-
galité (*) entraine alors: T < ci/ dD , ce qui contredit la condition D < c,T .

Remarque 2.- Le théoréme 4 admet une version p-adique, qu'on peut énoncer de la
fagon suivante : si y est un point de G(@ o la fonction logarithme p-adique
log, de G est définie, la E}—enudfppe atgibrique V, de logg(y) dans t.
est L'algebre de Lie Lie HY de la Q@Q-enveloppe algébrique HY de Yy dans G .

Supposons maintenant que G soit le produit d'un tore par une variété abélienne
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définie sur un corps de nombres K , et soit Tp(G) le module de Tate attaché 3

la partie p-primaire G(p) du sous-groupe de torsion de G . A tout point y de
G(K) , on peut associer un homomorphisme }\Y du groupe de Galois de K sur R(G(p))
dans Tp(G) en posant :

A (@) = {olv/p™) - (v/p)}

les points de division de y ayant été fixés arbitrairement. Dans ces conditions
(voir [41]), £'image vY de AY dans Tp(G) est commensurable au module de Tate
Tp(Hy) de la composante neutre de HY . Ce type de résultat constituait jusqu'a
présent 1'un des ingrédients des démonstrations de la théorie de Baker (c'est 1'ar-
gurent galoisien mentionné dans 1'introduction). Il ne reste plus qu'une analogie

n>1 '/

d'énoncés (qui ne s'étend d'ailleurs pas sans précautions aux groupes algébriques
généraux) ...

c) Minorations de formes Lingaires : comme il est bien connu, ce sont les
énoncés quantitatifs de la théorie de Baker qui s'y sont révélés les plus féoonds.
On sait ainsi que si A4, ..., 2n,B sont des nonbres réels > 4 y, b1,...,bn
des entiers rationnels de valeurs absolues < B, Oq, ... ; O0n des nambres algé-
briques non nuls de hauteurs < 27A,,...,An , dont onnote £4, ..., 4n les déter-

minations principales des logarithmes, et si b4£4+ ...+bnfn n'est pas nul, alors

( a (s 1)
|b1£1+...+bn£n[ > exp\—clogB._I—TlogAi.\ z loglogAi )
i=1 i=1

ol ¢ ne dépend (de fagon effective) que & n et du degré de D%, ... , an)
sur @ (voir [3], th. 2) ; de cette inégalité découlent des algorithmes de ré-
solution tant d'équations diophantiennes que d'équations diophantiennes exponen-
tielles.

Le théoréme de Wiistholz admet de méme des versions quantitatives (et effec-
tives). On y minore, en la supposant non nulle, la distance d'un point u de LG
a un sous-espace vectoriel V de tG défini sur @ , en fonction des hauteurs
de V et dupoint y = expG(u) et des degrés des corps de définition de V et
de vy . Lorsque V ne contient pas de sous—algébre de Lie algébrique non nulle
(ce qui, dans la situationci-dessus, revient & remplacer by, ..., bn par des
nonbres algébriques linéairement indépendants sur @ , voir la proposition 5 de
II, §1), ces estimations ne posent pas de difficultés : en niant la minoration
recherchée, on vérifie, avec les notations de 1'alinea précédent, que le champ de
vecteurs au est suffisamment proche de A(T) pour que le procédé d'extrapolation
de Baker s'applique encore. On déduit ainsi du théoréme 2 le résultat suivant, ol
on fixe une norme || || sur t5(@ , et ol on convient d'appeler hauteur d'un
point de G(@) (resp. d'une forme différentielle invariante sur G/@ ) 1'expo-
nentielle de la hauteur de Weil (voir [49], § 1.1.d) du point qu'il définit dans
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PN(O-)) (resp. dans (T)d , aprés choix d'une base).

PROPOSITION 7 (voir [54], th. Z).- Solent B et U deux nombres néels = 4 ,
u un point de Lo non nul dont £'image Y par exp, 504t de hauteur < U et
L une forme Lindaire sur tg o deginie sun D, de hauteur < B . On sup-
pose que Le noyau V de L ne contient pas de sous-algebre de Lie algébrique non
nulle® . Alons :

L | > exp(-c (log B)*? (1og 1)%(10g 10g 1 H?)

o0l c et egpectivement caleulable en fonction de La dimension d de G, de
llull , du degré des conps de déginition de G,y et L, et du maximum des hautewrs
et des degnes d'un systeme générateur de £'idéal Ig -

[La version multihomogéne que donne Philippon du théoréme 2 dans [40] permettrait
du reste de raffiner cette minoration ; méme remarque pour les énoncés qui suivent.]
Mais les questions de géométrie diophantienne aménent plutdt 3 étudier ceux

des sous-espaces vectoriels V de t., qui contiennent, ou sont eux-mémes, des

G
algébres de Lie algébriques. Le théoréme de Philippon, joint auxméthodes de [311],
chap. III, qui relient le degré des sous-groupes algébriques H de G auxéquationsde tH

dans tG , permet encore de traiter ces situations. En voici un exemple.

PROPOSITION 8.~ On considere une varniété abélienne A de dimension g , définie
sun un conps de nombres K plongé dans T , un entier n > 0 , et un domaine bor-
neg u de tA(G:) . 1L existe un nombre néel w >0 (resp. c > 0) , effectivement
caleulable en fonction de n et g (resp. de n,g, [K:@],A et 1), veniflant
La propriete sulvante. Solent B et U deux nombres néels =3 , by, ... ,bn

des entiens nationnels de valeurs absolues < B , et Uy, ..., un des GLements
de U dont Les images par expp solent des points de A(K) de hauteurs <U. ALons

[[b1uq + ... +bnun|| > exp(-c (log B)*(log U)*)
des que bquq+...+bpun n'est pas nul.

Indiquons le point clef de la démonstration, en supposant pour simplifier que 1'an-
neau End A des endomorphismes de A/Q est réduit 3 Z . On désigne par V 1l'es-
pace tangent & 1l'origine, supposé distinct de tAn , du noyau de 1'homomorphisme
de AR dans A associé & (b1, ...,bn) . On nie la conclusion de la proposi-
tion 8, et on choisit en conséquence des paramétres D, S, T dépendant polynd—
mialement de log B et log U . On peut alors suivre la démonstration de la pro-
position 6, jusqu'ad 1l'inégalité (%), qui entraine encore que tH est contenu
dans V , et ol 1l'apparition du degré de H est maintenant fondamentale. On en
déduit en effet que H ocontient une sous-variété abélienne A' isogéne & A et
de degré borné en fonction de D , d'oll (voir [31], lemme 7) 1l'existence d'entiers
a14 .-+ yan non tous nuls, de valeurs absolues majorées par c'(deg A')l/29 , donc
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par une puissance de (log B) (log U) , tels que bias+...+bnan = 0 . En d'autres
termes, on a su quantiflier de facon non triviale le fait, ici évident, que V con-
tient une sous—algébre de Lie algébrique non nulle. Une récurrence sur l'entier n
permet de conclure (et de choisir, par exemple, w = (6gn)! ; une majoration de
linéaire en n vient d'ailleurs d'étre annoncée par Wistholz)(®) .

Soient alors C une courbe algébrique de genre g > 1 , définie sur un corps
de nombres K , ¢ une fonction K-rationnelle sur C non constante, et S un
ensenble fini de places de K contenant toutes ses places archimédiennes. D'aprés
le théoréme de Siegel —Mahler - Lang, les points de C(K) ol ¢ est définie et
prend des valeurs entiéres hors de S forment un ensemble C(K, S, ) fini. Sui-
vant un programme proposé par Lang [21], et développé par Masser [24], on déduit
de la proposition 8 et de son analogue p-adique une nouvelle démonstration de ce
théoréme, dont le caractére ineffectif ne provient plus "que" d'un recours au
théoréme de Mordell - Weil (rappelons 3 ce propos qu'on dispose également, gréce
aux travaux de Robinson et Roquette -voir [18]-,d'une démonstration du théor&me
de Siegel - Mahler - Lang dont 1'ineffectivité n'est due qu'au théoréme de Thue - Sie-
gel-Roth). Si J désigne la jaccbienne @& C , et r le rang du groupe J(K) ,
on peut énoncer :

COROLIAIRE (voir [59], § 7 ; [29], § 4) .- Soit RJ/K (resp. Ng ) un majorant
> 1 du négulateur de J(K) (nesp. des nonmes des places ginies de S ). Les

points de C(K,S,p) sont de hauteur au plus Egale a

N
exp(cNSRJ/K) ,

ol w désigne un nombre rdel > 0 effectivement calewlable en gonction de g
et r, et c ne dépend (de dagon effectivet”) quede g, r, [K:Q],EndJ, et du
maximum des hauwtewrs et des deghds de ¢ et des Equations de définition de C .
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Les sujets abordés ici ont connu plusieurs développements depuis Octcbre der-

nier. En particulier :

(1 C'est précisément une hypoth&se de type Cohen - Macaulay qu'on trouvera dans la

version définitive de [40] (voir aussi D. Brownawell : Note on a paper of

P. Philippon, Prep. IAS, Princeton, 1986). Elle permet, dans la conclusion du

N-d

théoréme 2, de remplacer & par deg G .
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Il s'agit ici d'une version relative du résultat de [22], &galement &tablie par
H. Lange (Families of translations of commutative algebraic groups, Prep. Univ.
Erlangen, 1985).

En introduisant la dimension t du plus grand sous—espace vectoriel de V dé-
fini sur Q , M. Waldschmidt (On Gel' fond - Schneider's method in several va-
#iables, Proc. Conf. Durham, 1986) est parvenu 2 recouvrir d'un &noncé les thé-
orémes 3 et 4. Dans la situation de la proposition 5, il obtient ainsi 1'iné-
galité : £ < (n-t)(n+1) , d'oll le résultat de la proposition 6 pour t = n .
Pour une application de ce principe aux valeurs de fonctions hypergéométriques,
voir J. Wolfart : Fonctions hypergéoméirniques : arguments excepiionnels et
ghoupe de monodromie, in "Problémes diophantiens 85-86", Publ. Univ. Paris VI,
1986, exp. n° 9.

, (6) Comme 1'ont démontré P. Philippon et M. Waldschmidt (Formes Linéainres de

Logarithmes sun Les ghoupes algébriques commutatifs, Prep. Univ. Paris VI,
1986), la restriction imposée & V i la proposition 7 peut étre levée dans
tous les cas (sous réserve, bien entendu, d'admettre dans la conclusion la pos-
sibilité que L(u) soit nulle). Leur méthode permet, a la proposition 8, de
remplacer 1l'exposant de log U par n'importe quel nombre réel > n et de sup-
primer la référence 3 End J dans son corollaire.

Cette dépendance pourrait &tre explicitée, grice aux estimations de hauteurs
sur l'espace de Siegel &tablies par D. Masser pour obtenir une version modu-
laire de [28] (voir : Specializations of ginitely generated subgroups of
abelian varieties, Prep. Univ. Ann Arbor, 1986).
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