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DÉSINGULARISATION DES SURFACES
PAR DES MODIFICATIONS DE NASH NORMALISÉES

[d’après M. Spivakovsky]

par Gerardo GONZALEZ-SPRINBERG

Séminaire BOURBAKI

38ème année, 1985-86, n° 661

Février 1986

1. Introduction

Soit S une variété algébrique complexe réduite de dimension

pure d , et soit le faisceau des différentielles de S. On

dénote par G : = Grass (03A91S) la grassmannienne des quotients locale-

ment libres de rang d de et v : : G - S le morphisme canoni-

que de G sur S . Sur l’ouvert U des points lisses de S le

faisceau Qq est localement libre de rang d , donc la restriction
de v à ~ ~ 1 (U) est un isomorphisme de B~ 2014 1 (U) sur U .

La modification ou transformation de Nash S de S est, par défini-

tion, l’adhérence de v 1(U) dans G , munie du morphisme de S sur

S , restriction de v à ~ (qui sera aussi noté v ).

La variété S est munie d’un faisceau localement libre de rang d

(restriction à S du faisceau tautologique de la grassmannienne G ),
quotient qui est appelé le fibré cotangent de Nash.

Le morphisme v : : ’S -~ S est birationnel et propre. La modification

de Nash possède la propriété universelle d’être minimale parmi les mo-

difications v : : S - S munies d’un quotient localement libre de rang
maximum S *

Soit T le faisceau de OS-modules dual de ; la restriction de

T à U est le faisceau des sections du fibre tangent de U . La

modific ation de Nash v : : S -~ S donne un prolongement du fibre tan-

gent d e U .

Si S est une variété affine, plongée dans ~N , , on peut donner la

description géométrique suivante. Soit cr la section définie sur

S.M.F.
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l’ouvert U à valeurs dans le produit S x qui associe
à chaque point p de U le couple formé de p et de la direction

de l’espace tangent à S en p . La modification de Nash de S est

l’adhérence de cr(U) dans S x munie de la projection
sur le premier facteur.

On sait que la modification de Nash de S est un isomorphisme si et
seulement si S est lisse la condition que le corps de base

soit de caractéristique nulle est essentielle (la courbe d’équation
X + Y~ en caractéristique p est un contre-exemple en caractéris-

tique positive).

Le transformé de Nash S d’une variété singulière S n’est pas

lisse, en général, mais il est naturel d’essayer de savoir si l’ité-
ration de la modification de Nash aboutit à une désingularisation. Si
la réponse était affirmative, on disposerait d’une méthode canonique
et naturelle pour résoudre les singularités. Ceci était connu pour
les courbes ([N]). Pour les surfaces, à ma connaissance, on l’avait
obtenu essentiellement pour certains types de singularités de surfa-
ces dans C3([RJ) . Par ailleurs, on disposait de quelques résultats
de désingularisation en itérant des modifications de Nash suivies de
normalisations (i.e. clôture intégrale de l’anneau structural dans
son corps de fractions, pour chaque composante irréductible) pour les

singularités quotient cycliques (en utilisant des éventails à la

Demazure), ainsi que d’une méthode de calcul utilisant la désingula-
risation minimale, méthode bien adaptée pour les singularités ration-

nelles (~G~~,~G2~). Ensuite, un résultat de Hironaka (~H~) avait ré-
duit le problème à un certain type de singularités rationnelles, les

singularités appelées sandwich (voir les définitions plus loin). Ce
cas particulièrement difficile a été démontré par Spivakovsky dans sa

thèse ([S]) ; son résultat complète la démonstration de la désingula-
risation des surfaces par itération de transformations de Nash et

normalisations.

La question de la désingularisation des surfaces en utilisant seule-

ment des transformations de Nash, sans normaliser, reste ouverte,
ainsi que la généralisation en dimension supérieure des résultats

obtenus pour les surfaces.
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Rappelons qu’il existe d’autres méthodes de désingularisation des

surfaces, par exemple la méthode classique de Jung (projection généri-

que sur un plan, et désingularisation de la courbe de diramation [La])
ou celle de Zariski (itération de normalisations et éclatements des

points singuliers [Z3],[Li]). Cette dernière méthode est naturelle et
canonique, mais elle n’est pas généralisable en dimension supérieure.

Rappelons aussi que la transformation de Nash intervient dans l’étude

des classes de Chern des variétés singulières ([M]).

Dans cet exposé nous nous bornerons principalement à une description

des méthodes et résultats de Spivakovsky.

2. Le résultat de Hironaka.

Soit S une variété algébrique réduite de dimension pure d

sur un corps k de caractéristique 0 . On considère une suite de

variétés algébriques réduites de dimension pure et de morphismes

telle que l’on ait

a) chaque morphisme 
~ 

o. est birationnel et propre

b) le -module )/Torsion est localement libre, où Q

dénote le faisceau des différentielles de Kahler.

Pour simplifier l’ énoncé on supposera ici S irréductible. Soit

K = k(S) le corps de fonctions rationnelles de S . Un anneau de

valuation V de K/k est appelé divisoriel si le degré de trascen-

dence du corps résiduel de V sur k est d-1 . Cette condition

équivaut à l’existence d’une variété algébrique lisse S’ sur k

telle que K = k(S’) et V = (~5,~~, , y où ~’ est un point générique
d’une hypersurface de S’ ([H]).

Théorème 2.1. - Soit V un anneau de valuation divisoriel de K/k ,
et 03BEi le centre de V dans chaque Si de la suite ( 1 ) . Alors il

existe io ~ 0 tel que Si est localement un 

en et Si est lisse en 03BEi pour tout i ~ lo . .
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On renvoie à [H] pour la démonstration.
La modification de Nash satisfait les propriétés a) et b) imposées
aux morphismes 6i de la suite ( 1 ) . On peut, donc, considérer le cas

où chaque cl est la modification de Nash composée avec un morphisme
birationnel et propre. Si S = So est une surface normale on a l’ap-

plication suivante.

Soit 03C3i : Si ~ Si-1 la modification de Nash de S. 1 suivie par la

normalisation, V i ~ 1 . Soit 03C0 : X ~ S la désingularisation mini-

male de S . On considère le diagramme commutatif suivant

où 7t. : ’S. -" S. et o’. : i ~ S. sont les projections canoniques

du graphe "S. de la correspondance birationnelle entre S. et

"S. ~ pour chaque i~ 1 .

Proposition i assez grand, le morphisme 03C0i : i ~ Si
est un isomorphisme, et par conséquent Si domine birationnellement
X .

Démonstration.- Dans l’hypothèse contraire, il existe pour tout i~1

une courbe irréductible 0. dans S. ~ telle que ~_(C_) = ~~ ~
avec 03BEi un point de Si , et = Ci-1 . La courbe Ci défi-

nit un anneau de valuation divisoriel V de K , avec ~_ C S son

centre, pour chaque i . Par le théorème, y S est lisse 

pour i assez grande et par suite l’application rationnelle

Si ~ ’S est régulière en 03BEi . Par conséquent 03C0i est localement un

isomorphisme sur 03BEi , d’où une contradiction..

Ce résultat ramène la démonstration de la dësingularisation d’une

surface par itération de la transformation de Nash suivie de la nor-

malisation, aux surfaces normales qui présentent seulement des sin-

gularités qui dominent birationnellement une surface lisse.
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3. Singularités sandwich.

Soit § E S une singularité normale de surface (donc isolée).
Soient 71. : X - S une désingularisation de S, y E = n U Li = 03C0-1(03BE)
la fibre exceptionnelle de 03C0 , où les Zi sont les composantes irré-

ductibles. On dit que 03C0 est la désingularisation minimale si on a

l’inégalité -2 pour tout L. de genre nul, où (.) dé-

note la forme intersection de Pic(X) . Si 03C0 est une bonne 

( i.e . chaque courbe L, i est lisse, les croisements entre

différentes L, i sont normaux et il n’y a pas d’intersection commune

à trois L, i distincts), alors on associe à 03C0 un graphe dual pondéré
où les sommets sont en bijection avec les L. , les arêtes avec les

points d’intersection des L. , et où les sommets sont munis des

poids donnés par l’autointersection des courbes associés aux sommets.

On appelle cycle fondamental de 03C0 l’unique cycle divisoriel

qui est minimal parmi les cycles positifs (non nuls) Z = 03A3 ni Li ,
à support dans la fibre exceptionnelle E , satisfaisant les inéga-
lités 0 , V i (voir ~A~ ~ ) . On peut calculer le cycle fon-

damental d’une bonne désingularisation en connaissant seulement le

graphe dual pondéré.

Une singularité rationnelle de surface S est une singularité nor-

male telle que est nul : X -~ S est une désingulari-
sation quelconque de S ) ; on démontre que cette propriété équivaut
à la nullité du genre arithmétique du cycle fondamental ([A1]). Soit
S une singularité rationnelle. Alors on a les propriétés suivantes :

a) Chaque composante irréductible de la fibre exceptionnelle de x

est une courbe rationnelle lisse.

b) La désingularisation minimale est une bonne désingularisation.

c) Le graphe dual de x est un arbre.

d) m OX = OX(-Z) , où m est l’idéal maximal au point singulier et

Z est le cycle fondamental.

Définition 3.1.- On appelle singularité sandwich une singularité nor-

male de surface qui domine birationnellement une surface lisseo

Si S est une singularité sandwich et 03C0o : S -*- X est un morphisme
birationnel dans une surface lisse X y en considérant une désingu-
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larisation 03C0 : X ~ s , y on obtient une chaîne de morphismes biration-
nels

Le fait que S se trouve entre deux surfaces lisses (ce qui motive
la dénomination choisie) implique le résultat suivant.

Proposition 3.2.- Toute singularité sandwich est sationnelle.

Démonstration.- En effet, le morphisme composé no 0 n : X -~ Xo (de
la suite (2)) est un morphisme baritionnel entre deux surfaces lisses,
et par conséquent il existe un plongement de X dans une surface

lisse X telle que no 0 n se prolonge en un morphisme birationnel
et propre cp : : X ~ X , entre deux surfaces lisses. Par suite cp est

composition de transformations quadratiques (i.e. éclatements de
points fermés), donc il existe une courbe exceptionnelle de première
espèce E (i.e. contractable en un point lisse) qui contient la fi-
bre exceptionnelle E de -n: . Or on sait que la contraction (en un
point normal d’une surface) de la réunion (connexe) d’une sous-famil-
le des composantes irréductibles d’une courbe qui est contractable en
une singularité rationnelle, est aussi une singularité rationnelle.
Ce fait résulte de la caractérisation des singularités rationnelles

par la nullité du genre du cycle fondamental ([A1],[A2],[Li]). La
courbe E est une courbe exceptionnelle de première espèce, i.e.

contractable en un point lisse ("cas particulier" de singularité ra-

tionnelle), par conséquent la contraction de E par x est une sin-

gularité rationnelle..

Remarque 3.3.- La démonstration de la proposition 3.2 implique que
les singularités sandwich sont obtenues en contractant, en un point

normal, la réunion d’une sous-famille des composantes irréductibles

d’une courbe de première espèce plongée dans une surface lisseo o In-

versement, une singularité normale de surface obtenue en contractant

une courbe ayant cette propriété, domine birationnellement une sur-
face lisse, donc c’est une singularité sandwich.
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Pour la démonstration de la désingularisation (par des transforma-
tions de Nash normalisées), on utilise une classification des singu-
larités sandwich en termes des graphes duaux pondérés de la désingula-
risation. Les singularités sandwich sont normales, donc isolées. Le

problème de désingularisation est local, et les singularités sont

considérées à isomorphisme analytique local près.

Proposition 3.4.- Solent ( S~~) une 

: (S,03BE) ~ (Xo,~) un morphisme birationnel, où x une 

face lisse. Alors (S,03BE) est localement isomorphe à l’éclatement
d’ un idéal intégralement clos (i.e. "complet" dans la terminologie
de I de Xo .

Démonstration.- Soit 03C0 : (X,E) ~ (S,03BE) une désingularisation de S .

On peut plonger X dans une surface lisse X et S dans une surfa-

ce normale S telles que l’on ait un diagramme commutatif

où est birationnel et propre, quitte à remplacer S par un

voisinage de § , X par l’image inverse de ce voisinage par .
La surface S est la contraction de E = ~ 1 ( ~) dans X. Les sur-
faces X et X sont lisses, donc non est composition de trans-
formations quadratiques (Castelnuovo). Par suite il existe un idéal
I tel que X soit l’éclaté de X o de centre I (où I est

avec l’idéal maximal de Xo en r~ ) . On

peut.supposer I intégralement clos, car X est normal et on

a l’égalité (In) = ( _ I)n , V n , où la barre dénote la clôture in-

tégrale Appendix 5, ou [Li], §7) .
Il existe une décomposition unique de I en produit d’idéaux sim-

ples (i.e. idéaux complets et irréductibles pour la décomposition en
r a.

produit d’idéaux non triviaux ) , I p.l ([Z2], p. 385 ) o On sait

qu’il existe une correspondance bijective entre l’ensemble des idéaux
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simples pl et l’ensemble des composantes irréductibles de la fibre

exceptionnelle de l’éclaté de centre I ([Li],§18). Soit

J p. , , t  r , le produit des idéaux simples correspondant aux

composantes irréductibles de (i.e. les composantes contractées

Alors S est isomorphe à l’éclaté de X o de centre J ,
au voisinage de la fibre exceptionnelle, d’où la proposition. ’

Remarque 3.5.- On garde les notations de la démonstration de la Pro-

position 3.4. La surface X peut être choisie de telle façon que

toutes les composantes irréductibles de E ’E soient des courbes (ra-

tionnelles) d’auto-intersection -1 (Proposition 1.8 de [S]).

Définition 3.6.- Une singularité sandwich (S,~) est appelée

a) si on peut l’obtenir comme l’éclaté de ~2 de centre

un idéal simple.

b) si le cycle fondamental de la désingularisation minimale

est réduit.

Remarque 3.7.- On garde les notations de la proposition 3.4. Une

singularité sandwich 03BE E S est primitive si et seulement 

est irréductible, ou encore, si et seulement si E BE est irréduc-

tible ( où on suppose que 03C0 : X ~ S est la d ésingularisation mini-

male). .

Soit r le graphe dual pondéré associé à la désingularisation mini-

male TE : (X,E) ~ (S,03BE) . On note L x la composante irréductible de

E correspondante au sommet x E r, Wr(x) = -(Lx.Lx) , Yr(x) le

nombre de sommets de r adjacents à x .

Remarque 3.8.- soit £ E S une singularité rationnelle ; alors la

nullité du genre arithmétique du cycle fondamental implique l’inéga-

lité 1 , V x ( r . On peut montrer facilement que

le cycle fondamental de la désingularisation minimale est réduit si

et seulement si on a Yr(x) , V x E r . Si le cycle fonda-

mental est réduit, alors ~ E S est une singularité sandwich mini-

male, car on peut compléter le graphe r en un graphe d’une courbe
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exceptionnelle de première espèce ( i.e , contractable en un point lis-

se) . L’exemple le plus simple de singularité rationnelle qui n’est pas

compléter ce graphe avec des sommets de poids -1 , y en les contrac-

tant on obtient deux courbes d’auto-intersection -1 qui s’intersec-

tent, donc la matrice intersection n’est pas définie négative.

Proposition 3.9.- Toute (S,~) e~~ le 

d’une de 

Démonstration.- Résulte de la factorisation des idéaux complets en

produit d’idéaux simples ~8)..

Remarque 3.10.- La décomposition en singularités primitives (Prop.
3.9) n’est pas en général unique ; elle dépend de la donnée d’un mor-

phisme birationnel de la singularité sandwich sur une surface lisseo o

Dictionnaire 3.11.- La proposition 3.8 réduit la classification des

singularités sandwich à celle des singularités primitives.
On dispose d’un dictionnaire entre les quatre catégories d’objets
suivantes :

(a) les singularités sandwich primitives ;

(b) les idéaux simples 
,0 

, -primaires ;
(c) les couples (C,a) où C est un germe de courbe plane dans

(C2,0) analytiquement irréductible, et a est un entier posi-

t if ;

(d) les valuations divisorielles du corps de fractions de
qui dominent (~ ~ 2 0 

. 

~ ,0

(b) ~ (a) : Par définition, l’éclaté de C2 de centre un idéal sim-

ple m 2 -primaire est une singularité sandwich primitive. Cette
C ,0

application est surjective, mais non injective.

(b) -~ (c) : t Soit p un idéal simple ; on lui fait correspondre un
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couple (C,a) , où C est un courbe d’équation un élément f de p
"assez général" (tel que le transformé strict de C soit transverse
au diviseur exceptionnel de la désingularisation minimale X de l’é-
claté de ~2 de centre p ), et où l’entier a est la longueur du
transformé strict de p dans la désingularisation plongée minimale
Y de la courbe C (ou encore, l’ordre de contact, dans Y , du
transformé strict de C avec le transf ormé strict d’une autre courbe
C’ assez générale). Par le théorème 11.2 de ~Z1~, on sait qu’un élé-
ment général de p est analytiquement irréductible, i.e. la courbe
C est analytiquement irréductible. Cette correspondance est bijec-
tive, car étant donné un couple (C,a) de (c) ~ on lui associe l’i-

déal p = où C( C, a) est la famille des germes de cour-

bes analytiquement irréductibles ayant les mêmes exposants de Puiseux
que C et ayant un contact d’ordre au moins a avec C , et où f
dénote l’équation de C ( c(C,a) . ~

(c) ~ (d) : Soit ( C,a) un couple de (c) ; on lui associe la va-

luation v définie par v(f) - N min 
a ) 

f ~ OC2
, 0 

.

Inversement, soit v une valuation de (d ) . On considère la surface

Y , obtenue par une suite de transformations quadratiques de centre
le centre de v, jusqu’à ce que le centre de v devienne de codi-

mension 1. On associe à v le couple (C,a) , où C est l’image
dans ~2 d’un germe de courbe transverse à la dernière composante
irréductible du diviseur exceptionnel de Y , et où l’entier a est

le nombre de transformations quadratiques faites pour obtenir Y à

partir de la première surface (de la suite d’éclatements Y = n
Y n-1 -~ .. o -~ Y 1 -~ ~2 ) où le transformé strict de C est lisse et
transverse au diviseur exceptionnel.

3.12.- Le graphe dual pondéré r de la désingularisation minimale
d’une singularité sandwich primitive est déterminé par la donnée des

exposants de Puiseux d’un germe analytiquement irréductible d’une
courbe plane C, et par un entier a > 1 (dictionnaire 3.11). Ces

données déterminent des nombres rationnels ~i , , 1  i ~ g , dont

les développements en fractions continues
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fournissent toutes les données combinatoires du graphe r suivant :

où chaque sous-graphe r , 1 ~ i ~ g , est de la forme
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4. Méthode de la démonstration de la désingularisation des singulari-
tés sandwich par itération du transformé de Nash normalisé.

4.1. Remarques générales.-
a) Soit 03C0 : X ~ S la désingularisation minimale d’une singularité

( normale ) de surface complexe (S,03BE) . On note Q le OX-module
03C0*03A91S/Torsion . On a = où est l’image de 

dans Qi par la différentielle d03C0 du morphisme 7t . Le OX-module
Qy est localement libre, donc le sous-module Q est localement li-

bre sauf éventuellement en un sous-ensemble A de X de codimension

2. Le fait que X soit une surface lisse entraîne que A est un en-

semble fini de points et qu’il existe une surface lisse X et un

morphisme birationnel o : : X -~ X (composition d’une suite d’éclate-
ments de points fermés, par le théorème de structure des morphismes
birationnels de surfaces) tel que 5~~~ soit localement libre. o La

surface X domine donc le transformé de Nash v : S -~ S (propriété
universelle de la modification de Nash) . On a un diagramme commutatif

On peut remplacer S par son normalisé, car X est lisse, y donc nor-

mal, et par suite X domine le normalisé de S.

On obtient donc une désingularisation de S, ce qui permet de compa-
rer les singularités de S et de son transformé de Nash normalisé

([S],[G2]).
b) Pour obtenir le morphisme o- :  ~ X du diagramme ( 4.1.1 ) , il

faut déterminer l’ensemble où  n’est pas localement libre. On con-

sidère S~2 - A2Q , sous-faisceau sans torsion du faisceau localement
inversible ; on a S~2 - I où ~X(-M +KX) est la

partie divisorielle de Q (avec KX le diviseur canonique de X et

M un diviseur positif à support dans la fibre exceptionnelle E de

Tt )~ et où I est un idéal dont le cosupport est l’ensemble fini des

points de X où Q2 n’est pas localement libre. Cet ensemble peut

être décrit en termes de la courbe polaire de S . Supposons ( S,~)

plongée dans (C~O) ; ; on appelle courbe polaire de S le lieu cri-
tique d’une projection générale d e S sur un plan de C .
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Plus précisément, on a la définition suivante :

Soit D un (N-2)-sous-espace vectoriel de . La courbe. 

à D , y est définie comme étant l’adhérence dans

S de l’ensemble

~r~ t S I r~ est non singulier et n D) ~ 1} ,

où TS~,~ est le plan tangent à S en r) , identifié avec son trans-

laté à l’origine([L-T],[P]). Notons C ~ ( D) la transformée stricte de

C1 (D) dans X. On appelle de la courbe polaire un point
r~ ~ X tel qu’il existe un ouvert dense de Zariski U de la grass-

mannienne Grass(N,N-2) des (N-2)-sous-espaces vectoriels de (C
tel que, pour tout on ait T) t C1(D) .
Soit D un (N-2)-sous-espace vectoriel de , défini par les équa-
tions x1 = x2 = 0 ; on associe à D la section sD 

= dX1 Adx2 de

Q y avec famille des sections s D , avec D par-

courant Grass(N,N-2) , engendre Q 0 

~ ~

Proposition 4.1.2.- {iJ Soit ~ t X . Le module 2 n’est pas .2oca-

et seulement si ~ est un point base de
la counbe 

La surface X domine le de Nash normalisé de S si

et seulement si la courbe polaire n’a pas de point base.

Démonstration.- Il existe un ouvert dense V de Grass(N,N-2) tel

que, pour tout D E V , le diviseur (sD) associé à la section sD
de Le module 2 est localement inversible en

~ si et seulement si il existe D E v tel qu’on ait ~ ~ C’(D)
(car alors s engendre S~2 en ~ ), et par conséquent si et seule-
ment si ~ n’est pas un point base de la courbe polaire, d’où (i).
L’assertion (ii) résulte de (i) et de la propriété universelle de la
modification de Nasho .

Dans la suite _on utilisera l’équivalence ( i) de la proposition 4.1.2
en faisant référence soit au modu.le S~2 , , soit à la courbe polaire.

c) Soit r le graphe dual pondéré de la désingularisation minimale
~ : : X ~ S , r le graphe dual pondéré de la désingularisation
n o c : t X -~ S (diagramme (4.1.1)), où cr: "X -" X est la suite mini-
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male de transformations quadratiques telle que 03C3*2/Torsion (qui
Sera noté aussi 2 ) soit localement inversible (1,e , telle que la
courbe polaire n’ait pas de point base). Soit L une composante ir-

réductible de la fibre exceptionnelle de z o a . La dimension de

Î( L) e st 0 ( 1 , e . Î c ontract e L en un po int ) si et s euleme nt si

le degré de Q -2 restreint à L est 0 , ou encore, si et seulement
si la courbe polaire (1,e , la transformée stricte dans lÙi ) ne ren-
contre pas L . Soient i É Îi , 1  1  r , les points singuliers de

É , et les graphes duaux pondérés associés à la désingularisation
z : ,X - S . Le graphe 1 est obtenu a partir de 1 par une suite

d ’éclatements . L’ensemble de sommets et d’arêtes de 1 est un sous-

ensemble de celui de  , en identifiant un sommet x É 1 au sommet

de  qui représente la transformée stricte (par a ) du diviseur
L (les poids sont différents si on a éclaté un point de L ) , On
x r x

a donc les inclusions £_ i ~  ~ 1 . Le but est de comparer 1

avec chaque Î$. , l  1  r , pour démontrer, après la réduction au
i

cas des singularités sandwich minimales, la désingularation en un

nombre fini d ’ itérations de la modification de Nash normalisée.

4.2. Résultatso- On suppose maintenant que ( S,£) est une singulari-

té sandwich, dans le diagramme ( 4.1 ,1 ) . Soit I l’idéal associé à

2 , défini dans 4. 1 b) .

proposition 4.2.1.- Soit ~ e x un point base de £a courbe polaire.

Alors i£ existe deo coordonnées locales (U ,V ) de x en n , éqUa-
tions locales de Lx et de Ly si Lx ~ Ly = {~} , telles que

£lidéa£ I , soit engendré par de/ monômes de £a forme
°

Dans les énoncés suivants on utilise les notations introduites dans

3.8 et 4.1 1 c) .

corollaire 4.2.20- Soit x un sommet de 1. , 1  1  r, te£ que £’0n

a.it W Î°. x> + 1 = 

03B3i x> . 
on a x É Î et Wç(X> + 1 * Yç(X) o
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Corollaire 4.2.30- En un nombre fini de le 

de Nash normalisé d’ une singularité sandwich on obtient une 

qui ne possède que des singularités sandwich minimales.

Soient (S,~) une singularité sandwich minimale, Z = ~ L le

cycle fondamental de la désingularisation minimale. Pour chaque sommet

x E r on définit un entier s :
si (Z.L )  0 , on pose s = 0 ,

si (Z.L ) = 0 , y on pose s = min{distance de x à y ( yÉi,( Z.L y )0} ,
où la distance entre deux sommets est le nombre d’arêtes d’un sous-

graphe connexe minimal contenant x et y. On remarque que si x et

y sont adjacents, alors on a 1 .

Un sommet central de r est un sommet x tel qu’il existe au moins

deux sommets, y et z , adjacents à x, satisfaisant les inégalités
s s et s s o

y x z x

Une arête centrale est une arête entre deux sommets x et y telle

que l’on ait s x = s y .

Ces définitions généralisent celles utilisées pour les graphes formés
d’une seule chaîne ( i oe . sans branchements ) ( ~ G2~ ,p . 167).

Dans l’énoncé suivant on utilise les notations du diagramme (4.1.1)
et celles de 4.1 1 c).

Proposition 4.2. 4.- Solt ( S, ~ ) une 

i) Le morphisme a : :  ~ X est composé des éclatements des points
pan anêteo de r .

ii) Le morphisme  :  ~ S contracte toutes les composantes de la

fibre exceptionnelle de TIo o sauf les composantes L , avec
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Corollaire 4.2 .5 0- Soient (S,03BE) une 

r r ) le graphe dual pondéré d’ une de S
de ~ ) . on a

(# r) s ~ 2 (i r) ,

où # dénote le de l’ensemble de sommets. Par conséquent,
d’ un nombre fini de de Nash normalisées

S .

La démonstration de la proposition 4.2.1 utilise le fait que toute

singularité sandwich est le joint birationnel d’une famille finie de
singularités primitives (Proposition 3.9). On a Q’2 = {df A dg (

O~(-Z)} ~ , où Z est le cycle fondamental, donc il suffit de
considérer le joint birationnel de deux singularités primitives, y car

dans le produit extérieur df A dg , chaque facteur peut provenir
( au voisinage de chaque point de la fibre exceptionnelle) d’une sin-
gularité primitive. On est ramené au cas où la singularité est pri-
mitive, y cas qui est analysé en décomposant S~2 en somme de trois

sous-faisceaux S2i engendrés par les produits df A dg où f et

g sont soit croissantes, soit décroissantes. 0 Les notions de crois-

sance et de décroissance proviennent de la comparaison avec le cycle
divisoriel dans X associé à une fonction qui provienne d’un élément

générique de l’idéal maximal à l’origine de ~2 , , via le morphisme
(éclatement d’un idéal simple) ~ : : S -~ (p , composé avec ~ . . La

croissance ou décroissance d’une fonction f est définie en termes

du cycle divisoriel associé aux zéros de f, et est purement numé-

rique. On démontre que la propriété de croissance caractérise (dans
un voisinage du cycle fondamental) les fonctions qui proviennent de

l’idéal maximal , démonstration qui repose sur les résultats
(C ,0

de M. Artin sur les singularités rationnelles et en particulier la

méthode utilisée pour démontrer (~X(-Z) - ~(~X ( ~A1 ~ ) . °
Ie corollaire 4.2.2 résulte de l’analyse des éclatements que l’on

fait pour rendre inversible l’idéal l (i.e. pour éliminer les

points base de la courbe polaire), en sachant que I est monomial

(Proposition 4.2.1).

Le corollaire 4.2.3 résulte de la proposition 2.2, qui implique que
dans une suite de transformés de Nash normalisés, en un nombre fini
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de pas, il ne reste aucun sommet provenant du premier graphe dual.

Par le corollaire 4.2.2 on ne crée aucun nouveau sommet x tel que

W(x) + 1 = y(x) . Par conséquent en un nombre fini de pas on a

~~(x) z y(x) pour tout sommet x, y donc les singularités obtenues

sont minimales.

Pour démontrer la proposition 4.2.4 (ainsi que la proposition 4.2.1)
on utilise le lemme .suivant.

Lemme 4.2.6.- Solent f et g deux éléments généraux de o

Poux chaque sommet x e r, f g ) la 
d’annulation de f de g ) au point générique de X a On

ô(x) : = card {j | (fx/fyj) ~ (gx/gyj) , 1 S j s r} , aù

{y. ( 1 ~ j ~ r} est l’ensemble des sommets adjacents à x .

0n note C la. courbe obtenue en ôtant de la courbe polaire C les

composantes qul portent un des points d’intersection Lx ~ Ly de

deux composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle.

On a la majoration suivante : C.Lx ~ max {0,(03B4(x)-2)} .

Ce résultat permet d’étudier séparément les points de croisement de

la fibre exceptionnelle.

Remarque 4.2.7.- Toute singularité sandwich minimale peut être obte-

nue comme joint birationnel d’une famille finie de singularités de

type A , qui sont les seules singularités sandwich qui sont à la fois

primitives et minimales. La proposition 4.2.4 pourrait se démontrer

en utilisant ce fait.

On renvoie à [S] pour les démonstrations.

5. Quelques exemples de singularités sandwich.
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la surface S possède deux singularités dont les graphes associés
sont :

(b) Si n est impair, y il existe un sommet central. On a S == x
r = r . La surface S possède deux singularités de type A(n-1)/2si n>’1 ; ; elle est lisse si n = 1 .

Donc il y a 2 sommets centraux ( les valeurs 2 dans le diagramme des

sx ) et une arête centrale (entre les deux sommets adjacents avec
sx _ 1 ) .

Les sommets non contractes par  sont indiqués par un carré. La

surface S possède 4 singularités dont les graphes associés sont
les composantes connexes qui contiennent les sommets qui restent o

Les deux exemples 5.1 1 et 5.2 sont des singularités sandwich minimales.
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Soit x le sommet de branchement. On a Wr(x) = 3 et Yr(x) = 4 ,
donc le cycle fondamental n’est pas réduit (i.e. la singularité n’est

pas minimale).
Dans cet exemple, le graphe F ne suffit pas pour déterminer les

graphes des singularités de S.
Le birapport des points d’intersection de L x avec les 4 composantes

qui cou.pent L intervient dans le calcul. Il y a une valeur de ce

birapport pour laquelle les graphes ri obtenus sont différents des

graphes obtenus pour la valeur générique.

5.4.- Dans l’exemple suivant (singularité sandwich primitive non
minimale) on obtient un graphe f1 1 qui possède davantage de sommets

que le graphe r de départ. On considère le développement en frac-
tion continue suivant (cas d’un seul exposant de Puiseux, voir § 3.12)

(les poids non indiqués sont tous -2).

La surface S possède deux singularités dont les graphes associés
sont :
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(L’idéal I associé à 2 est de la forme (u ,v5) en un point
lisse de la composante L, où x est le sommet de branchement

de r ).

Les exemples 5.3’et 5.4 sont calculés en utilisant le lemme 4.2.6
et en faisant un calcul local aux points de croisement.
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