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COMPLEXITÉ ET GÉOMÉTRIE RÉELLE
[d’après A. Khovansky]

par Jean-Jacques RISLER

Séminaire BOURBAKI

37e année, 1984-85, n° 637 Novembre 1984

§ 1. Introduction
A.G. Khovansky a fait une série de travaux sur le thème suivant : "une sous-

variété analytique réelle de ]Rn ayant des équations simples a une topologie
simple". .

Dans le cas algébrique, un polynôme sera "simple" si par exemple il peut
s’écrire avec peu de termes, ou si sa complexité additive est petite (cf. § 2 et
§ 3) et dans le cas analytique le mot simple sera précisé au § 5 (les fonctions
élémentaires telles que ex , Arctg x , xa, etc... sont "simples") ; pour les
fonctions simples définies sur des sous-variétés simples, on aura en particulier
un analogue du théorème de Bezout.
A part le théorème de Bezout habituel, les résultats connus sur les bornes de

la topologie des variétés algébriques réelles sont les résultats de Thom-Milnor
qui bornent les nombres de Betti en fonction du degré des équations (le résultat
est grosso-modo oelui-ci : la same des nombres de Betti d’une variété algébrique
réelle projective est plus petite que celle de sa complexifiée).
L’intérêt des résultats de Khovansky est d’une part qu’il borne la topologie

d’une variété algébrique indépendamment du complexifié, et d’autre part qu’il
construit une classe très large de variétés analytiques qui se comportent de ce
point de vue comme des variétés algébriques (classe dans laquelle entrent les
cycles limites des champs de vecteurs polynômiaux : § 4).

Signalons le lemme suivant, cbnt la démonstration contient la quintessence des
idées développées plus loin :

Lemme 1.1 de Descartes").- Soit P (X) = ao + a1X +... + anXn un polynôme
à rcée,Q,a ; alors le nombre de > 0 de P inférieur ou.
égal. au nombre de changements de signes dans .ea, suite (a0,a1, ... ,an) .

Elémentaire, par récurrence sur n, en utilisant le lemme de
Rolle.

COROLLAIRE 1.2.- P d’ avec k monômes non nu.P,d, P a Qu 

k -1 racines > 0 ( et donc au plu6 2k -1 

En effet, dans une suite de k éléments, il y a au plus k - 1 changements de
signes.



Le § 7 traite des équations complexes simples, et généralise le fait suivant :
"les racines complexes de l’équation (qui a peu de s’équirépar-
tissent en fonction des arguments lorsque N ~ + oo ". .

Je remercie J.-M. Kantor qui m’a traduit les derniers papiers de Khovansky, et
A. Marin pour ses explications sur le § 7.

§ 2. Un analogu~e réel du théorème de Bezout

THEOREME 2.1 ( [ K, J ) .- Pab a n,b n X = (Xi,...,Xn) , r Y = (Y1,...,Yk) , ,

avec ai ai,x> = 03A3 aJiXj . Considérons n polynômes Fi de

degnéd mi (1 _ i _ n) ; le nombre de solutions non dégénérées deb équa-
Fi = 0 (1 ~ i ~ n) ut (03A0mi)(1+03A3mi)k2(k(k-1))/2./

COROLLAIRE 2.2.- Soient Pi E (1  i _ n) n polynômes réels à n 

de monômu dans l’écriture du P. ut k,

d’équations Pi = 0 a au ( 1 + n) k2 (k (k-1) ) dé-

générées dans le quadrant (R+)n.
1) Pour un résultat analogue plus indépendant du système de coordon-

nées, cf. § 3.

2) Le cas n = 1 laisse penser que la borne ( 1 + n) k2 (k (k-1) ) /2 est trop
grande borne polynomiale en k serait plus agréable ; toute conjecture est

bienvenue 1 ).

Démonstration du corollaire.- Le changement de variables X. i = permet d’ap-
pliquer le théorème 2.1 (avec les Fi de degré 1 ).

Démonstration du théorème 2.1.- Elle se fait par récurrence sur k , le cas k = 0

étant le théorème de Bezout classique.

Soit donc (1) F(X,Y) = 0 un système avec k exponentielles Y = (Y1,... ’Yk) .
On considère l’application x ~ où l’on a remplacé dans F

Yk (X) par 

En utilisant Sard, on peut supposer que l’équation 0 définit une

courbe lisse r transverse au plan t =1 (le recours à Sard explique que
l’on a un résultat seulement pour les solutions non dégénérées) .

Il faut maintenant borner le nombre de points d’intersection de r avec

{t =1} .

Lemme 2.3.- Ce nombne a + J3 , où :

- a nombne de non eompactu de r ;
- (3 est le nombre de où la ;tangente. à r 

La preuve de ce lemme est inmédiate (c’est une version du lemre de Rolle).

On voit donc que 03B2 est inférieur ou égal au nombre de solutions de



Mais dans (2) l’exponentielle Yk apparait toujours sous la forme tYk (car
= le changement de variables tYk(X) = U permet alors

de "tuer" l’exponentielle Yk et d’appliquer l’hypothèse de récurrence (après
une autre utilisation de Sard pour pouvoir supposer que les solutions de (2) sont

non dégénérées).
Pour borner a il suffit de remarquer qu’il existe un hyperplan (affine) ren-

contrant r en p points si r a p composantes non cites et donc que
a est inférieur ou égal au nombre de solutions de

(avec Y = (Y1,...,Yk-1) ).

Un calcul soigneux donne alors la borne du théorème 2.1.

Rema~r,que.- On utilise de manière essentielle que l’exponentielle satisfait à

l’équation différentielle Y’ = Y ; l’idée du § 5 est de généraliser ce résultat
à des fonctions vérifiant des équations différentielles algébriques plus compli-
quées .

§ 3. Complexité additive et zéros des réels ( [RJ )

Si k est un entier > 0 , notons ]R(k) l’ensemble des polynômes P 

de complexité additive S k, i . e . qui peuvent être évalués (à partir des cons-
tantes et de la variable X ) avec k additions-soustractions (les multiplica-
tions et divisions n’étant pas comptabilisées).
Autrement dit, un polynôme P est dans ]R(k) s’il existe un "programme" pour

l’évaluer :

avec m.. , ml . CE, c . , di et P(X) étant évalué à partir de P
par élimination sucoessive des Si k) .
La même définition est valable pour les polynômes à n variables (évalués à

partir des constantes et des variables X1 , ... ,Xn ).
Contrairement au nombre de monômes ~ la notion de complexité est presque inva-



riante par changements linéaires de coordonnées (qui introduisent peu de signes
t supplémentaires).
En appliquant 2.2 au système (1) qui a peu de monômes (on considère les Si

comme des inconnues), on obtient facilement :

PROPOSITION 3.1.- Désignons pan p(k) le sup du nombre de racines distinctes des

P il existe une c > 0 que ck2 .

a) Ceci est une amélioration d’un résultat de Borodin-Cook ([B-C]) .

b) On peut raisonnablement conjecturer que p(k) = 3k , borne atteinte pour les
polynômes de Tchebytchef (tels que Tn (cos t) = oos nt ).

Dans le cas de plusieurs variables, on a :

PROPOSITION 3.2.- Il existe une N x N ~ N telle que poun

tout P de (P , le nombre de composantes connexes de

P ~ (o) ~Sa.U.t _ 

Elle se fait par récurrence sur n, le cas n =1 étant 3 .1.

Soit Cc (P) le nombre de composantes cites de P-’ ( 0) et Cn(P) le nombre

de composantes non compactes.

On montre qu’il existe un hyperplan affine H qui rencontre au moins C~(P)/2
composantes non compactes : on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à P1H

pour borner Cn(P) . On remarque ensuite que Cc(P) est majoré par la moitié du

nombre de points critiques de la fonction X sur P-’(0) (on peut supposer,

après changement linéaire de coordonnées, que P-’(0) est lisse et que 

est une fonction de Morse). On doit donc majorer le nombre de solutions du systè-

le : { P = 0 ~P/~Xi = 0 (1~i~ n-1) ’ % on écrit alors un système d’équations (analogue à
( 1) ) servant à évaluer P et les 1 on compte le nombre de monômes, et on

lui applique le corollaire 2.2.

§ 4. Cycles limites dans le plan (ou courbes de Pfaff) ([K2~)

Les courbes de Pfaff sont un cas particulier des sous-variétés de Pfaff (§ 5).

La technique utilisée est toujours une variation sur le lemme de Rolle.

DÉFINITION 4.1.- Considérons un champ de vecteurs polynomial dans le 

avec. de degré ~ n .

Une courbe r est une solution séparante de (1) dit alors

que r ut une "counbe de degré n") ) si :

a) r -6 e compose d’une ou trajectoires (orientées) du système.

b) r ne passe pas pan du système.

c) r ut le bond d’une du 



Remarques.- 1 ) Les santes connexes d’une courbe de Pfaff sont soit des cycles,

soit des trajectoires non compactes allant vers l’infini quand t -~ t ~ ; ; la con-

dition c) élimine les trajectoires qui spirallent autour d’un cycle limite.

2) Si P(X,Y) est un polynôme de degré n+ 1 1 une ligne de niveau non critique

P (X,Y) = a , orientée ocmne bord de la région P (X,Y) > a 1 est une courbe de
Pfaff de degré n (considérer le système : (É 1 Les courbes de Pfaff

généralisent donc les courbes algébriques.

La remarque (analogue à celle du § 2) qui va être utilisée est la suivante :

Lemme 4.2.- Soit r une solution séparante d’un système dynamique du si

C ut une counbe de 1 lisse et connexe, en,the deux points
lion de C avec r, il y a un point où le système dynamique est tangent à e .

On déduit facilement de ce lemme les conséquences suivantes :

PROPOSITION 4.3.- Soli r c]R2 une courbe de de degJLé n ; 

1) La restriction d’ un polynôme Q(X,Y) de degné m à r possède au 

m(n+m) racines isolées (en en faisant m=1 et n= 2, on retrouve

que dea sont convexes).

2) La restriction d’ un polynôme Q de degré m à r n’ a paa de

(n + m - 1) (2n + m - 1) critiques isolés.
3) r a au n2 composantes compactes et n+ 1 composantes non compactes

(remarquons que si r est algébrique de degré n+ 1 , au + 1

et que cette banne eô.t atteinte: "théorème de 

4) r a au plus (3n - 1) (4n - 1) points d’inflexion.
5) Si r’ ut une counbe de de degné m, r et r’ ont au plu6

(m + n) (m + 2n) + n + 1 points d’ inters ection isolés.

§ 5. Variétés et fonctions de Pfaff ([K3])

Nous allons maintenant construire une classe de variétés analytiques (qui va

généraliser les courbes de Pfaff) ayant des propriétés de finitude analogues à

celles des variétés algébriques.
Je me bornerai ici au cas de sous-variétés de la théorie ne me semble pas

encore parfaitement au point, et la définition n’est sûrement pas la plus géné-
rale (ni peut-être la meilleure) possible.

DÉFINITION 5.1.- Soient M une variété lisse, dim 2, a une 1- forme
sur M ; une sous-variété V c: M de codimension 1 ut d,t.te de

l’équation de Pfaff a = 0 si :

1) al V = 0 .

2) a ut non singulière en tout point de V.
3) V peut onlentée camme le bond d’ une région U de M , 1 de façon à ce



que. a des valeurs ~ 0 sur tout sortant de U .

Si 03B11,...,03B1k est une. de 1-formes sur M , une sous-variété
r c: M de codimension k est une solution séparante du de 

0.1 = ... 
= 0, une suite de 

dans laquelle chaque ri est une solution séparante de 03B1i| 0393i-1 = 0 .

DÉFINITION 5.2.- a) Une sous-variété analytique V ~ IRn de codimension k eôt

sous-variété de Pfaff sinple (SVPS) s’il existe un nombre fini d’ ouverts

semi-algébriques Ui recouvrant IRn , et pour chaque i une solution séparante

xi c oi d’un système de Pfaff ai1 i =... = aik 
= 0 formé de 1-formes polyno-

que pour tout i , V ~ Ui soit auveh,t et fermé dans i .
b) Une sous-variété analytique V c IRn est dite sous-variété de Pfaff (SVP)

existe une SVPS, W c IRm , un morphisme rationnel cp au voisinage
de W : IRm ~ 1Rn , que cp(W) = V et que 03C6|W soit un isomorphisme analy-

c) Si V c IRn est une SVP, 1 f : V - IR est une fonction de Pfaff si f eôt

analytique réelle et si son gnaphe r(f) x IR est une SVP.

PROPOSITION 5.3.- 1) Le produit de deux SVP est une SVP.
2) Si V c IRn est une SVP, F c IRn un sous-ensemble algébrique tel que

W = V fl F alors W Ut une SVP. 
_

3) Si fi (1 _ i _ k) sont des fonctions de Pfaff sur une SVP, V c 1 et

si W =  fi 1 ( o ) une sous-variété de codimension k, c’ Ut une SVP. En
i=1

pan,t,t.cu.e,ten niveaux non critiques f = c d’une fonction de Pfaff sont des

exemples de sVP.

4) Si V une SVP, et f une fonction de sur V , l’ouvert

U = {x E V 1 f (x) > 0~ P~~ une SVP.

5) des fonctions de sur une svP forme ûn anneau.
Les démonstrations sont faciles à partir des définitions.

Donnons maintenant des exemples de fonctions de Pfaff :

ProPOSITION 5.4.- Soient I un intervalle de F(t,y) une fonction de Pfaff
sur I x IR , y une de y’ = F (t,y) ; alors

y est une fonction de Pfaff sur I .

Le graphe r de la fonction y est une solution séparante de

l’équation de Pfaff a = dy - F(t,y)dt = 0 .

Par hypothèse le graphe W de la fonction F, défini dans IR3 par U = F(t,y)
est une SVP, et r est la projection d’une solution séparante de la forme de
Pfaff algébrique dy - Udt sur W : r est donc une SVP (5.2, b)) de et

y est une fonction de Pfaff.

On en déduit que les fonctions élémentaires sont des fonctions de Pfaff ; en par-



ticuliér et et Arctg t (sur R ) , Log t et ta (a E R.,. , sur 1~ ) ~ Arc sin t

et Arc cos t (sur ]-1~+1[ [ ) , sin t et cos t (sur ] 0, 2 [ ) > sont des fonctions

de Pfaff. (En revanche sin t et cos t ne sont pas de Pfaff sur car elles

ont une infinité de zéros 1 )

Comme la composée de deux fonctions de Pfaff est une fonction de Pfaff, on

voit que toute fonction analytique s’écrivant avec des fonctions "élémentaires"

est une fonction de Pfaff (si l’expression comporte des sin et cos, il faut

une restriction sur l’intervalle de définition).

Passons maintenant aux théorèmes de finitude : on peut attacher à chaque SVP

sa complexité qui est la suite finie des degrés de tous les polynômes

ayant servi à définir V (cette notion n’est pas très au point, et peut certaine-

ment être raffinée en remplaçant par exemple le degré par la complexité additive

du § 3).

PROPOSITION 5.5.- La .6omme. ded nombres de en particulier le nombre de

composantes connexes) d’ une sVP de Rn et. explicitement bornée en fonc-
tion de la complexité ; en particulier si f une fonction de Pfaff sur une

SVP, 1 le nombre de composantes connexeô deb variétés de niveau f-1 (c) 

formément borné.

L’analogue du lemme de Rolle est ici :

Lemme 5 . 6.- Soient V une SVP de codimension 1 , 1 f : Rr’ ~ Rn-1 une appli-
cation polynomiale ; alors le nombre de solutions non dégénérées de l’équation

f IV = x uniformément borné ( en fonction de la complexité de V et du degné
de f ).
On déduit facilement de ce lemme un énoncé analogue pour V de oodim k et le

COROLLAIRE 5.7.- Sur une SVP de dimension k, solutions communes ( non dégéné-
k équations de fi = ... 

= 0 en nombne explicite-
ment bonné en fonction du 
(Le corollaire 5. 7 généralise donc le théorème 2 .1 ) .

Démontrons maintenant la proposition 5.5 : on peut supposer que V est une SVPS.

Il suffit alors de majorer le nombre de points critiques d’une fonction de Morse
sur V ; soient a~ , ... ,ak des formes polynomiales sur ]R~ dant V est une so-

n
lution séparante ; si l’on pose cpa = iE~ (Xi - ai) 2 , les points critiques de cp tv
sont donnés par l’annulation (sur V) des ooefficients de la forme 

... : il suffit alors d’appliquer la proposition 5.3, 2) et le 00-
rollaire 5.7.

Pour la fin de on peut se reporter à [R].



§ 6. Cas analytique

On peut faire la même construction qu’au § 4, en partant d’une sous-variété ana-
lytique V de ]Rn , sous-analytique (ou semi-analytique) et relativement compacte
(à la place de et en considérant l’anneau A des fonctions analytiques sur
V "méromorphes" sur V (i.e. les fonctions f analytiques sur V telles qu’en
chaque point x E V ~ V , il existe un ouvert U 3 x et deux fonctions g et h

analytiques sur U telles f ) au lieu des polynômes (c’est d’ailleurs
le point de vue de [Ks]) . On a alors une notion de solution séparante d’une équa-
tion de Pfaff a = 0 ( a étant une 1-forme à coefficients dans A ) et une no-
tion de sous-variété de Pfaff de V .

Les théorèmes de finitude sont encore valables dans ce cas (mais il n’y a plus
de notion de complexité) : on a en particulier une majoration uniforme pour la
somme des nonbres de Betti des variétés de niveau des fonctions de Pfaff en ce

nouveau sens.

Les démonstrations sont les mêmes que celles du cas algébrique, par récurrence
sur la codimension k de la sous-variété de Pfaff, le cas k = 0 (qui vient du
théorème de Bezout dans le cas algébrique) résultant ici d’un théorème de Gabrielov :

PROPOSITION 6.1 ([G]).- Sod X x jpk un sous-analytique relati-
uemeiR compact, 03C0 : IRn x lilk ~ IRk la projection canonique ; alors le nombre de

composantes connexes de 03C0-1(03BE) ~ x uniformément boftné (poun 03BE ~ IRk ).
Khovansky applique ces notions aux "fonctions abéliennes" et retrouve ainsi des

résultats récents de Varchenko ([V]) en montrant que les "fonctions abéliennes"
(définies sur un ouvert semi-algébrique d’une variété algébrique complexe et à va-
leurs dans sont des cas particuliers d’applications de Pfaff (à valeurs dans

~Zn ) .

La remarque est la suivante : les fonctions abéliennes se décrivent localement à

l’aide d’expressions de la forme ZaLog(Z)nU(Z) (a n E 3N, U analytique)
(solutions de systèmes différentiels à points singuliers réguliers) dont les par-
ties réelles et imaginaires sont des fonctions de Pfaff (ce ne serait pas le cas

si a. n’était pas réel).

§ 7. Quasi-polynômes complexes ( [K4 ] )

Il s’agit de résultats qui précisent la répartition des arguments des solutions
de systèmes algébriques (complexes) comportant peu de termes ; ces résultats géné-
ralisent ceux du § 2.

Considérons un système d’équations :



où chaque fi est un "quasi-polynôme" de la forme f avec

ha a z E n , a, z> = 03A3 aizi , et où A est un sous-ensemble

fini de IRn dont l’enveloppe convexe 0394 s’appelle le de Newton de f .

On obtient en particulier un tel système en partant d’un système de n équations
algébriques gi(X) - 0 et en faisant le changement de variables Xi = (les

Ai sont alors des sous-ensembles de 

Si A~ est le polyèdre de Newton de f , nous dirons qu’un choix de faces ri
de ~i est bon s’il existe une forme linéaire non nulle sur Rn dont la borne

supérieure sur A~ est atteinte sur ri ; on peut alors considérer le système ré-
duit : fr’ _ ... = et on dit que (f) est générique dans l’ouvert Rn x iG
( G ouvert de si :

a) Toutes les racines du système dans cet ouvert sont non dégénérées (et donc

isolées).

b) Pour tout bon choix (rl) de faces des A. , le système réduit associé est
sans solution dans Rn x iG .

Notons A l’ensemble des a ~IRn déterminé par les inégalités :

cp parcourant la réunion des Ai et le nombre minimum de translatés de

A nécessaires pour revouvrir ôG .

On a alors le théorème suivant :

THÉORÈME 7.1.- Désignons par N ( f,G) le nombre de racines non dégénérées du sys-
tème (f) dans l’ouvert IRn x iG ; il existe une fonction cp(k,n) (explicitement
donnée dans [K4]) telle que u,i,t :

Dans cette formule, k est le nombre total de termes dans (f), V(G) le volume

de l’ouvert G (supposé fini) et le volume mixte de Minkowski des

convexes A..

Le même énoncé (avec la même démonstration) est valable si (f) est un système
d’équations algébriques, ]Rn x iG étant remplacé par un cône de ~n s’appuyant
sur un ouvert G de tore Tn.

Voici quelques conséquences qui se déduisent facilement du théorème :
a) Dans le cas algébrique, si l’on fait G = Tn , on a ôG et l’on trouve

N(f,G) = c’est un résultat dû à Berstein ([B]).
b) Toujours dans le cas algébrique, on retrouve le théorème 2.1 en faisant ten-

dre G vers le point 0 E Tn (on a alors 1 ).
c) Pour un système (f) donné, appelons R le plus grand rayon des sphères

exinscrites aux A~ , et n le plus petit des rayons des sphères inscrites ;
alors si l’on considère une suite de systèmes non dégénérés dans ]Rn x iG telle

que le nombre de termes k soit borné et que R tende vers l’infini avec ~
r



borné ("on fait grossir les polyèdres de Newton sans les aplatir"), alors

(c’est une généralisation du fait que pour l’équation Xn = 1 , les racines

"s’équirépartissent" sur l’ensemble S 1 lorsque n ~ + oo ) .

du théorème 7.1.- L’ensemble des systèmes de spectres A1,... ,An
fixés s’identifie à un sous-ensemble du produit d’espaces projectifs
S = x ... x L’ensemble des systèmes génériques dans x iG est un

ouvert dense de S, et on a :

PROPOSITION 7.2.- L2 existe dans S une mesure dx que

N(f,G)du = n! (203C0)n V(03941,...,0394n)V(G) (l’intégration poJLte sur les systèmes généri-ques).
Elle suit la démonstration donnée par Atiyah ] du théorè.me de

Bernstein.

Considérons l’action de ~n sur S :

où z E ~n et [~] représente les coordonnées homogènes sur S (dans le cas

algébrique, i.e. lorsque les sont entiers, l’action cp se factorise par une

action du tore ’I~ ). °
Soit y E S le point dont toutes les coordonnées homogènes valent 1 : le nombre

N(f,g) est égal au nombre de points d’intersection de l’orbite de y ,

Y = iG,[y]) avec la sous-variété linéaire H de S de codimension n et

d’équations :

(avec une notation évidente 1 ).

Soient Tf. : S --~ la projection canonique, wi la forne symplectique cano-

nique sur ( ~,~ , ... , ~,~ une suite d’entiers positifs et c~~ 
= 2 

avec i = n*(o).) . L’action cp se fait facteur par facteur et donne naissance à

des "applications des moments"

montre que l’image de l’orbite Yi de est l’intérieur du

convexe A. , et que est une fibration de fibre G .

Si l’on pose = 

fi ~ ~ i et ~’~, _ ~ S --~ ~ , est aussi une

fibration de fibre G , et on en déduit par Fubini que

Or Im ~,~ est le convexe L , et les deux membres de (1) sont des polynômes



de degré n en (~,~,...,J~) (cela est évident pour c~~ , et redonne une démons-
tration pour le membre de droite).

En considérant les termes en h~...h~ , on obtient :

(par définition du volume mixte) en nonnalisant = 

Or la formule de Crofton nous dit que A ... A Cn est la moyenne du nombre

de points d’intersection de Y avec une variété linéaire générique H duale de

la classe de cohomologie représentée par Qi A ... A Cn , ce qui achève de montrer
7.2.

Montrons maintenant le théorème : d’après 7.2, il existe dans S un système b

générique tel que N(b,G)  V(Ai,...,An)V(G) ; considérons un autre système
générique a et évaluons la différence IN (a,G) - N (b,G) 1 : on considère pour cela
le système at 

= ( 1- t) a + tb (0 ~ t ~ 1) que l’on peut supposer générique :
d’après le théorème des fonctions implicites, les solutions de at sont analyti-
ques en t .

Si yt est la courbe des parties imaginaires des solutions de a ,
1 est majoré par le nombre de points d’intersection de la courbe

y avec ôG ; mais si on regarde les équations (réelles) définissant yt , ce
nombre est majoré dans l’ouvert à l’aide de la proposition suivante :

PROPOSITION 7.3 ( [K5] ) .- Soit P1 = ... 
= Pn = 0 un de n équations en

n x = (x1,...,xn), où Pi eôt un polynôme de degré mi en

n + k + 2 p variables réelles x, y, u, V , avec.

Alors le nombre de solutions non dégénérées de ce dans l’ouvert

Elle se fait par récurrence sur p, le cas p = 0 étant le théo-
rème 2.1.

La démonstration suit ensuite le schéma de celle de 2.1, consistant à "tuer" les
sin et cos par un changement de variables adéquat.
Ceci achève la démonstration de 7.1.
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