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Séminaire BOURBAKI
37e année, 1984-85, n° 637 Noverbre 1984

COMPLEXITE ET GEOMETRIE REELLE
[d'aprés A. Khovansky]
par Jean-Jacques RISLER

§ 1. Introduction

A.G. Khovansky a fait une série de travaux sur le théme suivant : "une sous-
variété analytique réelle de R? ayant des équations simples a une topologie
simple".

Dans le cas algébrique, un polyndme sera "simple" si par exemple il peut
s'écrire avec peu de termes, ou si sa camplexité additive est petite (cf. § 2 et
§ 3) et dans le cas analytique le mot simple sera précisé au § 5 (les fonctions
€lémentaires telles que e , Arctg x , < , etc... sont "simples") ; pour les
fonctions simples définies sur des sous-variétés simples, on aura en particulier
un analogue du théoré&me de Bezout.

A part le théoréme de Bezout habituel, les résultats connus sur les bornes de
la topologie des variétés algébriques réelles sont les résultats de ThomMilnor
qui bornent les nombres de Betti en fonction du degré des équations (le résultat
est grosso-modo celui-ci : la somme des nonbres de Betti d'une variété algébrique
réelle projective est plus petite que celle de sa camplexifiée) .

L'intérét des résultats de Khovansky est d'une part qu'il borne la topologie
d'une variété algébrique indépendamment du camplexifié, et d'autre part qu'il
construit une classe trds large de variétés analytiques qui se camportent de ce
point de vue comme des variétés algébriques (classe dans laquelle entrent les
cycles limites des champs de vecteurs polyndmiaux : § 4).

Signalons le lemme suivant, dont la démonstration contient la quintessence des
idées développées plus loin :

Lemme 1.1 ("Lemme de Descartes").— Soit P(X) = ap+atX +...+anX® un polyndme
a coefficients néels ; alons Le nombre de nacines >0 de P est Aingernieur ou
egal au nombre de changements de signes dans La suite (ao,@1,4-+5an) .
Démonstration.— Elémentaire, par récurrence sur n , en utilisant le lemme de
Rolle.

COROLLAIRE 1.2.— S{ P €R[X] &'Gcrnit avec k mondmes non nuls, P a au plus
k=1 nacines > 0 (et done au plus 2k-1 nacines).

En effet, dans une suite de k &léments, il Yy a au plus k-1 changements de
signes.

S.M.F.
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J.-J. RISLER

Le § 7 traite des équations complexes simples, et généralise le fait suivant :
"les racines complexes de 1'équation XN= 1 (qui a peu de monfmes !) s'équirépar-
tissent en fonction des arguments lorsque N - +w",

Je remercie J.-M. Kantor qui m'a traduit les derniers papiers de Khovansky, et
A. Marin pour ses explications sur le § 7.

§ 2. Un analogue réel du théoréme de Bezout

<aj ;x>
’

THEOREME 2.1 ([K+]) .— Posons X= KireeosXn) Y= (Yapeen)¥) , Yy =e
avec aj €ERD et <aj,x> = 1§1 JXJ Considerons n polynomes Fy € RIX,Y] de
degnes my (1 <1i<n); alors Le nombre de solutions non dégénéndes des dqua-
tions Fi=0 (L<isn) est fini et < (T_[ml)(l+2m o tkk=1))/2

COROLIAIRE 2.2.— Sodlent P, €R[X] (1<is<n) n polynomes réels & n varia-
bles. Alons s4i Le nombre /tota,e de mondmes entrant dans L'éerniturne des P, est k,
Le systeme d'équations P, =0 aau plus (l+n) kyk(k=1))/2 Aozwtcom non dé-
généntes dans Le quadrant (Ry)D .

Remarques.— 1) Pour un résultat analogue plus indépendant du systéme de coordon-
nées, cf. § 3.
2) lecas n =1 laisse penser que la borne (1+n) 2(k(k 1) /2 est trop

grande (wne borne polynomiale en k serait plus agréable ; toute conjecture est
bienvenue !).

Ta
Demonsiration du corollaire.~ Le changement de variables X, =e - permet d'ap-
pliquer le théoréme 2.1 (avec les Fi de degré 1).

Deémonsthation du théoreme 2.1.— Elle se fait par récurrence sur k , le cas k=0
étant le théoréme de Bezout classique.

Soit donc (1) F(X,Y) = 0 un syst@me avec k exponentielles Y= (YqpeeesYy) o
On considére 1'application F (X,Y(X) : R xR - R! ol l'on a remplacé dans F
Yk(x) par t'Yk(x) .

En utilisant Sard, on peut supposer que 1'équation Ft(X,Y(X)) = 0 définit une
courbe lisse I' cRP*1 transverse au plan t=1 (le recours a Sard explique que
1'on a un résultat seulement pour les solutions non dégénérées) .

I1 faut maintenant borner le nombre de points d'intersection de I' avec
{t=1}

Lemme 2.3.— Ce nombre est < a+B , ol :

- a est Le nombre de composantes non compactes de T ;

- B est Le nombre de points ol La tangente & T est "honizontale".

La preuve de ce lemme est immédiate (c'est une version du lemme de Rolle).

On voit donc que B est inférieur ou égal au nambre de solutions de
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(637) COMPLEXITE ET GEOMETRIE REELLE

{ Ft(X,Y(X)) =0

e FECEXO))

Mais dans (2) ljexponentielle Yk apparait toujours sous la forme tYk (ca.r‘
(3tY, (X)) /3%, = a]ttYk ) i le changement de variables tY, (X) = U permet alors
de "tuer" 1l'exponentielle Yk et d'appliquer 1'hypothése de récurrence (aprés
une autre utilisation de Sard pour pouvoir supposer que les solutions de (2) sont
non dégénérées) .

Pour borner a il suffit de remarquer qu'il existe un hyperplan (affine) ren-
contrant I' en p points si I' a p ocamposantes non compactes et donc que
a est inférieur ou égal au nombre de solutions de

F (X,¥(X),0) =0
3 { n

(2)

boU + i£1 biX; = ¢
(avec Y = (Yq,00e,¥p—4) ).

Un calcul soigneux donne alors la borne du théoréme 2.1.

Remarque.— On utilise de manidre essentielle que 1'exponentielle satisfait i
1'équation différentielle Y' =Y ; 1'idée du § 5 est de généraliser ce résultat
d des fonctions vérifiant des équations différentielles algébriques plus campli-

=

quées.

§ 3. Complexité additive et zéros des polyndmes réels ([R])

Si k est un entier > 0 , notons R(k) 1l'ensemble des polynSmes P € R[X]
de camplexité additive < k , i.e. qui peuvent étre &valués (3 partir des cons-
tantes et de la variable X ) avec k additions-soustractions (les multiplica-
tions et divisions n'étant pas camptabilisées).

Autrement dit, un polyndme P est dans R(k) s'il existe un "programme" pour
1'évaluer :

SQ =X
1
S1 = C150°" " + d4S50r"
k=1 k=1 ]
(1) T i,k ok
= st +a TT s.2r
Sk cki:o i dki:o i
k
0 k+1
Py = Ogyq TT 5’
i=o
1] = P .
avec mi,j v mi,j €z, G v di €R et P(X) étant évalué 3 partir de P,

par élimination successive des Si (0<ic<k).

La méme définition est valable pour les polyndmes & n variables (&valués a
partir des constantes et des variables XepeoosXdn ).

Contrairement au nombre de mondmes, la notion de complexité est presque inva-
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riante par changements linéaires de coordonnées (qui introduisent peu de signes
+ supplémentaires) .

En appliquant 2.2 au systéme (1) qui a peu de mondmes (on considére les Si
camre des inconnues), on obtient facilement :

PROPOSITION 3.1.— Désdignons par p(k) <Le sup du nombre de racines disiinctes des
P €R(k) ; AL existe une constante c > 0 +telle que p(k) < &,

Remarques .— a) Ceci est une amélioration d'un résultat de Borodin—Cock ([B-C]).
b) On peut raisonnablement conjecturer que p(k) = 3k , borne atteinte pour les
polyntmes de Tchebytchef (tels que T,(cos t) = cos nt ).

Dans le cas de plusieurs variables, on a :

PROPOSITION 3.2.— 1£ exdste une fonction WYk,mn) :Nx N - N telle que pour
tout P de R(k) (P €R[Xq,...,%n]) , Le nombre de composantes connexes de

P '(0) s0it < Wik,n) .

Démonstration.— Elle se fait par récurrence sur n , le cas n=1 é&tant 3.1.
Soit C_(P) le nombre de composantes campactes de P~(0) et C,(P) le nombre
de camposantes non campactes.

On montre qu'il existe un hyperplan affine H qui rencontre au moins Cn(P) /2
camposantes non compactes : on peut appliquer 1'hypothé&se de récurrence & PIH
pour borner Cn(P) . On remarque ensuite que Cc(P) est majoré par la moitié du
nonbre de points critiques de la fonction Xn sur P~'(0) (on peut supposer,
aprés changement linéaire de coordonnées, que P~ '(0) est lisse et que XnIP"1(0)
est une fonction de Morse). On doit donc majorer le nombre de solutions du systé-
me : { gP78§i=0 (1<i<n-1) ' O® écrit alors un systéme d'équations (analogue a
(1)) servant a évaluer P et les aP/axi , on compte le nonbre de mondmes, et on
lui applique le corollaire 2.2.

§ 4. Cycles limites dans le plan (ou courbes de Pfaff) ([Kzl)

Les courbes de Pfaff sont un cas particulier des sous-variétés de Pfaff (§ 5).

La technique utilisée est toujours une variation sur le lemme de Rolle.

DEFINITION 4.1.— Considérons un champ de vecteurs polynomial dans Le plan :
X1 = F1(X,Y)
(1) { .
Xz = Fa(X,Y)
avec Fi(X,Y) € R[X,Y] de degné <n .
Une cowtbe T Lisse onientée est une solution sparante de (1) (on dit alors
que T est une "courbe de Phagg de degné n") AL :
a) T se compose d'une ou plusiewrs thajectoines (onientées) du systeme.
b) T ne passe pas par Les points singulliens du systéme.
c) T est Le bord ornienté d'une région du plan.

92



(637) COMPLEXITE ET GEOMETRIE REELLE

Remarques .— 1) Les camposantes connexes d'une courbe de Pfaff sont soit des cycles,
soit des trajectoires non compactes allant vers l'infini quand t - te ; la con-
dition c) élimine les trajectoires qui spirallent autour d'un cycle limite.

2) Si P(X,Y) est un polyndme de degré n+1 , une ligne de niveau non critique
P(X,Y) = a , orientée camme bord de la région. P(X,Y) > a , est une courbe de
Pfaff de degré n (considérer le systéme : {§ = _Bgl/,%x ). Les courbes de Pfaff
généralisent donc les courbes algébriques.

La remarque (analogue d celle du § 2) qui va étre utilisée est la suivante :

Lemme 4.2.— Soit T une solution séparante d'un systeme dynamique du plan ; &4
C est une cowrbe de classe @' Lisse et connexe, entre deux points d'intensec-
tion de C avee T, i y a un point od Le systeme dynamique est tangent a C .

On déduit facilement de ce lemme les conséquences suivantes :

PROPOSITION 4.3.— Soit TI' cR2 une cowtbe de Pfagd de degné n ; alors :

1) La restrniction d'un polynome Q(X,¥Y) de degheé m a I' possede au plus
m(n+m) racines Lsolées (en particuliern, en falsant m=1 et n=2 , on retrouve
que Les cycles Limites des systemes quadratiques sont convexes).

2) La restrniction d'un polynome Q de deghé m a I' n'a pas plus de
(n+m-1) (2n+m=-1) points critiques Ls0Les.

3) T aau plus n2 composantes compactes et n+1 composantes non compactes
(remarquons que 84 T est algébrique de degné n+1 , elle a au plus &nz':l—) +1
composantes, et que cette borne est atteinte : "théoreme de Harnack").

4) T a au plus (3n-1)(4n-1) points d'inflexion.

5) S{ TI' est une courbe de Pfaff de degné m , T' et I'" ont au plus
(m+n) (m+2n) +n+1 points d'intersection Ls088s.

§ 5. Variétés et fonctions de Pfaff ([Kal)

Nous allons maintenant construire une classe de variétés analytiques (qui va
généraliser les courbes de Pfaff) ayant des propriétés de finitude analogues a
celles des variétés algébriques.

Je me bornerai ici au cas de sous-variétés de R ; la théorie ne me semble pas
encore parfaitement au point, et la définition n'est slirement pas la plus géné-
rale (ni peut-étre la meilleure) possible.

DEFINITION 5.1.— Soient M une variéts Lisse, dimM=22, a une 1-4orme
Aun M ; une sous-varndieté VoM de codimension 1 est dite solution Separante de
L'equation de Pfagd a=0 &4 :

1) alv=0.

2) a est non singuliene en tout point de V .

3) V peut étrne onientée comme Le bord d'une négion U de M, de fagon a ce
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que a prenne des valewrs = 0 sun tout vecteur sontant de U .
SL Qqp...,0  est une famille (ordonnZe) de 1-fommes sur M, une Sous-varidts
F'cM de codimension k est une sofution séparante du systeme de Phags
Q= ... =0 =0, 4" existe une suite de sous-variétds :
M=To> ...y =T
dans Laquelle chaque Tj est une sofution séparante de ay|Tj_, = 0 .

DEFINITION 5.2.— a) Une sous-variété analytique V <R de codimension k est
dite sous-variété de Pfaff simple (SVPS) 4'{ifL existe un nombre §ini d'ouverts
semi-algébriques U; recouvnant R", et pour chaque i une solution séparante
X; < U, d'un systeme de Pfagh O, = eee =y = 0 f4onme de 1-f§ormes polyno-
miales, tels que powr tout i, VN U; 40it ouvert et ferme dans X .

b) Une sous-variéte analytique V <R} est dite sous-variété de Pfaff (SVP)
4'4L existe une SVPS, WM, un morphisme rationnel ¢ défini au voisinage
de W : RU" > R, tel que @W) =V et que ©IW s0it un isomorphisme analy-
tque.

c) S{ VcR® est une SVP, f : V>R est une fonction de Pfagf 44 £ est
analytique néelle et 84 son ghaphe T(f) cRM xR est une SVP.

PROPOSITION 5.3.— 1) Le produit de deux SVP est une SVP.

2) S& VcR? est une SVP, F <R un sous-ensemble algébrique tel que
W=VNF s0it Lisse, alons W est une SVP.

3) S¢ f5 (1<is<k) sontdes fonctions de Pfagf sun une SV, VR , ot
54 W= 50, £77(0)  est une sous-variété de codimension k , c'est une SVP. En
particulien Les niveaux non critiques £ =c d'une fonction de Phagg sont des
exemples de SVP.

4) Si V<R est une SVP, et f une fonction de Pfagd sur V , £'ouvert
U= {xeV | f(x) >0} est une SVP.

5) L'ensemble des fonctions de Pfagd sur une SVP forme un anneau.

Les démonstrations sont faciles & partir des définitions.

Donnons maintenant des exemples de fonctions de Pfaff :

PROPOSITION 5.4.— Sodient I un intervalle de R, F(t,y) une fonction de Pfagf
sur I x R, y une solution de L'Bquation difgérentielle y' = F(t,y) ; alons
y est une gonction de Pfagdf sun I .

Démonstration.— Le graphe TI' de la fonction y est une solution séparante de
1'équation de Pfaff a =dy - F(t,y)dt =0 .

Par hypothése le graphe W de la fonction F , défini dans R3® par U = F(t,y)
est une SVP, et ' est la projection d'une solution séparante de la forme de
Pfaff algébrique dy - Udt sur W : I' est donc une SVP (5.2, b)) de R?® et
y est une fonction de Pfaff.

On en déduit que les fonctions élémentaires sont des fonctions de Pfaff ; en par-
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ticulier et et Arctg t (sur R), Logt et 2 (o € Ry ,sur Ry ), Arc sin t
et Arccost (sur J]-1,+1[ ), sint et cos t (sur ]0,—T2£[ ) sont des fonctions
de Pfaff. (En revanche sin t et cos t ne sont pas de Pfaff sur R, car elles
ont une infinité de zéros !)

Comme la composée de deux fonctions de Pfaff est une fonction de Pfaff, on
voit que toute fonction analytique s'écrivant avec des fonctions "é€lémentaires"
est une fonction de Pfaff (si l'expression comporte des sin et cos , il faut
une restriction sur 1'intervalle de définition).

Passons maintenant aux théoré&mes de finitude : on peut attacher & chaque SVP
VcR! sa complexité qui est la suite finie des degrés de tous les polyndmes
ayant servi 3 définir V (cette notion n'est pas trés au point, et peut certaine-
ment &tre raffinée en remplagant par exemple le degré par la complexité additive
du § 3).

PROPOSITION 5.5.— La somme des nombres de Betti (et en particulier Le nombre de
composantes comnexes) d'une SVP de RR est finie et explicitement bornie en fonc-
tion de La complexité ; en particulien s4 £ est une fonction de Pfagd sur une
SVP, Le nombre de composantes connexes des variétés de niveau £ '(c)  est uni-
formément borné.

Demonstrhation.— L'analogue du lemme de Rolle est ici :

Lemme 5.6.— Soient V <R une SVP de codimension 1, f :R*—ER*" une appl',c'-
cation polynomiale ; alons Le nombre de soflutions non dégénérées de L'équation
fIV = x est uniformément borné (en fonction de La complexité de V et du degné
de £ ).

On déduit facilement de ce lemme un énoncé analogue pour V de codim k et le

COROLIAIRE 5.7.- Sur une SVP de dimension k , Les sofutions communes (non dégéne-
nees) a k Zquations de Phaff fq= ... = £ =0 sont en nombre gini, explicite-
ment borné en fonction des complexités.

(Le corollaire 5.7 généralise donc le théoréme 2.1).

Démontrons maintenant la proposition 5.5 : on peut supposer que V est une SVPS.
Il suffit alors de majorer le nombre de points critiques d'une fonction de Morse
sur V ; soient Qq,+..,0 des formes golynaniales sur R dont V est une so-
lution ségjarante ; si 1'on pose @, = i>=:1 (Xi-ai)2 » les points critiques de waIV
sont donnés par 1l'annulation (sur V) des coefficients de la forme
dma/\do.1 A...Adoy @ il suffit alors d'appliquer la proposition 5.3, 2) et le co-
rollaire 5.7.

Pour la fin de 1l'argument, on peut se reporter i [R].
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§ 6. Cas analytique

On peut faire la méme construction qu'au § 4, en partant d'une sous-variété ana—
lytique V de R, sous-analytique (ou semi-analytique) et relativement compacte
(3@ la place de R ), et en considérant 1'anneau A des fonctions analytiques sur
V "méromorphes" sur V (i.e. les fonctions f analytiques sur V telles qu'en
chaque point x € VNV , il existe un ouvert U 3 x et deux fonctions g et h
analytiques sur U telles que %IV = f ) au lieu des polyndmes (c'est d'ailleurs
le point de vue de [K3]). On a alors une notion de solution séparante d'une équa-
tion de Pfaff a =0 (o é&tant une 1-forme & coefficients dans A ) et une no-
tion de sous-variété de Pfaff de V .

Les théorémes de finitude sont encore valables dans ce cas (mais il n'y a plus
de notion de complexité) : on a en particulier une majoration uniforme pour la
somme des nombres de Betti des variétés de niveau des fonctions de Pfaff en ce
nouveau sens.

Les démonstrations sont les mémes que celles du cas algébrique, par récurrence
sur la codimension k de la sous-variété de Pfaff, le cas k = 0 (qui vient du
théoréme de Bezout dans le cas algébrique) résultant ici d'un théoréme de Gabrielov :

PROPOSITION 6.1 ([G]).— Soit X cR® x R un sous-ensemble sous-analytique relati-
vement compact, T : R x RK —RK fa projection canonique ; alons Le nombre de
composantes connexes de w'(E) N X est uniformément boané (pour E €RK ).

Khovansky applique ces notions aux "fonctions abéliennes" et retrouve ainsi des
résultats récents de Varchenko ([V]) en montrant que les "fonctions abéliennes"
(définies sur un ouvert semi-algébrique d'une variété algébrique complexe et a va-
leurs dans (€1 ) sont des cas particuliers d'applications de Pfaff (& valeurs dans
R2n ) .

La remarque est la suivante : les fonctions abéliennes se décrivent localement i
1'aide d'expressions de la forme ZaLog(Z)nU(Z) (@ €@, n€ N, U analytique)
(solutions de systémes différentiels & points singuliers réguliers) dont les par-
ties réelles et imaginaires sont des fonctions de Pfaff (ce ne serait pas le cas
si o n'était pas réel).

§ 7. Quasi-polyndmes complexes ([Ks])

Il s'agit de résultats qui précisent la répartition des arguments des solutions
de systémes algébriques (complexes) comportant peu de termes ; ces résultats géné-
ralisent ceux du § 2.

Considérons un systéme d'équations :

f1=0
(£) {I

fn

]
o
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ol chaque f; est un "quasi-polyndme" ge la forme f = aEA A_exp<a,z> avec
ALETC, a€R, ze@m, <a,z>=i_g_21 a;z; , et o) A est un sous-ensenble
fini de IR? dont 1l'enveloppe convexe A s'appelle le poly2die de Newton de £ .

On obtient en particulier un tel systéme en partant d'un systé&me de n &quations
algébriques gi(X) = 0 et en faisant le changerent de variables Xi = ezi (les
Ai sont alors des sous-ensenbles de Zn ).

Si Ay est le polyédre de Newton de fi , nous dirons qu'un choix de faces l"i
de A; est bon s'il existe une forme linéaire non nulle sur R dont la borne
supérieure sur 4; est atteinte sur 1"i ; on peut alors considérer le systéme ré-
duit : fl:‘ =...= fE“ , et on dit que (f) est générique dans l'ouvert R? x iG
(G ouvert de R ) si :

a) Toutes les racines du systéme dans cet ouvert sont non dégénérées (et donc
isolées).

b) Pour tout bon choix (r‘i) de faces des Ai , le systéme réduit associé est
sans solution dans R x iG .

Notons A cRR® 1'ensenble des o € R? déterminé par les inégalités :

{l<a,0o| <33,
¢ parcourant la réunion des Ai , et m(8G,A) le nonbre minimm de translatés de
A nécessaires pour revouvrir &G .
On a alors le théoréme suivant :

THEOREME 7.1.— Désignons pan N(£,G) Le nombre de racines non dégénérdes du sys-
teme (£) dans £'ouvert RO x iG ; L existe une fonction o(k,n) (explicitement
donnée dans [Kyl) telle que £'on ait :

IN(£,G) - Tz%cl)_n V(Aqyeneb)V(G) | < 0(k,n)TL(6G,A) .

Dans cette fornmule, k est le nonbre total de termes dans (f), V(G) 1le volume
de l'ouvert G (supposé fini) et V(A4,...,An) le volume mixte de Minkowski des
convexes Ai .

Le méme énoncé (avec la méme démonstration) est valable si (f) est un systéme
d'équations algébriques, R x iG &tant remplacé par un cne de @I s'appuyant
sur un ouvert G de tore TO .

Voici quelques conséquences qui se déduisent facilement du théordme :

a) Dans le cas algébrique, si 1l'on fait G=T' ,ona 6G6=# et 1l'on trouve
N(£,G) = n!V(A4,...,4n) : c'est un résultat di 3 Berstein ([B]).

b) Toujours dans le cas algébrique, on retrouve le théor&me 2.1 en faisant ten-
dre G vers le point 0 € T (on a alors m(&G,A) =1 ).

c) Pour un systéme (f) donné, appelons R le plus grand rayon des sphéres
exinscrites aux Ai + et n le plus petit des rayons des sphéres inscrites ;
alors si 1'on considére une suite de systémes non dégénérés dans RN x iG telle
que le nombre de termes k soit borné et que R tende vers 1'infini avec %
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borné ("on fait grossir les polyddres de Newton sans les aplatir"), alors
]
N(£,G) /gmym V(Agse - /B)V(G) — 1

(c'est une généralisation du fait que pour 1l'équation X0 = 1 , les racines
"s'équirépartissent" sur l'ensemble S' lorsque n — + o ).

Démonstration du théoneme 7.1.— L'ensemble des systimes de spectres Aq,...,0n
fixés s'identifie & un sous-ensemble du produit d'espaces projectifs

A
S = CI:PA1 X ... x CP' 7 . L'ensenble des systémes génériques dans RD x iG est un

ouvert dense de S , et on a :

PROPOSITION 7.2.— I£ existe dans S une mesure du Zelle que
N(£,G)dy = —(%ﬁ V(Ays.. ., A)V(G)  (£'intégnation ponte sun Les systimes gendni-
ques).

Démonstration.— Elle suit la démonstration donnée par Atiyah [A,] du théorime de
Bernstein.

Considérons l'action de @ sur S :
mxs-Hg
telle que
o<arz>

w(Z,[E]) = [ E] ’

oi z € @" et [E] représente les coordonnées homogenes sur S (dans le cas
algébrique, i.e. lorsque les ag_ sont entiers, l'action ¢ se factorise par une
action du tore ’I‘E ).

Soit y € S 1le point dont toutes les coordonnées homogénes valent 1 : le nombre
N(f,g) est égal au nombre de points d'intersection de l'orbite de vy ,

Y = (R x iG,[y]) avec la sous-variété lindaire H de S de codimension n et
d'équations :

[<Aa,§>] =0
(avec une notation évidente !).

Soient n, o S >t 1a projection canonique, W la forme symplectique cano-
nique sur o + (Aqse../An) une suite d'entiers positifs et ) = I Ay s
avec Gi = n’;(mi) . L'action ¢ se fait facteur par facteur et donne naissance a
des "applications des moments"
by ot (I:PAi — RN,
et Atiyah ([A,]) montre que 1l'image de 1l'orbite Y, de ni(y) est 1'intérieur du
convexe Ai , et que uiIYi est une fibration de fibre G .

Si 1'on pose Ei =WoM, et uy = z )\.iTli : 8 — R, ylY est aussi une
fibration de fibre G , et on en déduit par Fubini que

1 n _
(1) ~ IY(”K = Vol G x Vol(Imp,) .
Or Im By est le convexe X }”iAi , et les deux membres de (1) sont des polyndmes
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de degré n en (Aq,...,An) (cela est évident pour mr)i , et redonne une démons-
tration pour le membre de droite).
En considérant les termes en A,...A, , on obtient :

(2m)n
n!

J QiA...Afn =VOl G x V(Ay,...,An)
(par définition du volume :r{ﬁxte) en nommalisant @ : @ = 2nfy .

Or la formule de Crofton nous dit que J Q4A ... AQn est la moyenne du nombre
de points d'intersection de Y avec une vgriété linéaire générique H duale de
la classe de cohamologie représentée par 4 A...A ©n , ce qui achéve de montrer
7.2,

Montrons maintenant le théoréme : d'aprés 7.2, il existe dans S un systéme b
générique tel que N(b,G) < —(—;“—')ﬁ V(Ay;...,0n)V(G) ; considérons un autre systéme
générique a et évaluons la différence [N(a,G) -N(b,G)| : on considire pour cela
le systeme a, = (1-t)a+thb (0< t< 1) que l'on peut supposer générique :
d'apres le théoréme des fonctions implicites, les solutions de a, sont analyti-
ques en t .

Si yb est la courbe des parties imaginaires des solutions de a_ .
IN(a,G) -N(b,G) | est majoré par le nombre de points d'intersection de la courbe
yt avec 6G ; mais si on regarde les équations (réelles) définissant yt , ce

nombre est majoré dans 1l'ouvert wn(5G,A*¥) & 1l'aide de la proposition suivante :
PROPOSITION 7.3 ([Ks]).— Soit Py = ... =Pn =0 un systéme de n dJquations en
n variables néelles X = (Xq,...,Xpn) , 0il P, est un polynome de degné m, en
n +k + 2p variables néelles x ,y ,u, v, avec

{y= (Y1""'yk) ’ Yi=eXP<ai:X> ’

u= (Ug,e..up) ui=sin<bi,x> ’
V= (Viseee,Vp) v; = cos<b, x> .
Alons Le nombre de sofutions non dégénénées de ce systime dans £'ouvert
I<b,x>l<-2— (1<ic<p)
est infeni a T—rml(zmlmﬂ)mkzo*((mk) (P+k=1)) /2

Démonstrhation.— Elle se fait par récurrence sur p, lecas P = 0 étant le théo-
réme 2.1.

La démonstration suit ensuite le schéma de celle de 2.1, consistant & "tuer" les
sin et cos par un changement de variables adéquat.
Ceci achéve la démonstration de 7.1.
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