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Séminaire BOURBAKI
37e année, 1984-85, n°® 633 Novembre 1984

UNE APPROCHE PROBABILISTE DU THHOREME
DE L'INDICE (ATIYAH-SINGER)
[d'aprés J.-M. Bismut]

par Robert AZENCOTT

1. Glossaire : structure spin et opérateur de Dirac

1.1. Spineurs : Soit V un espace euclidien de dimension n=2k . Soit J€End(V) ,
antisymétrique, tel que J2=-I . Onaalors V=W®JIW avec dimW=k et V
est R-isamétrique au camplexifié W de W , muni du produit scalaire hermitien
évident.

L'algébre extérieure camplexe S = A(ﬁ) , de dimension Zk sur € , munie du
produit scalaire hermitien usuel s'écrit S=S*®S , ol S* (resp. S ) est
formé des éléments de degré pair (resp. impairs) ; l'espace hermitien S est
celui des spinewrs en dimension n .

1.2. L'algébre de Clifford : Pour V€V la mubltiplication de CLLffonrd - A, € End(S)
s'écrit A, =W‘v —/?f("*; , ol 'mv est la multiplication extérieure par v , et véri-

fie A‘zl = =|lvIl2I . Les A, , v € V engendrent une sous—algébre réelle Cln de
End(S) , l'algebre de CLifford. La sous-algébre Cl;‘1 de Cl, engendrée par les

. . . . " - .
produits d'ordre pair AV1AV2"'AV2r , r<k, laisse S* et S JAinvawuants.

1.3. Le groupe G = Spin(n) : C'est le groupe des g€Cll*f1 vérifiant g*g=gg*=1I ,
et gAVg‘1 = Ac(g) , pour tout v €V, avec o(g) € End(V) . On sait que o est
un hamamorphisme de G sur SO(n) de noyau réduit & deux éléments.

1.4. Structure spin : Soit M une varniété riemannienne, compacte, connexe, orien-
tée, de classe C~ et de dimension n = 2k . Soit N —> M le fibré des repéres
orthonormés orientés sur M . Supposons M munie d'une sthucture spin, c'est-3-

dire d'un fibré principal N M de groupe structurel G avec la factorisation
M=mno0 od 0:N-N vérifie o(ug) = o(@o(g) pour tout W €EN, gE€G.

Came G opére d gauche sur les espaces de spineurs S , St , ST , on définit
thois §4ibnes vectoniels heamitiens F , F+ , F~ par F = (NxS)/G etc... Chaque
U €N s'identifie 3 une isométrie de S sur la fibre F_ en x = m(u), telle

X
que ug.v =u.gv pour tout g €EG, Vv ES.Deplus u envoie St , S sur

F;, F;.Derréneles u € N sont des isométries de R sur TXM avec X =Tmu.

S.M.F,
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1.5. Un fibré auxiliaire : Soit E un $4{bré vectorniel hermitien quelconque sur
M, de dimension £ . Sur le fibré X des repéres unitaires de E , de groupe

structurel U({) , on choisit une connexion arbitraire A ; on munit le fibré pro-
duit N M X du produit de la connexion de Levi-Civita sur N par la connexion
A . On note V {L'opirateur de dérnivée covarlante sur le fibré F® E , et TI'(Z)
2'casemble des sections C. d'un fibré quelconque 2 .

1.6. Opérateur de Dirac § coefficients dans E : C'est 1l'opérateur différentiel
D, d'ordre 1, agissant sur les sections f de F ® E par

(1) DE(x) = 2 (A, ® IV, f(x) X €M
1<i<n Py Vi '
ol (Vi) est une base orthonormée (arbitraire) de TM et Ay € Ehd(FX) est la

multiplication de Clifford. L'opérateur D est autoadjoint sur TI'(F ® E) et envoie
I+ WE) dans I'(F- ®E) ,ainsi que T'(F ®E) dans I'(F+* ® E) . Soient D*, D~ les
restrictions de D & ces espaces. Il s'agit de calculer 1'indice

Ind(D*) = dimker D* - dimkerD~ .

2. Densité de 1'indice et noyau de la chaleur

2.1. Formule de 1l'indice : Les travaux de Atiyah-Singer, Atiyah-Bott-Patodi,
Gilkey, Getzler, et altri fournissent la formule Ind(D*) = JM Ux)dx ., avec identi-

fication précise de J(x) ; de plus la classe d'équivalence (en cohamologie de de
Rham) de la forme différentielle J(x)dx est {ndépendante du choix de la métrique
sur M et de la connexion sur X ; la classe de Y(x)dx se calcule i partir des
formes de Pontrjagin sur M et du caractére de Chern ch(E)

-(t/2)D2

2.2. Le semi-groupe e : Il agit sur I'(F ® E) par

(2) /2D J 0, (x, ) £(y)dy pour £f ET(FRE) , x €M
M

ol le noyau Qt(x,y) est une application linéaire de (F ® g)y dans (F ® g)x .
De plus Qt(x,x) laisse F;{ ® gx et F’;{ ® gx invariants ; pour tout

A € End(F ® §)X ayant la méme propriété notons A* , A~ les restrictions de A
3 ces sous-espaces et pP(A) = tr(A*) - tr(A7) . On a alors d'aprés [1]

Ind D* = J el (x,x) Jax

d'od la densité de 1'indice M
(3) Ix) = tl_i_lfbp[Qt(x,x)] .

- 2
2.3. L'approche de Bismut : Came e (t/2)D

chaleur, Bismut [7] estime Qt(x,y) grace & une version approchde P de la loi

est subordonné au semi-groupe de la

de la trajectoire brownienne x sur M conditionnée par {Xo = x , X, = v}

[ot]

et utilise un mouvement browndien auxifiainre Wt sur A2(RD) . Il obtient une ex-

pression probabiliste de '(x) & partir de W et d'un pont brownien W sur RI.
D'élégants calculs différentiels stochastiques permettent de découpler les varia-
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bles indépendantes W et W et d'identifier ainsi J(x)dx au terme de plus haut
degré dans le produit de deux formes obtenues séparément par les homamorphismes de
Chern-Weil de TM et E .

L'efficacité et la finesse du calcul sont remarquables, mais la méthode est un
peu alourdie par 1'estimation P dont la construction requiert un travail techni-
que considérable (Bismut [6]). Nous avons préféré remplacer 1'utilisation de P
par un simple développement de Taylor trajectoriel du brownien conditionné, dans
1'esprit de [3]. Ce point de vue s'applique aussi au calcul de Bismut [7] concer-
nant les formules de point fixe de Lefschetz (Atiyah-Singer [2]).

Signalons enfin une belle démonstration récente (Berline-Vergne [4]) des formu-
les de 1'indice, basée sur 1'étude (non probabiliste !) du noyau de la chaleur sur
le fibré des repéres.

- 2
3. Expression probabiliste de e (t/2)D

3.1. L'opérateur D2 et le laplacien horizontal : Pour f € I'(F ® E) , le Lapla-
cien honizontat AP agit sur f par

) = 2 (w2 X €M
1<isn 1
ol V4...Vn est une base orthonormée quelconque de TXM . Un calcul formel clas-

sique (cf. [10], [7]) donne pour x € M

_lp2_-1,H
X =2 8% T

avec C_ € End(F ® g)x donné par
=-1 -1
(4) C, = K(x)I z AViAvj ® Lx(vi,vj) .

2 S .
1<i<j<n
Ici K(x) est la courbure scalairede M en x ; les vy forment uné base or-

thonormée quelconque de T 2 les Av € End(Fx) sont les multiplications de
Clifford (cf. 1.2); L est le tenseur de courbure du fibré E et les Lx(Vi’Vj)
sont des endamorphismes antihermitiens de Ex .

3.2. Différentielles stochastiques : Lorsque @ est une semi martingale brownien-
ne nous notons det sa différentielle stochastique de Stratonovitch, &pt sa dif-
férentielle d'Ito. Dans tout le contexte des semi martingales browniennes 3 valeurs
dans des variétés, l'interprétation formelle " do, = @fdt" est cohénente et jus-
tifiée par Malliavin [12], Bismut [5] ; c'est celle qui sous-tend toutes les nota—
tions adoptées ici. L'indice t sera occasionnellement omis dans les équations

stochastiques. Les Be + 3y ... désignent les dénivées (déterministes !) usuelles.

3.2. Brownien sur M et transport paralléle : Soit LA & — R un mouvement
brownien standard sur R défini sur 1l'espace de probabilité (8,P) . Construi-
sons le mouvement brownien X, sur M par la méthode de Malliavin. A tout

v ERM on associe le champ de vecteuwrs horizontal standard B(v) sur le fibré
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des repéres N , défini par n*Bu(v) =u.v pour tout u € N . L'unique solution
u : ® » N de 1'équation différentielle stochastique suivante, avec condition
initiale uo €N,

(5) du, = B, (dw,)

a pour projection X =y mouvement brownien sur M issu de X0 = T, , et so—
lution de

(6) ax, = u.dw, .

De plus le transport paralléle de TxoM sur TxtM le long de la trajectoire

. -1
brownienne X[0t] vaut U, -

Plus généralement le thansport parallele T de (F® E)xt sur (F®E)y, le
long de la trajectoire X[op] Parcourue en sens Anverse du temps vérifie 1'équa-
tion de Stratonovitch (cf. [5])

(7) ar f(x) = rsvdXsf(xs) pour f € T'(F® E)
et donc 1l'équation d'Ito

= 1 H
(8) <5tsf(xs) = Ts(vaxfs<xs) +t35A f(xs)ds) por f €ET(FR®E).
En particulier on voit que
9) e(t/Z)AH

f(%o0) = EXO[th(xt)] .

3.4. La formule de Feymann-Kac "matricielle" : Par analogie avec le cas oil
C € End I'(F ® E) est scalaire on cherche une formule du type
&2y e(/28M 0 B,

o[Vt'l:tf (Xt) ]
avec Vt € End(F ®§)Xo , non anticipatif, de classe C' en t , et Vo =1I.Lla
formule d'Ito et (8) donnent
t
- - ' 1 H
EXO[Vt'ctf(xt)] f(xo0) = LEXO[ (Vs'rsf(xs) +Vs‘rs(2 A f(xs))]ds
d'ot le choix de VS comme solution de

-1
| - . =
Ve =Vl Ty i Vo=1,

L} 2 —
et donc d'aprés (4) Vg = kU, avec Ul € End(F ® g)XO r kg €ER

0 { k. = expl- 5 J K(x,)ds]

1 o . ‘s
Ué=—%US( T ol (X)L;:l) et Up=1,

ol o.ij = Lij =T lSl<(1J:1S:a1 ue.)T.! et (e;) est une base ortho-

ALIoeip'uoej " s si%s si’"s 3’ s ' i

normée de R? ; dans ce calcul on utilise (4) avec vy = ue; . On obtient donc
- (t/2)D2 _ —

(an ¢ £ = jMQt(x,y)ﬂy)dy = B [k U7 £0x)]

. s -(t/2)D?
4. Pont brownien et calcul probabiliste du noyau de e

4.1. Pont brownien : Soit p(t,x,y) 1la densité de transition du brownien (xt)

sur M , c'est-3a-dire le noyau de la chaleur sur M . Pour a , b fixés dans M

10
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et t >0 donné, on peut définir (cf. [3], [13]) le processus de Markov is

0 < s <t nonhomogéne en temps, i valeurs dans M , tel que la loi de X[Ot]
coincide avec une loi conditionnelle, celle de la trajectoire brownienne x[ ot]
conditionnée par {xo = a ; X =b} . La densité de transition p de x s'écrit,
pour 0<s,<s>2<t,

B(s4,82,%x,y) = pP(sz = s1,%,¥)p(t - s2,¥,b)

p(t-s4,x,b)
Le générateur infinitésimal spatial de %X au temps s vaut (cf. [3])

(12) % Ax + gradxlog p(t-s,x,b) pour 0<s<t, x€EM.

De plus X est a trajectoires p.s. continues sur [0t] avec %o = a , X =b .
Pour s € [O0t[ considérons le champ de vecteurs Vs sur M défini par

(13) Vs(x) = gradxlog p(t-s,x,b) X EM.

Soit -\75 le relevé horizontal de V, sur le fibré des repéres N . Alors on peut
construire X en résolvant le systeme d'équations stochastiques suivant ol

-~

a X =
s€N et xs nus

(14)

dxs = us.dws + V (x )ds

{ duS = Bﬁs(dws) + Vs(xs)ds

avec X, =a et U = U € m'(a) . La loi conditionnelle de U[ge) Stant donné
{Xo =a ; xx =b} est celle de u[0t] d'ol la formule, pour ¢ fonctionnelle
mesurable (sur 1'espace des chemins 3 valeurs dans N )

(15) J Y(u )dP = J dbp(t,a,b)J Y(a )ap .
e [ot] M e [ot]

4.2. Expression probabiliste de Qt(a,b) : Appliquons (15) 3 la fonctionnelle
f(x ) définie par (7), (10), pour transformmer (11) en

Wlupgey) = kOT,
(16) J Q (ab)E(b)db = J dop(t, a,b)j k.0 T E () @
M
avec la définition
17 {kt ’ Ut ¢ Ty sont les solutions d? (7): (10)
lorsqu'on remplace X o U par X o, u .

Ceci entraine, f é&tant arbitraire, et puisque >‘E =b, Pp.s.,
(18) Q (a,b) = p(t,a,b)[ ktUtTth .

I1 est bien connu que lJ.m /2p(t,a,a) = 2n'n/2 ; d'autre part la courbure sca-
laire K é&tant bornée, on a k =1+ 0(t) . Puisque la différence des traces p
est linfaire, on conclut, grdce 3 (3), (18) que

(19) 9@ = Lim olo (a,a)] = %;ug(znt)-nfzjep(utrt)dp ,

ot (;‘[Ot]’ﬁ[Ot]) sont les conditionnés de (X[Ot]’u[Ot]) par X =x_=a} .

1
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5. Changement de temps

Fixons a € M et soit € > 0 un paramétre destiné 3 tendre vers 0 . Posons
(20) Vo(x) = e2grad log p(e2(1-s),x,a) 0<s<1

et soit \_lz le champ horizontal sur N relevé de Vz . Notons (ig,ﬁg) ,
0 < s < €2 le pont brownien cbtenu en conditionnant (xs,us) par {Xo = X2 = a} .
Soient O , ¥ 1les solutions de (17) assocides & (%€,38) sur [0,e2] . Soit

P 1le processus (%F,5,0°,3%) . Come les browniens s — w et s — ew

se2 s
ont méme loi, il est évident que le processus s —>ng€2 ;y 0£s<1, amme loi
que la solution (Ys,ch,SS,&S) du systéme d'équations suivant, déduit de (‘17) , (14)
(21) { a0 = eBtbs(d"’s) + V";(Ys)ds
dYg = ebg.dwg + VE(Y)ds
avec ® =W , Yo=Yy =a, Ys=n<bs v YSEM, tbsEN,
22) { d&sf(Ys) = SsVdst(Ys)
€2 ( ij _4
dS =--=2S58 T a’®9 (e, ,»e.)d )ds,
s 2s]$i<j$n s Yg si’"s ) s

avec So =9 =1, SS€End(F®§)
(F @g)YS le long de Y[Os] .

Par construction p(ﬁez"cez) et p(S+94) ont méme loi, donc (19) entraine

ar 8;’ transport paralléle de (F ® g)a sur

(23) J(a) = (2m)™™21in e‘“J 0(S184)dP .
e~0 )

6. Découplage d'une équation différentielle

6.1. Découplage probabiliste d'équation déterministe : Soit J un ensemble fini
d'indices et soient <pv , va , V€J des fonctions continues sur [0l1] & valeurs
dans End(A) et End(B) ol A , B sont deux espaces vectoriels hermitiens. Soit
H € End(A ® B) la solution de 1l'équation différentielle ordinaire
\Y v =
Z(pt®\bt) avec Ho =1.

=

t t vEJ
Soit Wt un brownien standard a valeurs dans R , défini sur l'espace de pro—
babilité auxiliaire (8,B) ; notons w‘é les coordonnées de W, , et H‘: € End(a) ,
Ht'i € End(B) les solutions des équations d'lto

{aﬂzéﬂﬁ(%‘”\é&‘”\é) H = 1"
& = HE_(E w"&wﬁ) ® =1,

(o]

On a alors

H = j@nf;_‘ ®H§_ dBmw ,

ce qui se déduit trivialement de la formule d'Ito.

12
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6.2. Application au calcul de p(S194) : L'algébre de Lie % de SO(n) , 1l'espace
vectoriel A2(RD) , et IRJ avec J = {(i,j)11<i<j<n} , mmis de leurs produits
scalaires usuels sont naturellement isométriques.

Le brownien auxiliaire W sera donc ici le brownien standard W, : 6 — Cgf et
: 8 >R . Le lemme 6.1 donne alors

sera choisi indépendant du brownien LA
d'apras (22)
(24) 5, = I sF® sE B
3 t t

avec S, € End(F,) et S € End(E,) définis par

asi = - 522— SE( z aijéwij) avec sf =1
(25) { £ 1<i<j<n , wij £

65 = S z 9 (®,.e.,0,e.)9 '8 ) avec S;=1I.

'y t]Si<antLYt £©17%¢85) O My

Pour B € E:nd(ga) , et pour A € End(Fa) laissant F; , F; invariants, on a
p(A®B) = x(A)tr(B) avec Xx(A) = tr At - tr A~ . Les restrictions Si , 8%_ de
 a F et E vérifiant 9] ®9f =9,_, on tire finalement de (24)

t
p(s:90) = [ xSt er (st dBw
e
et W, w étant indépendants, (23) donne
(26) ) = (21)™™/2 lim e-"[ x(sTh) tr(s§e) ap ) B (W) .
e~+0 ex'é'

7. Asymptotique du pont brownien en temps petit

Il s'agit d'estimer (Ys,os) d l'ordre 2 en € , pour en déduire le dévelop-
pement d'ordre 2 du transport paralléle inverse 3? le long de Y[Ol] .

7.1. La fonction Vi(x) : Soit a €M . pour VW voisinage assez petit de a , la
géodésique minimisante allant de a 3 tout point de 9 est unique. Si d(u,a)
est la distance riemannienne, on sait que le noyau p de la chaleur vérifie pour
s>0, x€W

(27) p(s,x,a) = s’n/zexp(- gﬂé)ﬁsi)—>xlj(s,1»(,a) ,

ol Y est C° en s20, x €7, avec ¥(0,x,a) > 0 . On notera 1'inclusion de
s = 0 dans le domaine de régularité de ¢ . Pour une preuve de (27) renvoyons a
Kanal [11]. On en déduit que fa fonction Vg(x) = ezgradxlog p(e2(1-s),x,a) est
C” en €20, x€VW pour 0<s<1.Deplus (27) donneen € =0, x €V,
0<s<1

(28) Vo (x) = 2l

ol n(x,a) est la vitesse en x de la géodésique joignant x et a en temps 1.
La parité de V;: en € , et (28) donnent

1
l1-s

(29) aevg(x) =0 ; vert[axvg(a).z] = - z pour z € TM

ol vert[v] représente la partie verticale d'un vecteur v tangent & TM .

13
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7.2. Développement de Taylor du brown.cn conditionné : Soit Y ¢ € R} la solution
de 1'équation stochastique

(30) dy = edw + @ "VF(V)dt avec Yo =0
de sorte que (21) s'écrit
(31) @ = By(dy) et dY =0.dy .

I1 est 1légitime (cf. [12], [5]1, [3]) de différentier (30), (31) en € , d'ol

d(5y) = dv + {30 V(W) + 07 (8. (W) +5,V5 (v .3 YDt
(32) { d(85¢) = BQ[d(aeY)] + (Bé-BS‘D) -dy
d(BeY) = E)SCD.dY + (I).d(SEY)

Grace a (28), (29) on voit immédiatement que pour € =0 on a

(33) YtEO i & =w ;Y . =a,
- o1 -
d(dgy,) = dw, - 7o U8 Y dt
(34) d(aEYt) = Uo.d(3.Y,)
d(aedbt) = Buo[d(BEYt)] .

Rappelons que fLe pont brownien Atandard W

L dwn R , obtenu en conditionnant

W, par fwo = wq = 0} , vérifie

- 1 -

(35) Q= dw -7 wtdt .

De (33), (34) on conclut que pour € =0 ,

(36) aeYt =W, : aeYt =Uo.W, 88®t = Buo (wt) .

7.3. Développerent de Taylor du transport paralléle conditionné 81: : Soit w 1la
forme différentielle d'ordre 2 sur le fibré des repéres N , & valeurs dans l'al-

gébre de Lie cg, définissant la connexion de Levi-Civita sur N . Posons

01 = ue”® o1 L) € %. De (33), (36) on déduit L) = S+ 0(e?) avec

U E % d'olu par définition de w , <w,d ¢>1> 26u+ o(e) et u== (a <(.o,8 <I)1>)E =0
L'homomorphisme o de G sur SO(n) fourm.t 081 = 0,07 , et donc W €N au
dessus de u, , tel que

(37 o = To(I-e2u+o0(e2))05"

7.4. Dérivée spatiale @' du brownien horizontal : La donnée @, =q € N et (31)

fournissent un difféomorphisme q — <I>t(q) de N dont la dérivée <I>1':(q) = aqq:t
vérifie, par différentiation de (31),
ar'(g)z = (B' B(q) * D' (q)z) .dy pour tout z € TqN .

Par "variation de la constante z ", (32) montre que
3€®t = [W{Z(t) ]Qt

ol <D;'_: ’ Q‘t"_’“ sont les actions évidentes du difféamorphisme @t sur les champs
de vecteurs, et Z(t) est le champ de vecteurs sur N

14
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[,
2(t) = | o5 (BlAQY D) -

7.4. Calcul de u , transport paralléle infinitésimal : On a vu que u= %aen(e,t)
en e =0, t=1 awvec n(g,t) = <w'ae¢t>¢t . Par 7.3 on a n(e,t) = g(t,@t)

avec
g(t,q@) = <w,¢§Z(t)>q g€EN

d'ol la différentielle stochastique de n(e,*)

dtn = dtg + aq
Pour tout champ fixe 2 sur N , la définition du crochet de Lie donne
dtbzz = [¢1"£Z,B(dY)] , et donc

d®§Z(t) = [¢§z(t) ,B(ay)] + w;dz(t)

g_dq;t = dtg + [B(dy)g(t,*) ]¢t .

d.g(t,Q = <w,d¢§z (t) >q = <w,[¢gz(t) ,B(dv)]>q .

Soit Q [le Zenseur de cowrbure Equivariant de La conmnexion w sur N . Si 21,

%22 sont des champs de vecteurs sur N , on sait que
<w,[21,22]> = [w(27),w(22)] + 21.0(22) - 22.0(27) - Q(27,22)
d'ol facilement dtg et
(38) dtn(e,t) = Q¢t(B(dYt)’ae°t) .
Différentions (38) par 36 . Pour e =0 ona dyt =0 et dtaen(O,_t) coincide
donc avec Qot(B(dl)eYt),BEt:bt) , qui par (33), (36) vaut Quo(B(dwt) ,B(wt)) . D'ol
le résultat 1
=1 =1 a a

(39) =3 Ben(Oyl) =3 LQUO(B(dﬂt) ,B(wt)) .

8. Passage 3 la limite quand € - 0

8.1. Apparition du Pfaffien : Pour A € A2(R2K) 1la fonction polynamiale Pf(A)
définie par
(40) 2™ = KIPE(A)e, A ... ey

est invariante par ad O(n) . Si @y est un chemin C' & valeurs dans
G = Spin(2k) , avec @ =1, ona [7], [1] élémentairement, x &tant la diffé-
rence des traces sur S+ , S~

(41) Lin s™%(0,) = i"PE(0})
ol @) €4 =A2(RK) .
8.2. Le temme e_nx(SI:&E‘) pour € =0 : L'action de ejney € A2(Rn) =% sur

' . [P 1 f : 1 h) ij.i]
1'espace ies spineurs S _s efrlt 5 AeiAej . L'endomorphisme (2 lsi<j5n°’ W:_:
de F, = WS vaut donc uowtu;1 avec Wy, E%CEnd(S) . L'équation d'Ito (25)
donne alors, awvec Rt € G
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16 t

42 = - g2 =
(42) th €°R .dW_ et Ro =1

Ry = exp(-€2W,) =TI - €2W, + 0(e2)

5; = exp (____e"n(n— 1) t)'quR U5

Regroupant (42), (37), (41) on conclut
(43) lin e (sEh) = (-1)¥pEm+w,) .

8.3. Expression probabiliste de la densité de 1'indice : Pour € = 0 on a claire-
ment 85 =1, et s€ =B, € Bnd E_ domné par (cf. (25))
&8, = et( b 136w13) avec Bo = I
{ 1 1<i<j<n
- L (uoel,uoe .) € End §

(44)

Passant d la limite en € = 0 dans l'expression (26) de J(a) , on a alors
(45) ta) = [ pel- L) lex 8, @
oxo

ol 1'intégrale stochastique 1 ne dépend que de w (cf. (39)).

9. Calcul stochastique sur 1l'algébre extérieure

9.1. L'exponentielle extérieure : Pour A € A2(T M) on définit
Ak
eprA= 1+A+ ... +A?'——
élément de A+('I‘aM) , algébre commutative des formes différentielles de degré
pair. Pour B , B' dans cette algére, on note B = B' quand B , B' ont méme
composante de degné n . En particulier pour A, A' € A2(TaM) on a

(a+ank = k! exp (A+A") = ki(exp'®) A (exp'a’) .

9.2. Magie extérieure : découplage des browniens w et W : Considérons (u+Wq)
come un élément de A2(R2K) ~ L}/ L'image par u, de la forme différentielle

PE(L+Wqi)e Ao Aex = ki' (u.+w1)/\k

est d'aprds 9.1 le terme de degré n dans (exp uolg’) A (exp’uoW,ug?) . L'image
de ej;A...Aeyx par u, étant £a forme volume da sun M, (45) implique donc,
grace 3 1'indépendance de w et (W4,B841)

46)  Ja)aa = U exph - A Uom151)dP(w)]A H exph (- L ughug ) er B1dP(W):I|
(2]

9.3. L'haomomorphisme de Weil de TM : Il envoie l'algébre des polyndmes complexes
sur % invariants par l'action adjointe de O(n) dans l'algébre des formes dif-

férentielles sur M . Si g est un tel polynéme, son image est 1l'unique forme q
sur M qui se reléve en q(R) sur le fibré des repéres N , oi Q est la cour-
bure équivariante de N . Cet homomorphisme se prolonge trivialement aux séries

entiéres ad O(n)-invariantes.
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9.4. L'intégrale en w : La fonction q g -C définie par
. 1
= R =35
(47) g(a) = Jeexp[ y Jo<mt,ddt>]dp(w)
est évidemment invariante par ad O(n) , grdce aux symétries de la mesure de

Wiener. Aprés diagonalisation de A , une formule d'aire aléatoire de Paul Lévy
donne facilement

= of- 1A - sh(a/2)\-1/2
(48) qg(a) = ‘D( 21'[) avec ©(a) = @t(—ﬁz——) .
Pour v, V' € Tuo(N) et v=m¥v , v' =m*' , les tenseurs de courbure R, et
Quo d M et N vérifient

3
i

<@, (v, v"w <R_ (v, V') ugW, ,Uodi> = <R_ (Ul sUW,) VA V'>

Wl (B(dﬁt) ,B(ﬁt) VU VAV,

d'oll 1'image § de q par 1'hammorphisme de Weil, gréce & (47), (39)
~ i _

(49) q, = q(QUO) = Lexp'\(— n Uokug "y aP (w) .

Pour une intéressante {nterprétation de ¢(B) voir Berline-Vergne [4].

9.5. L'intégrale en W : Comme le brownien wt est 3 valeurs dans A2(R1) , on a

pour a fix8 dans € la différentielle d'Ito

A _ A J
6 exp a.wt = a(exp cxwt) A6w o.(eprw ) A (1<1<3_n 1 e awl )

car dans la formule d'Ito le terme athswt est nul (les carrés des ei/\ej
sont nuls et les termes croisés sont Ito-négligeables). Puisque Bt € End Ea vé-
rifie (cf. (44))
= lJ J
8, = Bt( ) &W1 )

]__1<J<n
le calcul d'Ito donné au § 6.1 montre que

(50) H = [ (exp oW ) ®B, db (w)
DU v ij [
vérifie Hl = aH K avec K= Jsi%js (e l/\e ) ®L , d'od
(51) H = exp(atK) .
L'application ¢ : A ® B — (ugAug')tr B étant linéaire, (50), (51) entrafnent
(52) J (exp oW ug ") tr B,dB (W) = Ylexp oK) = tr exp al ,
on £ = > 1id. (uoe Auoe ) est une forme différentielle d'ordre 2 sur TM
1<i<ijsn a

a valeurs dans End g . Noter que exp L se calcule en faisant les produits des
lJ dans End E et des formes ol AquJ dans A(TaM) .
La définition (44) des L 3 montre que £ est la projection sur T .M de la

courbure équivariante Q;(
o

du fibré X (repéres unitaires de E ), avec ro € X
pris dans la fibre de a . Pour a = - %r. on identifie ainsi 1'intégrale (52)
avec l'image du polynéme A — tr exp(—%) par 1'horomorphisme de Chern-Weil. Cette

classe n'est autre que le caractére de Chern ch(E) du fibré E .
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9.4. Formule de 1'indice : On a donc obtenu

Ha)aa 5 o £ 8, Jach(e)

avec @(A) = (det shT(A/z_Zl>‘1/2 .

[1] M.

[2] M.

[3] R.

[4] N.
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