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Séminaire BOURBAKI
37e année, 1984-85, n° 636 Noverbre 1984

LA FORMULE DES TRACES D'ARTHUR-SELBERG
par Jean-Pierre LABESSE

En février 1956, a Banbay, A. Selberg [S1] amnongait une formule des traces pour
les espaces riemanniens localement symétriques I'\G/K de volume fini. Il a fallu
attendre de nombreuses années pour voir ce programme mené a bien pour 1l'essentiel,
par A. Selberg lui-méme puis R. Langlands pour la décamposition spectrale et J.
Arthur pour la formule des traces, pour ne citer que les contributions principales.

Pendant longtemps, seuls le cas compact et le cas du rang un avaient été traités
camplétement. La littérature, méme dans ce cadre restreint, est déja fort abondan—
te. On trouvera une bibliographie assez exhaustive dans [Hj] et une revue dans [V],
ce d@ quoi on ne prétend nullement ici.

Grice aux travaux d'Arthur, on peut maintenant aborder, dans le cadre adélique,
le cas des groupes réductifs de rang quelconque. L'exposé qui suit est basé princi-
palement sur les articles originaux d'Arthur [A 1,2,3,4,5], son exposé 3 Dijon [A6]
et le séminaire de 1'I.A.S. de Princeton [CLL].

Aprés avoir rappelé la problématique de base en traitant le cas compact, nous
présentons la formule des traces cbtenue par J. Arthur. Nous donnerons quelques in—
dications sur les démonstrations et sur 1'extension des résultats au cas non con—
nexe (formule des traces tordue), qui au cours de texte deviendront de plus en plus
allusives.

Nous n'aborderons pas la question des espaces I'\G ol G est semi-simple réel
et I' de covolure fini ne provenant pas d'une situation adélique, qui fait 1'objet
en particulier d'un travail d'Osborne et Warner partiellement publié [OW 1,2,3].
Signalons pour terminer que H. Jacquet a tout récemment proposé un élargissement
du cadre méme de la formule des traces [J].

1. Le cas campact [S1], [Gl]

1.1. La formule des traces de Selberg est facile 3 prouver dans la situation sui-
vante : on considére un groupe localement campact G et I' un sous-groupe discret
cocampact. On dispose sur G et sur X = I'NG de mesures G-invariantes 3 droite
dg et dx . Pour toute fonction f € 8‘: (G) , c'est-3-dire lisse!" et i support
campact, on introduit 1l'opérateur p(f) de I2(X) dans lui-méme

(1) Les fonctions considérées sont ici les fonctions réguliéres au sens de Bruhat [B].

S.M.F.
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©(5)0) (%) =] ©(xg) £(g)dg -
G
Il peut étre défini par un noyau K sur X x X

(E(£)e) (x) = ] K(x,9)0(y)dy
ot X

K(x,y) = Z £(xvy) .
YET
Camme X est compact un tel noyau est de Hilbert—-Schmidt. Grace au théoréme de

factorisation de Dixmier-Malliavin [DM] (qui raffine celui de [DL]) on sait que f
est samme de produits de convolutions
r
N f= izlfzj'*
avec fj € &c(G) et donc

r
p(f) = Z °(f21)°(f21+1)
i=1

£rin1

est un opérateur ad trace ; de plus
(1) tr p(f) = I K(x,x)dx .
X

Ceci implique que la représentation p' de G dans IR (X) se décompose en sam
me discréte avec multiplicités finies m(m) de représentations m de G telles
que 1n(f) soit d& trace et que (si G désigne le dual unitaire de G)

(2) tr o(f) = Zmm) trn(f) .

TEG
Soit Y €T ; onnote I'(yY) (resp. G(y) ) son centralisateur dans TI' (resp. G);

on pose v(y) = volume(I'(y)\G(Y)) et on introduit les intégrales orbitales
@(£,Y) =I £(g "vg) &g .

G(YV\G
On choisit un systéme de représentants {[1 des classes de conjugaison de T . Un

simple changement de variable fournit 1'égalité
(3) J K(x,x)ax = Z v(Y)o(f,Y) .

X YE{I?}
En comparant (1), (2) et (3) on obtient la formule des traces de Selberg dans le

cas campact

(4) z v(y)o(f,y) = Zmm) trn(f) pour f € g:(G),
YE {I} TEG
toutes les séries et intégrales étant absolument convergentes.

1.2. Il est souvent utile de prolonger 1'égalité de distributions ci-dessus a des
espaces fonctionnels plus gros. Nous n'aborderons ici cette question que par la re-
marque suivante : en vue de calculer la multiplicité m(n) il est tentant lorsque
T est une série discréte d'appliquer brutalement la forrmule & un coefficient

f(x) = <n(x)v,v> . On peut le justifier lorsque G est semi-simple réel connexe,

3 centre fini, et f intégrable [L1]. En général, cela est impossible. On peut
dans certains cas résoudre la question en faisant appel & des pseudo-coefficients
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(636) LA FORMULE DES TRACES D’ARTHUR-SELBERG

qui sont des fonctions a support campact ayant méme transformée de Fourier scalaire
dans le spectre tempéré que les coefficients de série discréte. Pour les groupes
semi-simples réels algébriques l'existence des pseudo-coefficients résulte d'une
élaboration du théoré&me de Paley-Wiener scalaire [CD]. Pour SL, c'est un résultat
classique [DL].

2. le cadre adélique

Nous adopterons les conventions suivantes. Si H est un groupe linaire algébri-
que défini sur @ onpose H=H(Q et H =H(A) ol A désigne l'anneau des
adéles de @ . Soit X(H) le groupe des caractéres rationnels de H ; on définit

H' = th€H| Ix(h)| =1 pour tout X € X(H)} .

Etant donné un groupe G réductif comnexe sur Q@ on se propose d'établir une
formule des traces sur XG = G\&' , qui est de wvolume fini, mais n'est pas compact
en général. On considére un groupe G' sur @ , admettant G coamme composante
neutre, € € G' et on note Ge le groupe engendré par G et € . Le groupe
G; = G‘.Ge Opére sur X, = G\B' = G.\E! , et on s'intéresse au noyau

K(x,y) = 2 £(x'vy)

YEGg
défini par une fonction f£ € 8:(@;) ad support dans l'ensemble €.B' . Seule la

classe d¢ € dans G'/G importe ici.

La représentation de Gé dans Lz(xG) se décampose en un spectre discret Lg '
qui contient le spectre cuspidal (ou parabolique) et un spectre continu Lg .
L'opérateur induit par K dans Lé est tragable au moins si le (rang semi-simple
de G est égal a un [D]. (Le cas général pourrait résulter d'un travail en cours
d'Arthur et Langlands.) En tout cas le spectre cuspidal est tragable et c'est le
principal objet d'intérét ici.

L'opérateur induit dans Lé n'est pas (en général) 3 trace et l'intégrale de K
sur la diagonale diverge. On est conduit & définir diverses troncatures qui rendent
les expressions intégrables et permettent, comme dans le cas campact, un développe-
ment suivant les classes de conjugaison (semi-simples) de Gs dans un membre et
suivant les données spectrales dans 1l'autre.

3. Préliminaires cambinatoires

3.1. Nous prendrons la liberté d'appeler "parabolique" un " (~sous—groupe paraboli-
que de G". On choisit un parabolique minimal Po , un sous-groupe de Levi Mo, et
on note A, la camposante neutre du groupe des points réels du tore déployé maxi-
mal To du centre de Mo . Si P est standard, c'est-a-dire s'il contient P, ,

on choisit gp contenant Mo, camme Levi, et AP est le sous-groupe de Ao, ani-
hilé par les racines dans M, . On peut identifier A, au quotient MP/]M‘; ce qui
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fournit un scindage Ao AP x Ag campatible avec la structure euclidienne natu-
relle sur ag’ Lie Ao on identifiera ag et son dual. Si P < Q sont deux pa-
raboliques on définit de méme Ag , on note ag son algébre de Lie, ag sa dimen—
sion.

On note A% 1'ensenble des formes linéaires non nulles définies sur ag par
des racines simples de To dans le L'ensenble Ag est une base (du dual) de
ag ; la base duale sera notée AP La propriété essentielle pour nous sera que

deux éléments distincts dans AP font un angle obtus ; on en déduit le

Lemme 3.1.— So&ewt PcScR this pa/w.bouqueé et HE a . On suppose a(H) >0
pour a € AP (resp. a(H) < 0 pou/L a € AP AP ) et w(H) > 0 pour € AS
(resp. co(H) 0 pour wE€E AP A ), alons w(H) >0 (resp. w(H) < 0) pour
tout w € AP

3.2. On définit 'cg (resp. Q ) comme la fonction caractéristique des H € ao
qui vérifient a(H) > 0 pour tout a € AP (resp. w(H) > 0 pour tout w € AP ).
I1 est comode d'introduire une matrice T = (TP'Q) de fonctions sur ao, dont les
coefficients, index8s par des couples de paraboliques, sont définis par

T,0 = = (-1) PQ si PcQ et 0 sinon. On définit T de maniére analogue. Le
lemme suivant gouverne une grande partie de la cambinatoire des paraboliques.

Lemme 3.2.— Les matrices T et T sont inverses L'une de £'autre.
I1 suffit de montrer que a
T (-1t aQrQ%R = 65
PQcR

ot 6P est le symbole de Kronecker. On fixe H € aP , il existe S entre P
et R telque a€ Ag équivaut & a(H) > 0 et a € AP le premier membre évalué
en H se réduit a

5 P ~39 R

Pchs
come les paraboliques Q entre P et S sont en bijection avec les sous-ensem-

bles de AP il est élémentaire de prouver que cette somme est nulle sauf si

©(H) >0 et wE AP &quivaut 3 W€ As . Il résulte du iemte:RB .1 que 1'on doit
avoir similtanément (H) > 0 et w(H) < 0 pour tout w € AP , Si le premier mem-
bre est non nul, ce qui impose P =R .

(H) H

3.3. Quitte & modifier € € G' sans changer sa classe dans G'/G , on peut suppo-
ser que € normalise Po , Mo (et Ao ). On diraque P est un e-parabolique
si P est un parabolique standard normalisé par € . On notera P (resp. MP E:)
le groupe engendré par P (resp. MP) et € lorsque P est un e—parabollque

Si PcQ estun oouple de e-paraboliques, € opére sur AP (resp. Ag
notera EA% (resp. AP ) l'ensenble des projections, sur 1' espaoe (aP) des

e-invariants, de Ag (resp. de Zg

) on

). Enfin on pose aP dim a . On est alors
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en mesure de définir des matrices et et e{- qui vérifient 1l'analogue du lemme
3.2.

3.4. On considére un parabolique Q et on pose
a )~ -
2= = nFOeR
PocR) 0 _
c'est la fonction caractéristique des H € a; tels que w(H) < 0 pour tout

weil . si P est fixé on a le

Lemme 3.4.— AR

PocP
Cela résulte immédiatement du lemme 3.2. On a ainsi défini une partition de alz

en cOnes convexes indexée par les paraboliques Q entre P, et P .

3.5. Introduisons ecg la fonction caractéristique des H € 3, tels que a(H) >0

si QEAS, a(H) <0 si GEAQ"AS et s5(H)>0 si EGGEB-,oﬁ R est
le plus grand e-parabolique contenu dans R . Il est (presque) immédiat que pour
P> Q fixés on a le

ko)

R_ P -
Lemme 3.5.— z ecQ = rQ e'p °

RoP
3.6. On définit une matrice er‘(.,.) de fonctions sur a, x 3, en posant

El"(H,X) = ET(H)E‘:(H—X) .

Grdce au lemme 3.1, on voit que pour X fixé la fonction H +— ePP Q(H,X) qui ne
r
dépend que de la projection de H sur (al(‘g)E , est d& support campact comme fonc-
€

€
at-
tion sur cet espace ; son intégrale sera notée (-1) P aQng(X) , c'est un polyndme
en X . Par ailleurs, du lemme 3.2 ou de son analogue e-invariant on déduit le

€__€
_ 2 (He¥X) = _1130™3G ~0
Lemme 3.6. eTP(H X) = > (-1) sTP(H)ePQ(H’x) ’
P=p
€(P)=P
c e e(Q)=0
o _ 08
ou GFQ = (-1) EFQ,G .

3.7. Soient P cQ deux e-paraboliques, les &léments de EAg dfinissent des
hyperplans dans (ag)E » les chanbres sont en bijection avec 1'ensemble WQ(aP)e

des éléments w € WQ le groupe de Weyl de le (relatif & To ) tels que
w(ag) = aE ol R est un e-parabolique dans Q , et tels que de plus w soit
1'élément de longueur minimale dans sa classe modulo WR ; un tel élément cammute
4 €.0n pose B, =R eton voit que

Q =
e pr w(H) =1

WEwQ(aP)
si H n'appartient & aucun hyperplan radiciel dans (ag)e .
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4. Troncatures et identité de base

4.1. Soit P un e-parabolique avec radical unipotent EP et sous-groupe de Levi
D_/IP , On pose

Ky(x,y) = X L\’Pf (x'yny)dy .

Y&p e

On choisit un bon sous-groupe compact maximal K ; tout g € &' s'écrit a(g)pk
avec p €P}, k €K et a(g) € AS . L'élément a(g) est bien déterminé, son
logarithme est noté H(g) . On choisit T € a, assez régulier (c'est-d-dire
a(T) > 0 pour tout a € A, ) et on définit une troncature de K(x,X) par

€ _€
ap™ -
K@= = (D PG T, (H(E%) - T)K, (6x,6x) .
€(P)=P 8eP\G &
PROPOSITION 4.1 [Al], [CLL].~ L'intigrale de k' (x) sur X, converge.

Cette intégrale sera notée t_:JT(f) . La démonstration repose sur deux types d'ar-
guments. Tout d'abord, au moyen d'un domaine de Siegel (pour P ) et de la fonc-
tion ¢9rg (définie en 3.4) translatée par T , on exhibe une fonction caractéris-
tique %8(.,T) sur Q\&' dont le support est contenu dans le produit d'un campact
de P'K par un cone dans A , et qui vu le.leme 3.4 vérifie

z z Q(gx,T)) =1.
{QIPocP} EEQ\P
De méme ¢S€og permet de définir une fonction caractéristique e‘.fg(-,T) sur O\B'
(indépendante de P ) qui vu le lemme 3.5 vérifie

R P -
s %7 =6 (x,T) T, (H(X)-T) .
rp € 2 Q eP

Pour prouver l'intégrabilité de

€ €
T ap—ag -
K@= = = (-1 & (Ex,T) T, (HEX) - TIK, (Ex,Ex)
€ PocP EEO\G Q=" e'P =
€ (P)=P

il suffit donc de montrer que e
a
P
E:)"g(x,T) T (1)K (%)
QPR
€(P)=P
est intégrable sur Q\B' . La présence de ES‘ raméne 3 l'intégration dans le pro-
duit d'un campact par un cdne convexe de (a(G))E ; la same alternée fait se cam-
penser les termes 3 croissance lente dans ce odne (estimés au moyen de la formule
de Poisson sur NQ ), le reste est a décroissance rapide. Nous nous contenterons
d'illustrer cette partie de la preuve par le cas particulier suivant qui en est le
prototype : on considére G = GL, et on se restreint & la contribution de la clas-

se de conjugaison de (é i) € No ; on doit montrer la convergence de

Lq Tp, (H(x) —T){ T £(x'Ex) _Lv f(x-‘nx)dn}dsc '
oPo\E" *° EENo— {1} o
ce qui comme application de la formule de Poisson est standard [G2].
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4.2. Soit P un sous-groupe parabolique de radical unipotent NP et soit

1

Q€ Lloc(XG) , on pose

(x) = j ¢(nx)dn .

* Np\Fp

Rappelons que ¢ est dite cuspidale si Op = 0 pour tout P . Soit S un sous—
groupe parabolique standard et T € a, , on définit un opérateur de troncature
T,Q

A ’

par ag-ag
W@ = = DT 3 PwEED -DoyEn) -
T TG PocRQ EER\Q .
On pose A=A’ dont les propriétés essentielles, pour T assez régulier,
sont les suivantes :

(t4) AT induit 1'identité sur les formes cuspidales ;

(tz) A’ induit un projecteur orthogonal dans I? (X) ;

(ts) AT transforme une fonction d croissance lente, ainsi que ses dérivées, en
fonction a décroissance rapide.

Si (t4) est évident, la preuve de (tz) et (ts) est délicate ([A2]).

Il résulte de (t;) que A'K est un noyau de Hilbert-Schmidt et par factorisa-
tion on en déduit que ATKAT est 3 trace, (tq) montre que la trace dans le spec-
tre parabolique n'est pas altérée ; enfin grice 3 (tz) on peut montrer que

J TR AT (x,%)dx =I aT®) (x,%)dx .
G %G

4.3. On verra plus loin que si la premiére troncature se préte bien au développe-
ment suivant les classes de conjugaison, la seconde convient au développement sui-
vant les données spectrales. Pour l'instant il convient de les camparer. Commen—
cons par le cas connexe (i.e. € =1).

THEOREME 4.3 [A2].— S{ T est assez négulien et € =1, ona

I ) = f KT (x)dx = J ATx) (x,x)dx = tr(aTkal) .
X

%5

Pour le prouver on exploite tout d'abord "1l'identité de base"

P T
(x,x) = 2 T T (HEx)-T)A™' (Ex,Ex)
& P Eco\p 2 .0 ki
qui résulte immédiatement de la définition de A" '~ et du lemme 3.2.

En faisant appel au lemme 3.5 on voit que 1'intégrale de k© sur X, &gale la
somme sur les couples de sous-groupes paraboliques Q< R des intégrales sur
O\B' de

R apTag T
cQ(H(x)-T) z (-1 A’ KP(x,x) .

Q=PcR
On démontre, lorsque T est assez régulier, que ces expressions sont nulles sauf
si Q=R=G (si Q=R#G, 08=0 et si Q # R les contraintes sur
H(x) =T font sortir x du support de la samme alternée des KP si T est assez

réqulier) .
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4.4. Dans le cas non connexe le résultat est moins simple. Camme on ne modifie pas

la définition de A T.Q 1l'identité de base reste inchangée. On cbtient 1'assertion
suivante :

£
aP"aG R

J® =z 1) p e - DA™K, (xx) ax

Q:pCRJ o\ ¥
€ (P)=P

ol la samme Z' est réduite aux couples Q< R tels qu'un seul e-parabolique P

vérifie Q< P < R . Des résultats d'annulation plus fins sont en fait nécessaires

pour la suite ([CLL], exposé 15).

5. Développement suivant les classes de conjugaison [Al] [CLL]

5.1. Rappelons d'abord que dans G' tout élément Y admet une décamposition de
Jordan Yy = VoY, en partie semi-simple et unipotente. Dans la définition de KP
(4.1) en restreignant la sommation aux Yy dans une classe pour la G-conjugaison
des partles semi-simples, disons 0 , on définit un noyau KP 0" Ceci permet de
définir (x) dont 1'intégrale (f) est convergente et de plus

J (f) = 2 Jo(f)

la somme portant sur l'ensemble des classes de conjugaison semi-simple.

Vu 1'hypothése sur le support de f nous n'avons & considérer que les Y € Ge:
qui se projettent dans G'/G sur la classe de € .

Lorsque (0 est la classe d'un élément semi-simple elliptique régulier y (son
centralisateur dans G_ modulo le centre de G, est un tore anisotrope) J;(f)
n'est autre, camme dans le cas campact, que le produit d'un volume v(y) par 1'in—
tégrale orbitale &@(f,y) . Une formule simple peut encore étre donnée dans un cas
un peu plus général.

5.2. Nous dirons que Y est quasi-régulier (semi-simple) si son centralisateur
G(y) ne contient pas d'élément unipotent (rationnel). Pour simplifier nous suppo-
serons de plus G(y) connexe. Il résulte de nos hypothéses qu'un tore déployé ma-
ximal dans G(y) est central dans G(Yy) . A conjugaison prés on peut supposer
qu'il existe un e-parabolique P, tel que Af cG(y) cM, cP; oi M; estun
sous-groupe de Levi standard dont la partie e-fixe du tore déployé maximal du cen-
tre contient un tore déployé maximal de G(y) , ayant Af comme camposante neutre
sur R .

Si 0 est la classe de conjugaison d'un tel Yy on montre que ng(f) est 1'in-

tégrale sur XG de
aE-a
s (1 F ) b To(H(EX) - E ("6 v, 8%)
P=Po v;€a(y,P) 5@4P(Yl)\G
e (P)=P

od a(y,P) est un systéme de représentants des classes de conjugaison par MP
dans M, N0 .Les Yy, sontde la forme w,Yw, ' et on remarque que w,' expédie
€ i i™i i
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AS dans Af . Introduisons le "poids"
€
ap- -
1 (x,T) =J ce I D PG g Tp(H(wax) ~T)da ,
(A1) PoPg Wi

ol les w; parcourent un ensente){z)dz représentants des classes a droites d'élé-
ments wEWé (le comutant de € dans le groupe de Weyl de G ) tels que

Ag cw(Af) , modulo wredp . En insérant les partitions, définies en 3.7, des (Arl;)s
ol AER =w; (Af) et en faisant appel aux fonctions e1" définies en 3.6 on voit
que

EI‘P1 ,W(W(H) ¢ T=H(wx))dH ;

(x,T) = J z
1
e (a$)€ wewg(af )
il résulte de 3.6 que cette intégrale converge et définit un polynSme en T . En
utilisant que les centralisateurs MP (Yi) sont conjugués de G(y) on obtient
T —~
o0 = ven | £6¢ ¥ p, (x, D |,

G (Y)\&?
ol v(y) est le volume de (A$)EG(Y)\E'(Y) . On a ainsi exprimé ng(f) came in-

tégrale orbitale pondérée.

5.3. En dehors du cas quasi régulier la situation n'est pas définitivement &clair-
cie ; des travaux en cours dus i Arthur devraient permettre d'exprimer ng came
somme de limites d'intégrales orbitales pondérées.

6. Propriétés formelles des termes de la fornmle des traces

6.1. Soit M un sous-groupe de Levi d'un parabolique P , et O une représenta—
tion irréductible cuspidale de M' dans L2(XM) . On considére une fonction lisse
® sur N ME' , & support campact modulo P!, XK-finie et telle que m+— @(mg)
appartienne & l'espace de O (pour tout g ) ; la série

= T o

YEP\G
converge et définit un élément dans L2 (XG) . Le sous-espace engendré par les ch

obtenues & partir d'une classe X de couples (M,0) , modulo conjugaison par Ge
sur (M,0) et équivalence sur o , sera noté L)2< (XG) . Une classe x est appelée
donnée cuspidale. L'espace L2 (XG) est samre des L)Z( (XG) et le noyau K se dé-
campose en samme de noyaux KX . De fagon analogue on introduit des noyaux KP,x ’
on forme comme en 4.1 une fonction Eki(x) dont 1'intégrale sera notée EJz(f) .
La preuve de la convergence de cette intégrale repose sur un raffinement du théo-
réme 4.3. On en déduit également le

. o T _ T
THFOREME 6.1. geJo(f) = il EJx(f) '

qui généralise l'identité (4) du 1.1 et que 1'on appellera formule des traces
d'Arthur-Selberqg.
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6.2. Une propriété formelle importante de ces expressions, définies rappelons le
pour T assez régulier, est la

PROPOSITION 6.2.— Les expressions _J'(£) , eJ‘(I;(f) et e:Jr;r((f) dépendent polyno-
miakement de T Lornsque T est assez négulien.
T+X

I1 suffit de montrer que eJ* (f) est polynamial en X . On utilise la défini-

tion de er(f) camme intégrale de Ek'f(x) défini en 4.1. En invoquant le lemme
3.6 un calcul direct montre que pour T et X assez réguliers on a

T+X _ - T,Q
EJ* (£f) = POLCQ eYQ(X) SJ*' (fQ) v
€(Q)=Q

oll eJ'f:’Q(fQ) est un terme de la formule des traces sur X, =NO\Q' pour une
fonction fQ sur Me déduite de f par la formule suivante

£o(m) = sz(m)1/2 LKLN £ (k™ 'mnk) dndk
(o2 6Q est le module du groupe @ ) et eYQ(X) est polynomial d'aprés 3.6.

6.3. La proposition 6.2 permet de définir EJ',f;'(f) pour tout T . On peut fixer

T =T, de sorte que les expressions obtenues soient indépendantes du parabolique
minimal choisi, pourvu qu'il admette encore Mo comme Levi et soit e-stable.
Méme en ce point To les distributions f - EJ}:(f) ne sont en général pas inva-
riantes par les automorphismes intérieurs de & . Dans [A3] une méthode pour rem-
placer ces distributions par des distributions invariantes a été& développée ; nous
n'aborderons pas cette question (voir toutefois 6.5) .

6.4. Pour de nombreuses applications (cf. 8.2) on peut se contenter du cas parti-
culier suivant : on suppose que f est telle que

LNFf(x_’ny) dn=0

pour tout parabolique P , tout x et tout y et d'autre part on suppose que
f(x'yx) =0 si Y n'est pas elliptique régulier. Les troncatures opérent tri-
vialement, donc ekT(x) = K(x,x) et son intégrale donne la trace dans le spectre
cuspidal. En développant suivant les classes de conjugaison, on obtient une for-
mule des traces identique au cas compact, habituellement désignée sous le nom de
Deligne-Kazhdan ; c'est une conséquence immédiate du théoréme 6.1.

6.5. Une application classique de la formule des traces est de calculer la dimen-
sion d'espaces de formes automorphes qui se transforment suivant une représenta-
tion discréte de G(WR)' , et plus généralement de calculer la trace des opérateurs
de Hecke dans ces espaces [S1]. L'utilisation de pseudo-coefficients (1.2) permet
en principe de résoudre le probléme, mais suppose la mise sous forme invariante
de la formule des traces [A3] et le calcul explicite de la transformée de Fourier
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de ses termes [A 8,9]. Ce programme a été mené 3 bien dans le cas de GL. [DL] et
appliqué 3 1'étude des courbes modulaires [L3].

7. Sur les termes attachés aux données cuspidales [A 4,5] [CLL]

7.1. Si X est laclasse de (G,0) , c'est-d-dire si O est cuspidale sur G ,
et si e =1 ona
Jz(f) = m(o) tro(f)

ol m(o) est la multiplicité de o dans le spectre cuspidal. Mais en général le
développement suivant lés classes X n'est qu'une forme grossiére de décamposi-
tion spectrale. Pour aller plus loin, nous devons faire appel & la théorie des
séries d'Eisenstein [L2].

Si M est un sous-groupe de Levi d'un parabolique P et m une représentation
unitaire irréducti_ble de ' , on note oy o(B/A,.) la représentation unitaire
induite de AS xP' 2 ' du produit tensoriel du caractére wnitaire et (od
A est une forme linéaire sur aP ) avec la somme des camposants dlscrets équiva-
lents & n dans L;(XM) .

La représentation de &' dans 12 (XG) est same (continue) de représentations
du type Py (P/A) , l'entrelacement entre ces représentations induites et IL? (xy)
étant réalise par le prolongement analytique des séries d'Eisenstein :
¢(.) — E(.,6,\) . Ceci fournit pour eJi(f) , grice 3 4.2 et 4.3, lorsque € = 1
1'expression suivante :

T T
z
RN : e G O PO R

ol Cp est une constante et Qx n est 1'opérateur défini par le produit scalaire
’
des séries d'Eisenstein tronquées :

(a N0 = | ATB0x,0, 08B Aax -
! %G

Les séries d'Eisenstein tronquées sont en effet de carré intégrable d'aprés 1'as-
sertion (tz) de 4.2.

Lorsque € # 1 , les expressions sont moins simples et ne seront pas données ici
(cf. 4.4).

7.2. Soient P et Q deux paraboliques, non nécessairement standard, admettant
M et L oomme Levi standard, soit enfin s un élément du groupe de Weyl, repré-
senté par w et tel que s(aM) =ap ;on définit 1'"opérateur d'entrelacement"
MQIP(S,A) qui transforme une fonction ¢ sur AP]NPP\G en la fonction sur
AQ]NQQ\G définie comme suit :

g+ ¢ (W 'ng)B(n,9)dg ,
(QIP,s)
oli log B(n,g) = (A+DP ’ HP(w“ng)) - (s)\+pQ , HQ(g)) ;i ici p, est la demi-somme
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des racines dans NP et HP(g) est défini came H(g) en remplagant P, par
P , enfin N(QIP,s) = Ny N wNPw‘1\NQ .

En termes de ces opérateurs d'entrelacement on dispose d'une formule w')r( - qui
est &gale a Q')r(’n lorsque m est cuspidale, mais hélas seulement asymptot’:ique en
T , en général [A4]. Le jeu consiste d'abord 3 substituer o a ot , ce qui est
délicat puisque 1'approximation ne semble &tre uniforme que pour A dans un com-
pact. En faisant appel & [A7] et en exploitant la combinatoire des paraboliques on
produit une expression polynamiale et asymptotique & E:J’)I'((f) ; mais d'aprés la
proposition 6.2, on sait que E:J;I(‘(f) est aussi un polyndme, il y a donc égalité.
Nous n'en dirons pas plus ici sur la preuve longue et difficile [A5] [CIL] de la
formule donnée ci-dessous généralisant celle due a Selberg pour SLz .

7.3. On peut exprimer sJi(f) comme somme de termes indexés par des sextuples
(M,L,P,s,a,n) tels que

(1) Mo, € McL sont des sous-groupes de Levi standard ;

(ii) P € P(M) 1'ensenble des paraboliques admettant M comme Levi ;

(iii) s est la restriction a as(M) d'un élément du groupe de Weyl qui expé-
die Ay SU Ay i

M
(iv) a est le sous-espace de a, fixé par se ;
(v) (L,a) est conjugué de (m,a&) ol M, est le Levi d'un e-parabolique
contenant M ;
(vi) Tm est une représentation unitaire irréductible de M' équivalente &
se(m) .

Les termes sont le produit d'une constante
~3;
(2m) € cara@n) " card(Wy) ™" card(W,)

(o0 W, est le groupe de Weyl de G , relatif & To , et W, ocelui de M) par

|det (se - 112,/2) r’ja*tr(swéz(P,x)MP,e(P) (5,600, (A, D) .
I1 nous reste adéfinir e'A("II_.‘ qui est la généralisation multidimensionnelle du
classique M(A)™?! % M(\A) en rang un, c'est l'cbjet du numéro suivant.
On montre que lorsque €(XK) = K , 1l'opérateur MPle:(P) (s,e(A\)) est indépendant
de A€ ax.

7.4. On considére Q € P(L) ; il existe un élément t dans le groupe de VWeyl tel
que Q= t(P4) avec P, standard. On note ff::(L) 1l'ensemble des Q dqui pro—
viennent d'un P, e-stable, ce qui permet de définir eAQ (cf. 3.3). On notera

eeQ(A) la fonction sur a définie par le produit O.ET_LQ<A'°> divisé par le vo-
€
lume du parallélépipéde engendré par eAQ . On note ZQ(T) la projection sur a

de t(T-To) +To Ol To a étd défini en 6.3. On considére enfin R € P() tel
que RNL soit un parabolique de L . Pour A fixé et A dans a on pose
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A(ZH(T))
e 9 My (L) M p (1A + )

On montre que c'est indépendant de R . On pose enfin

T =
bQ(A) =

T T -
(a) = S b(a) 8.(A)7" .
L 0ER (L) Q" 'eQ

On montre (en ayant une nouvelle fois recours aux fonctions el" du 3.6 et a la
notion de "famille cohérente" ( G-M-family chez Arthur)) que cette fonction défi-
nie a priori pour les A tels que ESQ(A) # 0 se prolonge en fonction lisse sur
a et on pose
T _ T
ev/‘(aL(P,k) = bp(0 .

8. Applications : résultats, problémes et perspectives

8.1. Outre les classiques calculs de dimension d'espaces de formes automorphes ou
de trace d'opérateurs de Hecke (cf. 6.5) l'application principale envisagée pour
la formule des traces est la démonstration de cas particuliers de ce qu'il est
convenu d'appeler la fonctorialité de Langlands, soit par changement de groupe,
soit par camparaison avec des dbjets arithmético-géaométriques. Cette fagon d'uti-
liser la formule des traces, dont 1'idée est due a R. Langlands, a été exploitée
dans de nonbreuses situations déduites de GL. ([Jr], [L 3,4,5], [LL], [Dr], [F1],
[BL]) pour lesquelles la formule des traces est un outil docile.

8.2. Le cas simple, dit de Deligne-Kazhdan, a suffit pour cbtenir de nombreux ré-
sultats pour des groupes plus gros, par exemple sur la comparaison entre formes
tordues pour GLn ([BDKV],[R]), sur la L-indiscernabilité pour SLn ([K]), sur
le changement de base local pour GLn ([C]), et sur la conjecture de Langlands
locale pour GLs ([Hn]).

8.3. Signalons l'extension & GLn du § 16 de [JL] en utilisant [BDKV] et la for-
mule des traces compléte ([LV]).

Reprenant une suggestion de H. Jacquet, Y. Flicker ([F3]) a partiellement réussi
a4 redémontrer les résultats de [GJ] au moyen d'une formule des traces tordue sur
PGL; . Il a par ailleurs établi le changement de base pour GLs ([F2]). Enfin les
situations attachées & SU(2,1) ont fait 1'cbjet de travaux de Flicker ([F4]) et
du Séminaire [KLRS].

8.4. En dehors des situations déduites de GL, les résultats sont souvent par—
tiels ; en effet d'une part la formule des traces tordue n'a été cbtenue que récem—
ment, mais surtout la mise en oeuvre de 1'idée évoquée ci-dessus suppose de mai-
triser de nonbreuses techniques auxiliaires : stabilisation de la formule des tra—
ces ([LL], [L6]), lemme fondamental et transfert d'intégrales orbitales pour les
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groupes endoscopiques etc... toutes techniques en plein développement mais sans la
maturité suffisante pour produire les résultats généraux nécessaires. Je renvoie

au Séminaire [KLRS] pour le "credo" de Langlands sur ces questions et une biblio-
graphie.
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