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Séminaire BOURBAKI
37e année, 1984-1985, n° 650 Juin 1985

ALGEBRES DE TYPE DE REPRESENTATION FINI
d'apras BAUTISTA, BONGARTZ, GABRIEL, ROITER et d'autres

par Christine RIEDTMANN

1. INTRODUCTION

Soit A une algebre associative unitaire de dimension finie sur un corps k
algébriquement clos. D'aprés le théoréme de Krull- Remak-Schmidt tout A-module de
type fini se décompose de fagon essentiellement unique en une somme directe de mo-
dules indécomposables. On dit que A est de type de représentation fini (trf) si A

ne posséde qu'un nombre fini de modules indécomposables (3 isomorphisme pres).

Exemples : une algebre commutative locale de trf est isomorphe a k[T] / (’I’n),
n €IN . En effet, dans le cas contraire, elle admet 1'algebre B = kIS, T] /(S,’I')2
comme quotient, ce qui est exclu, puisque les B-modules B/@S-\T) , A€ k , sont
indécomposables et deux i deux non-isomorphes. L'algebre kG d'un groupe fini G
est de trf siet seulement si les p-groupes de Sylow sont cycliques odn p = car k
[Hi] . Les algebres indécomposables de trf et de dimension globale <1 se répar-
tissent en classes indexées par les diagrammes de Dynkin An , Dn , E E_ et

6’ 17
E8 [G1]

A une algebre A de trf on peut associer un complexe simplicial fini de di-
mension 2 . En passant par le revetement universel de ce complexe, on définit le
"revetement universel' puis la forme standard de A , deux invariants de nature
combinatoire, qui ont été étudiés par Bongartz, Bretscher et Gabriel dans [BoGl],
[G4] et [Br Gl . Mais il manquait une méthode pour décrire toutes les algebres
ayant la m&me forme standard. En particulier, on ignorait si 1'existence d'algebres
non-isomorphes 4 leur forme standard était spéeciale i la caractéristique 2, seule ca-

ractéristique od 1'on connaissait des exemples [Ri 1, 2]

L'article [Rol de Roiter apportait les idées permettant de répondre i cette

question. Les efforts de Bautista, Gabriel et Salmerén pour comprendre et compléter

S.M.F.
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C. RIEDTMANN

ce travail ont mené i l'article commun [BGRS] . Joint & deux résultats récents de
Bongartz [Bo4] et Fischbacher [Fi 1], cet article donne une analyse complete
des algebres de trf , quel'on va tenter d'expliquer dans cet exposé. Nos ''démonstra-

tions" sont en fait des esquisses de démonstrations.

On définit au paragraphe 4 la forme standard pour la classe plus vaste des al-
gébres distributives, et on donne le critére de Bongartz [§{8] , qui permet de discer-

ner les algebres de trf parmi les algébres distributives standard.

On montre que si car k# 2, toute algébre de trf est standard [§5), et on
décrit toutes les algebres de trf ayant une forme standard donnée en caractéristique
2 [§6]. Il découle de cette description que toute algebre A de trf posséde une
base multiplicative filtrée, i.e. une base B telle que tout produit de deux éléments
de B soit nul ou se trouve dans B et telle que B contienne une base de toute
puissance du radical de A . (Les éléments d'un groupe fini G forment une base
multiplicative de kG, mais cette base n'est filtrée que si le radical de kG est nul,
i.e. si la caractéristique de k ne divise pas l'ordre de G). L'existence d'une base
multiplicative implique qu'en toute dimension il n'y a qu'un nombre fini d'algebres de
trf (4 isomorphisme prés). Mais le criteére de Bongartz permet d'en construire une

telle multitude qu'une classification semble hors de portée.

Finalement [§ 9] on donne une nouvelle démonstration d'un théoréme de
Nazarova et Roiter (seconde conjecture de Brauer-Thrall) : une algebre de type de
représentation infini possede une infinité d'indécomposables en une infinité de dimen-

sions [NR]

Je tiens 4 remercier N. A'Campo et K. Bongartz et mes collegues de Grenoble

et Bale pour l'aide apportée i la préparation de cet exposé.

2. PRELIMINAIRES [BGRS]

I1 est plus commode de travailler avec des petites catégories k-linéaires, que

nous introduisons maintenant, qu'avec les algebres associatives unitaires.

Soit Q@ un carquois (= graphe orienté) localement fini. Un chemin de longueur
n>0 d'un sommet a vers un sommet b dans Q est une suite
0.1 az O.n

a a1 b de fleches de Q (si n=0, c'est le chemin pares-
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(650) ALGEBRES DE TYPE DE REPRESENTATION FINI

seux qui ne quitte pas le sommet a=b). Les objets de la catégorie k-linéaire kQ
des chemins de @Q sont les sommets de Q , un morphisme dans kQ(a,b) est une
combinaison linéaire finie de chemins de a vers b, et la composition est induite

par la composition des chemins.

Les chemins de longueur > 1 engendrent un idéal kQ, de kQ . [Un idéal
(bilatere) d'une catégorie k-linéaire A est la donnée d'un sous-espace vectoriel
I(a,b) < A(a,b) pour tout couple a,b d'objets de A , vérifiant Bya € I(a',b') ,
vo € NMa',a) , y €1(a,b) , B € AP,b")]. Un idéal Ic kQ est appelé admissible
si I¢ kQE et si pour tout sommet a il existe un entier naturel ea tel que les
chemins d'extrémité a et de longueur 2 Ea se trouvent dans I . Si I est admissi-

ble, la catégorie quotient kQ/I est une catégorie localement bornée :

DEFINITION. Une catégorie localement bornée est une catégorie k-linéaire
ayant les propriétés suivantes :
i) Deux objets distincts ne sont pas isomorphes.
ii) Pour tout objet a 1'algebre A(a,a) est locale, i.e. A(a,a)/rad A(a,n) est
isomorphe a4 k .
iii) Pour tout objet a on a

2 dim, A@,b) < » et 2 dim_A(p,a) < = .
b k b k

Réciproquement toute catégorie localement bornée A est isomorphe i une caté-
gorie kQA/I : le radical R de A est 1'idéal des morphismes non-inversibles de
A . Les sommets du carquois Q A sont les objets de A, et QA contient
dimk RA(a,b) / RZA(a, b) fleches de a vers b . Définissons un foncteur k-linéaire sur-
jectif ¢ : kQA — A : sur les objets ¢ est l'identité, et & envoie les flaches de
a vers b sur des représentants dans RA(a,b) d'une base de RA(a,b)/RZA(a,b) .
L'idéal I =ker § est admissible, et ¢ induit un isomorphisme kQA/I =0
Notons qu'une catégorie localement bornée /A détermine le carquois Q, , tandis que

1'idéal 1 dépend de la présentation & : kQA—>A .

Une catégorie localement bornée A= kQ/I est connexe si Q est connexe,
et elle est sans grands détours (interval-finite dans la terminologie de [BGRS])
si pour tout couple d'objets a,b €A le nombre des chemins dans Q de a vers b
est fini. Cette derniére propriété implique que Q ne contient pas de cycles orientés.

Une sous-catégorie pleine A' c |\ est appelée convexe si tout objet de A situé
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sur un chemin de Q reliant deux objets de J' est encore dans §J' . Dans ce cas
le carquois de A' estun sous-carquois de Q . Si a5, 8,,... sont des objets de A,

nous notons A{al,az,...} la sous-catégorie pleine de A dont 458, sont les

objets.

Soit A=kQ/I localement bornée. Un A-module (i droite) est un foncteur k-
linéaire contravariant X : A—mod k (la catégorie des espaces vectoriels de dimen-
sion finie sur k). Les morphismes de A-modules sont les transformations naturelles.
Un A-module X est donc la donnée d'un espace vectoriel X(a) de dimension finie
pour tout sommet a et d'une application linéaire X() : X(b) — X(a) pour toute
flache a : a—b telle que X(p) =0, vp €I ; un morphisme f : X — Y est une
famille d'applications linéaires f(a) : X(@a) — Y(a) , a € A, telle que
f(a). X(@) = Y(a)of(b) pour toute fleche o :a — b . Le support supp X d'un A-
module X est l'ensemble des sommets a de Q tels que X(a) # 0 , le vecteur
de dimension dim X est la famille (dim X(a))aEA , et la dimension dim X est

la somme 3, dim X(a) . Si A estfinie, la dimension de A est la somme
acp

2. dim A( ,a) . Nous notons mod A\ la catégorie des \- modules de dimension finie,
a

et nous disons que A\ est localement de type de représentation fini (ltrf) si pour
tout a € A il n'existe qu'un nombre fini de modules indécomposables X € mod A
tels que X(a)# 0 .

A une catégorie finie localement bornée A et une suite exhaustive a5 @y
d'objets (éventuellement avec répétitions) on associe l'algebre A(al,...,an) des ma-
trices [o.ij] ol °'ij € A(aj,ai) . Les catégories des modules sur la catégorie A
et sur l'algebre A(al,...,an) sont équivalentes. Toute algébre A (associative, uni-

taire, de dimension finie) s'obtient de cette fagon : il suffit de décomposer

r M
A A <) P1 en somme directe de multiples de projectifs indécomposables deux &
=1 M
deux non-isomorphes, de noter que A est isomorphe & End A(e_a Pil) et de prendre
i
pour A la sous-catégorie pleine de modA dont les objets sont pl""’Pr . Une
base multiplicative filtrée pour A (définition évidente) fournira donc une telle base

pour A .

3. PREMIERE DEFINITION DE LA FORME STANDARD ([BoGl, [G4], [BrGl)

Soit A une catégorie localement bornée et connexe. Le carquois d' Auslander-
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Reiten de A est un carquois I“A dont les sommets sont des représentants des A-
modules indécomposables de dimension finie et qui contient une fleche X —Y s'il
existe un morphisme irréductible f : X —Y , i.e. un non-isomorphisme tel que pour
toute factorisation f = hog dans mod A ou bien g soit une section ou bien h
soit une rétraction. Par miracle I‘A est localement fini, et il a d'autres propriétés
surprenantes [AR, voir aussi G3] : soien:li a B - C , i=1,...,,r les fleches de
TA d'un but C non-projectif et soit g * B —-C irréductlble avec n; maximal. Alors
=[ gi] B = eBB — C est un épimorph.lsme et on a une suite exacte non-scindée

lg;)
[1] @Bni gl

) - C —> 0

(%) 0 —1C

ol TC = ker g est indécomposable, déterminé uniquement par C , les composantes
fi : 7C —~ Brili de l'inclusion ker g — B sont irréductibles et représentent précisé-
ment les fleches de I‘A de source TC . La suite (%) est presque-scindée, i.e.
tout non-isomorphisme h : X — C avec X indécomposable se factorise par g .
Pour toute fleche q Bi — C , T. contient donc une fleche o@i :C —~ Bi , et on

A
trouve ainsi toutes les fleches de source TC . On appelle maille de I‘A de but C

P
\ /

Supposons maintenant que A soit ltrf . Alors la sous-catégorie pleine ind A

le sous-carquois

de I“A.

de mod A dont les objets sont les sommets de I‘A est localement bornée et connexe,

et il s'avere que I‘A est le carquois de ind A . En effet, deux morphismes irréduc-

tibles f,g : X — Y sont toujours linéairement dépendants modulo les morphismes
. 2.
"réductibles" R (ind A)(X,Y) [Ba 1] . Pour décrire ind A il suffit donc de donner

une présentation kT‘A — ind A .

La catégorie des mailles k(TA) est le quctient de kI‘A modulo 1'idéal des

mailles, qui est engendré par les relations RC =2,qe0a , pour C non-projectif,

ol q parcourt les fleches de I‘A de but C . La suite (* montre que 1'on peut

choisir des représentants fi = q>(0qi) et g = @(ai) pour les fleches d'une maille
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tels que &(Z o° oai) = 0 . S'il existe un représentant &(g) pour toute fleche ¢ de
rA tel que & s'annule sur toutes les relations de maille simultanément, ind A est
isomorphe a k(rA) . (Notons que la plupart des fleches appartiennent & deux mailles
a la fois). Si car k = 2 , un tel choix n'est pas toujours possible, comme le montre
'exemple ci-dessous. Mais, dans tous les cas, il existe une catégorie ltrf A , la
forme standard de A telle que ind A soit isomorphe & k(T [BoG]l . Le car-
quois de A est QA , e A peut se décrire par l'idéal standard ISt c kQA :
Ist(a,b) est engendré par les différences v-w ol (v,w) est un contour et les
chemins non-stables de a vers b [BrG],(voir §5 pour les définitions). Le car-
quois d'Auslander-Reiten de A est T, , et A est une dégénérescence de A si A

A
est finie [BoG]

Exemple : soit A la catégorie localement bornée définie par

Q= '%’ *Dp
4
et 1'idéal I engendré par pz—o,ﬁ , Ba-Bpa et p . L'idéal Ist est engendré
par pz-aa et Bo . Si cark # 2, le foncteur F : A = kQ/I — | = kQ/Ist induit
par Fo=a, FB=pB+Bp et Fp = p+%p2 est un isomorphisme, mais on voit faci-
lement que A et A ne sont pas isomorphes en caractéristique 2 , et les deux sont

de trf [Ril].

4. CATEGORIES DISTRIBUTIVES ET CATEGORIES DE RAYONS [BGRS]

DEFINITION. Une catégorie localement bornée | estdistributive si le treillis
des idéaux bilateres de A est distributif, i.e. (11+12)n 13 = (Iln 13) + (Izr‘u 13) s
VII’I2’13 . Cette condition est équivalente 4 dire que A(a,b) est un A(b,b) - Aa,a)-
bimodule unisériel va,b € A, ou encore que A(a,a) estisomorphe i une algebre
n
k[T] /(T %), va, et que A(a,b) est monogeéne d'un cOté au moins, i.e. en tant que

module sur A(a,a) ou sur A(,b) , va,b .

Une catégorie N ltrf est distributive. En effet, toute sous-catégorie pleine de
A est ltrf (prendre comme extension des modules le foncteur adjoint & gauche & la
restriction), ce qui implique que A(a,a) est de trf va . Si A(a,b) n'est monoge-
ne d'aucun cOté, la sous-catégorie pleine Af{a,b} de A posséde un quotient kQ/1
donné par

2
Q=a—2b,I=0 oupar Q=aca __Y_,bQB, I=(a2,8ya,8),
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et ces catégories sont de type de représentation infini.

Soit A une catégorie distributive et a,b € A . La profondeur d(u) d'un mor-
n+l
phisme u € A(a,b) estle plus grand entier n tel que p € RnA(a,b)\R Aa,b) ,
d(0) = +o , et lerayon |, de p est1'ensemble {venmMab):d) =d@]} . Tout

v € : est de la forme po ou By pour des automorphismes ¢ et B .

La catégorie de rayons || associée 3 A posséde les me&mes objets que A ,
I'ensemble X(a,b) est formé des rayons des morphismes dans A(a,b) , et la compo-
sition de deux rayons ﬁ € K(a,b) et 3 € K(b,c) est définie par
viosi dW'W) =d) , Y Ed, V' EY,

VM =
0 autrement.

De la distributivité de A on déduit que cette composition est associative.

Une catégorie de rayons est une catégorie P caractérisée par les propriétés

suivantes :

(i) wa,b , P(a,b) contient un morphisme zéro.
(@ii) Deux objets distincts ne sont pas isomorphes.
(iii) Pour tout a € P il n'existe qu'un nombre fini de morphismes non nuls
d'extrémité a .
2 ng-l n,
(iv) vae P, P(a,a) = [lla,a,a,...,a ,a =01}.

{y,ya,...,yar_l,yar= 0} pour un r < n, ou

(v) va,beP, P(a,b) = Y s
{vy.,By,...., B "y,B y=0} pour un ssn

od o et B sont des générateyrs de P(a,a) et Pp,b) .
(vi) Bya = B6a. implique vy = 6,

Par une construction analogue a celle du §2, une catégorie de rayons P peut
se décrire par un carquois QP et des relations : il faut travailler avec la catégorie
'"non-linéarisée" des chemins du carquois. En particulier, les carquois de A et K

sont les memes.

La k-linéarisation k(P) d'une catégorie de rayons P posséde les me&mes
objets que P , k(P)(a,b) est I'espace vectoriel engendré par P(a,b) modulo le
sous-espace engendré par 0¢ P(a,b), et la composition est induite par celle de P .

La catégorie Kk(P) est distributive et possede P comme catégorie de rayons.
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Inversement, si A est distributive, la catégorie A = k(?\') s'appelle forme
standard de A . Les rayons non-nuls forment une base multiplicative filtrée de A

Le foncteur ¢ : kQA - A qui envoie un chemin v = Qe sur le rayon

- — 1

v = an'"al est visiblement une présentation de A , et le noyau ker & est 1'idéal
standard [§3] . Si A est ltrf , les deux définitions de la forme standard coihci-
dent donc, et par conséquent A est ltrf . Ce fait est utilisé dans la démonstration
du critére de Bongartz dans [BGRS] . Dans cet exposé, nous le démontrons sans

nous appuyer sur la premiere définition de la forme standard, en suivant une idée de

Bongartz [§6]

5. L'ISOMORPHISME ENTRE A ET A POUR cark # 2 [BGRS]

%1 o2 On
Soit A une catégorie distributive., Un chemin v g a a,

n'est pas nul. Au cas od V= 0,
G4 P
un chemin nul autrement. Notons qu'un chemin nul est annulé par toute présentation

dans QA est appelé stable si le rayon V= an"'al

v est singulier s'il existeun rayon p tel que a‘n ai"'al #0, et v est
de A, un chemin stable par aucune et que les deux se produisent pour un chemin

singulier.

Le chemin v est profond si ;;a =0 = B;" pour tout non-isomorphisme
a € A(aO, ao) et B € A(an, an) . Deux chemins v, w : ao — an sont entrelacés
si (v,w) appartient & la relation d'équivalence engendrée par les relations suivan-
tes : v~w si v= uvlu' et w=uwu' pour deux chemins u, u' dont un au

moins est de longueur 2 1 et deux chemins v

, W tels que ?;1=v'v'1 #0 .

Un contour (v,w) de A (ou 7\') est un couple de chemins stables
V,W : a0 — an tels que V = w . Le contour est essentiel si v et w ne sont pas
entrelacés.

Finalement, une catégorie distributive ) est améne si A/I est ltrf , pour

tout idéal I# 0 . Nous verrons au paragraphe suivant que ) est amene si et seule-
ment si la forme standard 7 l'est.

THEOREME 1. Soit A une catégorie distributive a forme standard A
améne.

a) Un chemin singulier de QA contient un chemin singulier de longueur 2 .
b) Deux chemins singuliers de longueur 2 coincident dés qu'ils ont une flé-

che en commun.
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¢) Soit (v,w) un contour essentiel et non-profond. Alors la sous-catégorie
pleine de A définie par les sommets ol passe Vv ou w est une des suivantes.

(Le contour (V,W) est donné par la relation sous-lignée).

i) "I'haltere” Q =0, e Yoo DT, I=(vo-TV, os, T) avec r,s<5 et
min(r,s) = 3

ii) "le carreau"

oz, * N\ B
AN
N

> I = (Ba-0y,an-AB, n\) .

iii) "le bicycle"

—e -1 2
L, \. I= (o.n...al- Phroyays afi"'alp“n“‘aiﬂ’ 1sisn-1)
/ Qn
| \ on f: {1,...,n-1} — {1,...,n} est une fonction
Q = \ ° Q P s [ ’ } { ’ }
N ./al croissante (au sens large).
\\.‘62

d) Deux contours essentiels non-profonds coincident deés qu'ils ont une flé-

che en commun.

Bien qu'on ne soit parti que d'une catégorie amene, les sous-catégories i) , ii)
et iii) sont .de trf . La démonstration de ce théoreme surprenant, qui est essentiel
dans la démonstration de l'existence de bases multiplicatives, consiste i trouver une
stratégie (finie !) qui élimine toutes les pathologies autres que a) et ¢c) . A chaque

étape on doit donc montrer qu'un quotient propre de A n'est pas ltrf .

DEFINITION. Une chaine (finie ou non) d'une catégorie de rayons P est une

suite de morphismes
a a
1 3
N BN
a, a, a,

telle qu'aucun des couples (pi’ pi+1) puisse etre complété en un triangle commutatif
(pi, pi+1’°) par un morphisme ¢ :ai — ai+2 ou o : ai+2 — ai dans P . Une
chame finie qui s'arrete par Pop = po pour n 2> 2 donne lieu 3 une chatme infinie

de P .

La catégorie de rayons associde & une catégorie 1ltrf | est sans chaine
infinie [BGRS] .
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THEOREME 2. soit N\ une catégorie distributive telle que A soit améne

et 7\‘ sans chaine infinie. Alors | est isomorphe & la forme standard A pourvu
que cark # 2,

Démonstration. Les parties a) et b) du théorame 1 permettent de trouver une
présentation { : k QA—> A qui annule tous les chemins singuliers de Q A Posons
8(1) = € y(1) pour la fleche T d'une haltere, od y(vo) = ey(rv) pour un automor-
phisme ¢, et &(B) = ny(B) pour la fleche B d'un carreau, od ¥y) = n{(Ba)

pour un automorphisme 1 . Pour un bicycle (pz,an...a ) on a

1
2 4

Vy--0q) = V(P )(A+BY(p) avec A,B €k, A#0, car §(p) = 0 . Puisque

car k# 2 , le morphisme A+ By(p) est un carré p.z , et on pose &(p) = K Y(p) .

Sur toutes les autres fleches § coihcide avec | .

Il est facile de voir qu'aucune des fleches 7, B, p ne fait partie d'un chemin
singulier, et ¢ annule donc toujours tous les chemins singuliers. Pour tout contour
(v,w) on a &) =c§(v,w) d(w) avec cq)(v, w) €k* : par construction ceci est vrai
pour les contours essentiels non-profonds et donc aussi pour les contours non-essen-
tiels. 8Si (v,w) :a — b est profond, &(v) et &(w) se trouvent dans le socle du

bimodule A(a,b) , qui est isomorphe &4 k .

Au paragraphe 7 on associera un ensemble simplicial & 7 , et on verra que
HZ(K,k*) = 0 . Représentons chaque rayon p # 0 par un chemin v}’1 dans QA tel
que = ;l-l . Ceci permet d'associer un 2-cocycle y & valeurs dans k* ala pré-

sentation ¢ : pour un 2-simplexe (u,y) on pose
d(v) = Ve (v .
&) (p) Y, V) (vu)

Soit )\ une l-cochaine de cobord vy . La présentation §' : kQA — A donnée par
3'(0) = X(E)_l ®(a) pour toute fleche o de QA posséde alors les m®&mes propriétés

que &% , et en plus c@,(v,w) =1 pour tout contour (v,w) .

6. FORMES EN CARACTERISTIQUE 2

Soit B une catégorie provenant d'un bicycle, définie par le carquois Q et
les relations I du paragraphe 5. Notons Ix 1'idéal de kQ engendré par
2 4
- - A i=1,...,n-1, ol
O eee Oy P, alan alpan, p et Qpy o.lpcxn a1+1 s 1 n
f:{1,..,n-1} — {1,...,n} est la fonction croissante associée & B . Si cark = 2

et si f(n-1) # 1 (.e. a, Py Z 1) , les catégories B et Bx = kQ/Ix ne sont
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pas isomorphes, et B est la forme standard de Bx . Si f(n-1) # 1 , on dit que B

posséde une forme non-standard.

Partons d'une catégorie distributive A 4 forme standard amene, et notons ¢ A
I'ensemble de ses bicycles possédant une forme non-standard. A tout sous-ensemble &
de C, , on associe un idéal I

A S
B dans §, on pose Ig(a,b) = Ix(a,b) , et autrement on prend Ig(a,b) = Ist(a’b) ,

de kQ A :si aetb appartiennent au m&me bicycle

i.e. 1'espace engendré par les chemins non-stables et les différences v - w , ol (v,w)

est un contour. La k-catégorie 7\8 est le quotient kQA/ Ig .

La catégorie 7\3 posséde une base multiplicative filtrée, car elle est iso-
morphe i la linéarisation k(ﬁg) : les objets et les morphismes de Kg sont ceux de X s
mais le produit de deux rayons cI;V et \Ta'l provenant d'un bicycle B € S est

——————————— -
wo, pq,nv . Tous les autres rayons se composent comme dans A .

THEOREME 1 [BGRS] . Soit |\ une catégorie distributive dont la forme
standard est améne et la catégorie de rayons sans chaine infinie. Alors M est
isomorphe & une catégorie 7\8 .S cark=2, -l-\s et 7\8' ne sont isomorphes gque

s'il existe un automorphisme de s qui envoie § sur §' .
La démonstration est une adaptation de celle du théoreme précédent.

THEOREME 2 [Bo4] . soit A une catégorie distributive qui satisfait aux
hypothéses du théoréme 1, sur un corps de caractéristique 2 . Si A n'est pas
ltrf , A et /_\ sont isomorphes. Si 7\ est ltrf , N 1l'est aussi, et les car-

quois d'Auslander-Reiten de |\ et j_\ coincident.

Si CA # ¢ , Bongartz construit des idéaux non-triviaux Ic A, I <A tels

que les quotients A/I et A/I soient isomorphes et C =9 et tels que A

et A soient ltrf des que A/I l'est. Si A n'est pasA/lItrf , on a donc CA =9,
et A est isomorphe & A d'apres le théoreme 1 . La seconde assertion découle du
fait que I‘A et I‘K se construisent de la meme fagon a partir du carquois
d'Auslander-Reiten de A/I .

COROLLAIRE. Pour qu’une catégorie distributive N\ soit ltrf (améne) il
faut et il suffit que 7\ soit 1ltrf (améne).

Démonstration. Les treillis des idéaux de A et A étant isomorphes, il suffit
de montrer 1'énoncé pour 1trf. Si A ou A est ltrf, X est sans chafne infinie,

et on sait que A et A ont meéme type de représentation des que 1 est amene
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(th. 2 et §5, th. 2). Supposons que A soit ltrf. Si A est une catégorie finie, on
voit par récurrence sur la dimension de A sur k que A est ameéne, car tout quo-
tient propre de A estla forme standard d'un quotient propre de A . Par conséquent,
1 est ltrf comme A . On en déduit que dans le cas général A est une catégorie
dont toute sous—catégorie pleine finie est ltrf , et ceci entrafe que A est ltrf
([Bo 31, [BGRS]).

Il découle du corollaire et des résultats des paragraphes 5 et 6 que toute caté-

gorie ltrf posséde une base multiplicative filtrée.

7. LA TOPOLOGIE D'UNE CATEGORIE DE RAYONS

Associons un ensemble simplicial S.P A une catégorie de rayons connexe P :
un O-simplexe est un objet de P , et un n-simplexe, n > 1 , est une suite

_ . P1 P2 Pn .
o= (pl,..., ph) de morphismes a0 a1 an dans ‘P telle que

Py # 0 . La i-ieme face d'un n-simplexe (pn,..., pl) est donnée par

(92,---y pn) ’ i=0 ’
(plv"a pi_ly pi+1pi’-~-» pn) , 1= 1,...,[1—1 N
(plv'-ﬂ pn—l) , 1=n

pour n= 2 et par le but ou la source de p si n=1 . Les opérateurs de dégéné-

rescence s'obtiennent en insérant des morphismes identiques [BGRS]

Le groupe fondamental Il (P,a) , a € P, de P est le groupe fondamental (de
la réalisation géométrique) de S.P , et les groupes d'homologie et de cohomologie

de P sont ceux de S.P. Le revétement universel P de P est "la" catégorie
de rayons telle que S.P soit isomorphe au revetement universel de S.P.

Le groupe [I(P,a) est donc le quotient du groupe fondamental II(QP, a) du
carquois QP (en tant qu'ensemble simplicial de dimension 1) par le sous-groupe

-1 -
normal engendré par les éléments u w lvu ,ol (v,w) : b — c est un contour et

u:a —»,,—>C, <— ,, < C_, —> — ¢, -— ... — b

1 9 3
un chemin non-orienté de a vers b . Le carquois Qﬁ du revetement universel P
est le revetement connexe T : Qﬁ - Qp dont la fibre au-dessus de a est égale a

nP,a) , et P est décrite par Qﬁ et les images réciproques par T des relations
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de P .

Pour 1'exemple du paragraphe 3, le revétement universel est donné par le car-

quois
’V W\ V \
po / P2
et les relations Pi+1 Py °i+1 i B1+1a1 » 1€

THEOREME ([Fi 1] ,[BGRS]). Soit P une catégorie de rayons connexe sans
, 2
chaine infinie. Alors le groupe fondamental n{P,a) est libre, H (P,Z) = 0
pour tout groupe abélien Z , et le carquois Qf) du revétement universel P est

sans grands détours.

L'hypothese que P est sans chafme infinie est essentielle : & partir d'un cube
posé sur un sommet on construit une catégorie de rayons P (connexe, contenant une
chatme infinie) en orientant toutes les arttes du cube vers le haut et en imposant
qu'aucun chemin de longueur 2 et tout chemin de longueur 3 correspond au morphis-

2
me nul. Visiblement H (P, Z) =

Démonstration . Soit A = {c(,l,,an} un ensemble non-vide de flaches
o ra -~ bi de P, et soit P/A le quotient de P par l'idéal engendré par A .
On dit que A est admissible s'il existe des chemins u : a — c et ui : bi - c
avec les propriétés suivantes :

i) (uiai,u) est un contour essentiel de P .

ii) Pour tout contour essentiel (vzaivl,w) de P ona v = la .

iii) 8i (v,w) est un contour essentiel de P mais non pas de P/A , il existe
un chemin v' tel que v'v = U, et ou bien v'v est entrelacé avec u ou
bien v commence par un des o -

D'un ensemble de fleches de P (de but commun) satisfaisant aux conditions duales
on dit aussi qu'il est admissible. Si A est admissible, les groupes fondamentaux de
P et de P/A sont isomorphes, et le quotient du revetement universel n:P —P

de P par I'idéal engendré par les ﬂ—l(ai) est le revetement universel de P/A .

Le résultat de base de Fischbacher est que P contient un ensemble admissible

de fleches des que P contient des contours essentiels. Ceci lui permet de trouver

une suite
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.P.—VP. —_ ...— P

i i-1 0
de catégories de rayons telle que P1 1 soit isomorphe a Pi/Ai pour un ensemble
admissible, que P0 soit sans contours essentiels et que P soit isomorphe a

lim P1 . Le théoréme s'en déduit par récurrence sur i .

8. LE CRITERE DE BONGARTZ [Bo 3)

Happel-Vossieck et Bongartz ont établi une liste de 141 types de catégories
distributives ayant 9 objets au plus ([HV], [Bo 3] ). Nous appelons critiques les ca-
tégories de cette liste, et en plus les catégories définies par l'un des carquois

N_. _/  oxN_ /N /™

—— coe

/ N\ ~/ A N N
Q1 QZ Q3
(o les ar@tes pourront etre orientées de fagon arbitraire) avec comme seules rela-
tions la commutativité des diagrammes '"orientés" aux extrémités de Q2 et Q3 .
Toute catégorie critique posséde une infinité d'indécomposables pour un vecteur

de dimension.

THEOREME. Soit A une catégorie distributive telle quer P=1R soit sans
chaine infinie. Alors N est ltrf si et seulement si .k(f’) ne contient aucune

catégorie critique comme sous-catégorie convexe.

Démonstration. Les conditions que A , A ou k(ﬁ') soient ltrf sont équiva-
lentes ((§6), [MP], [G4]) , ce qui implique que les conditions du théoreme sont
nécessaires. Réciproquement, ces conditions garantissent que k(P) ne contient pas
de sous-catégorie convexe finie de type de représentation infini [Bo 2,3) . Mais dans
ce cas on peut construire pour tout sommet X un voisinage 'L(X (= sous-catégorie
convexe finie) tel -que ?,(x contienne le support de tout indécomposable M avec

Mx) # 0 [Bo 1] . Par conséquent, k(P) est ltrf.

Remarques . Si A est finie de dimension d, il suffit que P ne contienne
pas de chahes (po, veny pn) avec n =2 2d-1 pour que 7{ n'ait pas de chamme infinie,
L'existence des voisinages 'z,(x permet en principe de construire le carquois
d'Auslander- Reiten d'une catégorie finie de trf 4 l'aide d'un ordinateur, mais la ca-

pacité est trés vite dépassée.
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9. - LE THEOREME DE NAZAROVA ET ROITER

THEOREME. Une catégorie finie de type de représentation infini posséde
une infinité (de classes d'isomorphismes) d'indécomposables pour une infinité de

vecteurs de dimension.

Démonstration [Ba2, BrT,Fi 2] . D'apres [Sm)] il suffit de construire une infi-
nité d'indécomposables pour un vecteur de dimension. On se rameéne au cas od la ca-
tégorie A est distributive puis amene et od P = A est sans chafme infinie. Alors
Qﬁ est sans grands détours [§7] , et le critere de Bongartz permet de construire
une infinité d'indécomposables sur k(P) de meme vecteur de dimension. Ceci démon-

tre le théoreme pour A [G4] , mais A et | sont isomorphes [§5,6).

L'étude des indécomposables sur les catégories critiques permet d'affirmer
qu'il existe une infinité d'indécomposables en une dimension < 2(dim A)2 +30 ([Bo 3],
[Fi1l]l). Gabriel s'est servi du théoreme de Nazarova et Roiter pour montrer que
les algebres de trf forment un ouvert dans la variété des structures d'algebres

associatives sur un espace vectoriel fixé de dimension finie [G 2]

BIBLIOGRAPHIE (voir aussi la bibliographie de [BGRS]).

[AR] M. AUSLANDER et I. REITEN, Representation theory of Artin algebras III,
Comm. Algebra 3(3) (1975), 239-294.

[Ba l] R. BAUTISTA, Irreducible morphisms and the radical of a category, An.
Inst. Mat. Univ. Nac. Auténoma México 22 (1982), 83-135.

[Ba 2] R. BAUTISTA, on algebras of strongly unbounded representation type,
Comment. Math. Helvetici, & paraitre.

[BGRS] ~ R. BAUTISTA, P. GABRIEL, A. ROITER et L. SALMERON, Representation-finite
algebras and multiplicative bases, Invent. Math. & parafitre.

[Bo 1] K. BONGARTZ, Treue einfach zusammenhingende Algebren 1, Comment. Math.
Helvetici 57 (1982), 282-330.

[BO 2] K. BONSARTZ | critical simply connected algebras, Manuscripta Math. 46
(1984), 117-136.

[Bo 3] K. BONGARTZ, a criterion for finite representation type, Math. Ann. 269
(1984), 1-12.

[Bo 4] K. BONGARTZ, Indecomposables are standard, preprint 1924.
[Bog]

ra

BONGARTZ et P. GABRIEL, covering spaces in representation theory,
Invent. Math. 65 (1982), 331-378.

[BrG] 0. BRETSCHER et P. GABRIEL, The standard form of a representation-finite
algebra, Bull. Soc. Math. France 111 (1983), 21-40.

[BrT] 0. BRETSCHER et G. TODOROV, on a theorem of Nazarova and Roiter, Preprint.

349



[Fi1] v
[Fi2] wu.
61] p.
G2] r.
3] r.
64 r.
[Hv] D

[Hi] D.
[MP] R.
[NR] L.
[Ri 1] ch.
[Ri 2] ch.
Ro] A
(Sm] S.

C. RIEDTMANN

FISCHBACHER, zZur Kombinatorik der Algebren mit endlich vielen Idealen,
Preprint 1985.

FISCHBACHER, une nouvelle preuve d'un théoréme de Nazarova et Roiter,

C.R. Acad. Sc. Paris, t. 300, Série I, n°9 (1985), 259-262.

GABRIEL, Représentations indécomposables, Séminaire Bourbaki 26e année
(1973-74), n° 444,

GABRIEL, Finite representation type is open, Proc. Ottawa 1974,
Springer Lecture Notes 488, 132-155.

GABRIEL, Aauslander-Reiten sequences and representation finite algebras,

Proc. Ottawa 1979, Springer Lecture Notes 831, 1-71.

GABRIEL, The universal cover of a representation-finite algebra, Proc.

Puebla 1980, Springer Lecture Notes 903, 68-105.

. HAPPEL et D. VOSSIECK, Minimal algebras of infinite representation

type with preprojective component, Manuscripta Math. 42 (1983),
221-243.

HISMAN, Indecomposable representations at characteristic p , Duke

Math. J. 21 (1954), 377-38l.

MARTINEZ-VILLA et J. DE LA PENA, Automorphisms of representation-
finite algebras, Invent. Math. 72 (1983), 359-362.

NAZAROVA et A. ROITER, categorical Matrix problems and the Brauer-
Thrall conjecture, Preprint Kiev 1973. Traduction allemande dans Mitt.
Math. Sem. Giessen 115 (1975), 1-153.

RIEDTMANN, Représentation-finite self-injective algebras of class D, ,
Compositio Math. 49 (1983), 231-282.

RIEDTMANN, Many algebras with the same Auslander-Reiten guiver, Bull.
London Math. Soc. 15 (1983), 43-47.

ROITER, Generalization of Bongartz' theorem, Preprint Math. Inst.
Ukrainian Acad. of Sciences, Kiev (1981), 1-32.

SMALP, The inductive step of the 2nd Brauer-Thrall conjecture, Can. J.
Math., Vol XXXII, N°2 (1980), 342-349.

Christine RIEDTMANN

Université de GRENOBLE I

INSTITUT FOURIER

Laboratoire de Mathématiques

BP 74

38402 ST MARTIN D'HERES Cedex (France)

350



