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Séminaire BOURBAKI Juin 1985
37éme année, 1984-85, n° 649

rﬁi«)&sqwuxnumn DE LA QONJECTURE DE BIEBERBACH
[d'aprés L. de Branges]

par Joseph OESTERLE (1)

(-]
Pour toute fonction £ : zr— I anzn , univalente (c'est-a-dire hoLomonphe

et injective) sun Le disque unité de € , et pour tout entier n=21, on a
|an| < nlaq| .

Cette trés célébre conjecture de Bieberbach ([Bi], 1916) a été démontrée par de
Branges en 1984. En fait, le résultat de de Branges est plus fort et entrafne,
outre celle de Bieberbach, de nonbreuses autres conjectures de la théorie des fonc-
tions univalentes (cf{. n°® 3).

Introduction
©o
L'ensenble des fonctions f : z +— 20 an(f) 2 , univalentes sur le disque
n=
D={z € C|lz]l <1}, telles que ao(f) = 0 et aq(f) =1 , est traditionnellement
noté I (pour "schlicht", qui en allemand signifie univalente). Il est compact
pour la topologie de la convergence compacte sur D (Koebe, 1907, [Ko]l). En par-
ticulier, pour chaque entier n > 0 , 1l'ensemble des an(f) (f €F) est une par-
tie campacte de T .
Bieberbach ([Bi]) détermine en 1916 la borne supérieure des |aa(f)| (f €Y :
elle est égale & 2 et n'est atteinte que pour les fonctions dans f de la forme

Ka -(——19—)-2- (O €R) . L'origine de sa conjecture est une note de bas de
l-e" "z
page od il suggére que n = |an (Kg) | est peut—étre la borne supérieure des

la (£)| (f €9) pour chaque entier n >0 .

HE A et

Malgré environ un millier d'articles parus sur le sujet, seuls des résultats treés
partiels avaient &té obtenus avant la percée décisive de de Branges (en particulier
la conjecture n'était connue en toute généralité que pour les coefficients d'indice
n < 6 ). Le lecteur intéressé par les résultats concernant les fonctions univalen-
tes auxquels ces travaux ont conduit pourra se reporter aux bibliographies de [Bel
et [Du] .

(1 Les n° 6 et suivants du texte ont été remaniés aprés 1'exposé oral, pour y in-
sérer une démonstration élémentaire du résultat d'Askey et Gasper utilisé par
de Branges.

S.M.F.
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J. (ESTERLE

1. Histoire de la démonstration (c4. [dB 1], [dB 2])

En janvier 1984, de Branges ramena la démonstration de la conjecture de Bieber-
bach pour le n-iéme coefficient a vérifier que certains polyndmes, entiérement
explicites, sont positifs sur [0,1] . Gautschi fit cette vérification pour
n £ 25 par ordinateur et se rendit compte un peu plus tard qu'en fait Askey et
Gasper avaient démontré la positivité des polyndmes en question dans un article
paru en 1976, ce qui achevait la démonstration.

Celle-ci, assez longue, s'appuyait fortement sur les techniques introduites par
de Branges dans son livre "Square summable power series" et demandait 3
&tre éclaircie . Un séminaire organisé au printemps 1984 a 1'Institut Steklov de
Léningrad, auquel de Branges fut convié 3 exposer ses résultats, permit grace no-
tamment aux participations d'Emel'anov, de Kuz'mina et de Milin, de confirmer
et d'abréger la preuve. Un manuscrit rendant compte de ces travaux fut diffusé,
puis publié par 1'Institut Steklov sous la signature de de Branges. Son étude per-
mit en aolt 1984 & Fitzgerald et Pormerenke ([F;P]) d'obtenir de nouvelles simpli-
fications et de traiter les cas d'égalité laissés en suspens (résultats cbtenus
indépendamment par Emel'anov) : c'est leur présentation que nous adoptons ici.

2. Rappels sur les résultats de Bieberbach

e -~ x . I3

THEOREME 1 (Bieberbach, [Bi]).- Soif £ : z+—— EO anzn une gonetion univalente
n:

sut D . Ona |az| <2laq] .

On se raméne par translation au cas ol ao = 0 . La fonction £(z2) posséde
alors pour seul zéro un zéro dowble 3 l'origine. Elle admet donc une racine carrée
holomorphe h sur D ; celle-ci est impaire, univalente, et s'écrit

o

n__Z_JO czl,l_'_1z2n+1 avec c2 = a; et 2cqica = az . On conclut grice au théoréme sui-

vant :

el -~ Led
THEOREME 2.- Soit h : zt— Z 20+

20 Cone1? une fonction univalente impaire sur

D.Ona |ca| < el

-
’

-1
Il suffit d'appliquer le théoré&me qui suit a la fonction g : z+H— cqh(z )
-1
dont le développement de Laurent au voisinage de 1'infini s'écrit z - -((;—f"—z Foeo o
e (=) R .
THEOREME 3 (dit "de 1l'aire").- Soit g : z+— z + 20 bnzdn une fonction univa-
n=
- - x .
Lente sur T ~-D . L'aire de € - g(T - D) est m(l - 20 nlb |2) . On a en parti-
n=
oo
culiern |bq| £ T nlb [2<1 .
n=0 I

Notons Cr le cercle de rayon r , orienté dans le sens trigonométrique. Pour
r>1, l'aire du domaine de Jordan borné de frontidre g(C,) est
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(649) DEMONSTRATION DE LA CONJECTURE DE BIEBERBACH

zdz = -;—J g(z) g'(z)dz = n(rz—nzo n]bn[zr-zn) .
Ce

7]
2i
g(c)
On conclut en faisant tendre r wvers 1 .

Remarque 1.- Il résulte aussitdt des démonstrations ci-dessus que les seules fonc—
tions £ € & telles que [a(f)| = 2 sont celles de la forme :
z
2 ——=—— (avec 9 ER).
Kﬁ (1 _elaz) 2
Signalons quelques conséquences remarquables du théoréme 1 :

THEOREME 4 (dit "du quart") .- Soit f : z — E a 20 une fonction univalente
n=0

suwt D . Le nayon r de La plus ghande boule ouverte centrde en ao contenue
dans £(D) vérnifie '—?—I—Srs lat]

On se raméne par translation et homothétie au cas ol ap = 0 et a; =1.
L'application g : z+— f (rz) envoie 0 sur 0 et D dans D ; on a donc
d'aprés le leme de Sdma.rz r=|g'(0)| <1 .Soit w un élément de T - £(D) .

L'application 2z h— ——— est univalente sur D et son développement de Taylor

w- f(z)
en 0 s'écnt w+z+(—+a2)z2 +... . D'aprés le théoréme 1, on a I%+a2|52,
d'od |—] <2+ Jaz] <4 et |wl 24 7 - L'indgalité ‘11 < r en résulte.

1z]
(1-1zl)2
zZ+w

THEOREME 5.-Powr toute fonction £ € 3’ et tout z€D, ona If(z)l s

Soit w un élément de D . Posons r = |w| . L'application g : z2v+— f =
1-r2 zZ+w 1+wz
f'( ),d'oﬁ g'(0) =(1-1r3 £'(w)

est univalente sur D . On a g'(z) = =
(1+wz)2 1+wz

et g"(0) = =2W(1-1r2)f' (W) + (1-1r2)° £"(w). -D'aprés le théoréme 1, on a

Ig"(0) | <4 |g'(0)] , d'od

| £" (w) 2w

[£7w) ~ T-r2

’f" (w) 4+ 2r

4
ST-=

(1)

) Fw | ST=r2 °

En appliquant le théoré&me des accroissements finis 3 log £f' (avec la détermina-
tion du logarithme pour laquelle log £'(0) = 0 ), on en déduit
1+r

(3) llog £'(w) | < log EE
(4) £ (w) | < =+

(1-1r)3
et on conclut en appliquant une nouvelle fois le théorame des accroissements finis.

Remarque 2.- En fait on a mieux (Grunsky, 1932, [Gr]) : pour tout z € D , 1l'en-

semble {log (f(z)) | £ €3} est la boule fermée de centre log (Tt—}z_l’i et de
1+ 1z]

rayon log (1 — Izl) (avec pour déterminations du logarithme celles qu'on imagine).

COROLLAIRE.~ L'ensemble & est compact (pour La Lopologie de La convergence com-
pacte sur D).
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J. (ESTERLE

D'aprés le théorame 5, J est une famille normale, donc relativement compacte,
de fonctions analytiques sur D . Soit f un &lément de l'adhérence F de .
Ftant limite uniforme sur toute partie compacte d¢ D d'une suite de fonctions
univalentes sur D , la fonction f est univalente ou constante d'aprds le théo-
réme de Rouché. Maisona £(0) =0 et £'(0) =1, de sorte que f appartient
a . ainsi S, &gal 4 F, est compact.

3. Le théoréme de de Branges et ses conséquences

Les coefficients d'une fonction f € J sont trés fortement liés i ceux de
1
vE(z2) (racine carrée normalisée par vE(0) =1) et de zf (z) ..Posons en effet

£(z)
- 5 n
(5) f(z) = annz
. 5 2n+1
(6) vE(z2) = nEO Cone1 2
f'(z) _ - n
(7) 2F ) 1+2 nElbnz .

On cbtient, d'une part en élevant (6) au carré, d'autre part en prenant la dérivée

logarithmique de —i—'fzzzj , les relations
(8) 4= 2] C2e+1 C20'+1 (n20)
L+L'=n—~1
n-1
@ "Cont1 = 1&20 C22+1Pn-¢ 020 .

(<]
Vule th. 2 et 1'sgalits /Ro(®) = I 221 4] stait tentant de conjecturer,
n=

et Littlewood et Paley l'ont fait en 1932, que |c, .| <1 pour tout n20 .
D&s 1933, Fekete et Szegd ont fourni un contre-exemple. A fortioni, va (9), 1'iné-

galité Ibnl < 1 que suggérerait 1'égalité z%—f% =1+2 El Z" est fausse en
général.

Le théoré&me de de Branges établit en fait la véracité d'une conjecture de Milin
([Mi 2], 1971) qui affimme que certaines moyennes pondérées des |bn|2— 1 sont né-
gatives :

THROREME 6 (de Branges) .- Pour tout entier n=0 , on a

3 (l - —1—-)(|b |2-1) < 0.

2=1 £ nt+l £
Nous démontrerons cet énoncé dans les numéros qui suivent. La motivation princi-
pale de cette conjecture de Milin est qu'elle implique 1'énoncé suivant, conjec-
turé par Robertson en 1936 ([Ro 1]), énoncé qui, & son tour, implique la conjec-
ture de Bieberbach en vertu de (8) et de 1'inégalité de Cauchy - Schwarz :
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(649) DEMONSTRATION DE LA CONJECTURE DE BIEBERBACH

THEOREME 7.- On a 2<n+1 powr tout n=0 .

n
fo lezga |

m
Démonstration (Lebedev-Milin, [Mi 1] et [Mi 2]) : posons C_ = 2 lcu_'_ |2 .
m 2=0 1

D'aprés (9) et l'inégalité de Cauchy - Schwarz, on a pour m 2 1

m
1
leome1|? S 58 Cuer Z. [Ppl?
£=1
d'od

C m m

moci1+1 3 |b |2=El(1+ ((l- )(Ibl -1)))

Cm-l 1112£=1 £ f=1 @ m+1 L

Sno_mrl 3 ((1 )<|b| - 1)
Cm—-l— m exp!;l m m+1l L ’

et en effectuant le produit de ces inégalités pour 1 <m < n , on obtient

m
1 1 2
< (n+1) exp(lz ((z- m)(lb!'I -1)) ,
=1
ce qui permet de déduire le théoréme 7 du théoréme 6.

La conjecture de Bieberbach a été sucocessivement généralisée par Rogosinski
(1943, [Rg]), Robertson (1970, [Ro 2]) et Sheil-Small (1973, [S-S]). Leurs énoncés
étant impliqués, comme ils l'ont montré, par la conjecture de Robertson, sont main-
tenant démontrés. Pour les formuler, introduisons l'ensenble 9 des fonctions de
la forme @.fow, ol f€ J,etodl o: D—D et w: D—s D sont des
fonctions holomorphes avec w(0) =

THEOREME 8.- Pour toute fonction g : z EO a, 2 appartenant a G et tout
n:
polyndme E A 2, ona
n=0 N
sup | EaAz | €N sup | E)\.zn
2€D n=0 z€D n=0

(Lorsque 1'on prend pour polyndme z' , on cbtient 1'inégalité |an| <n qui gé-
néralise la conjecture de Bieberbach ; lorsque 1l'on prend pour g la fonction

.

-]
K:zr— 2 nz" , on retrouve un théoréme de Bernstein qui affirme que

n=0
pour tout polyndme P de degré <N on a sup|P¥z)|<N suwp|P(z)| ).
Z€D Z€D
Démonstration : Ecrivons g sous la forme ¢.f,w avec ¢@,f,w come ci-dessus
N
et posons P(z) = Eokn 2 , VE(z2) = E c2n+1 z2n+1 . Le développement de Taylor
n:
-1
dl'ordre N en 0 d g coincideaveccelu:.de h=(p.w.<“ Contl n)z et
=0
l'on a donc, pour z € € de valeur absolue r<1, =
N n du
2 alMz =J P(Q) h(zu) ==
n=0 DD lul=1 2miu
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J. CESTERLE

' N n I | N-1 wn |2 du
Zaaxacz SSLIpP(t).J zZc ()" 5 .
n=0 P D €D lul=r | n=0 2n+1 2niu
N-1 nlz
La fonction v : ubt— n§0 C2n+1u l est sous-hammonique sur D , continue sur

D , donc majorée par la fonction ¥ , harmonique sur D , continue sur D avec
laguelle elle coincide sur D-D . On en déduit

du ~ du ~ ~
Vow(u) 5—=— < J VoW(u) 5= = Vv(w(0)) = v(0)
J"IuI=r Zrdu lul=r 2iu
N-1
~ ~ du du
et 1'on a ¥(0) = J () 5= = J viws=—= Z |c |2 <N d'aprés
lul=1 2riiu lul=1 2iu 0 2n+1

le théoréme 7.

4. Interprétation géamétrique de la topologie de la convergence compacte (d'aprés
Carathéodory) .

Considérons les deux espaces topologiques suivants :
- l'ensemble % des fonctions wnivalentes f sur D telles que £(0) =0 et
£'(0) €]R_’; , mmni de la topologie de la convergence campacte sur D ;
- 1'ensenble U des ouverts simplement connexes de € distincts de € conte-
nant 0 ; on le mnit de la topologie engendrée par les parties de
la forme UeWK<cU},ol K est une partie compacte de¢ T, et de la forme
{UEUWVZU , of V est un ouvert connexe d@¢ T contenant 0 .

Le théoneme de reprisentation de Riemann affirme que £ £(D) est une bifec-
tion de %F sun U. Le but de ce numino est de montrer que cette bijection est en
gait un homéomonphisme.

Nous ferons ceci en plusieurs étapes :

a) L'application £ > £(D) de F dans W est continue : Soit K une partie
compacte de € et £ €°f telle que Kc £(D) . Il existe r € ]0,1[ tel que K
soit contenu dans 1l'image par f de la boule ouverte B(0,r) . D'aprés le théoré-
me de Rouché, si g € of vérifie lg(z) - £(2)| < A(f(z),K) pour |zl =r , ona
Kc gD . Ainsi {g € #K c g(D)} est ouvert dans % . Il nous faut maintenant
montrer que pour tout ouvert connexe V de € contenant 0 , 1l'ensemble
{g €%IVc g(D)} est fermé dans ¥ . Puisque V est réunion d'ouverts simplement
connexes de € , distincts de € , contenant 0 , il suffit de traiter le cas ol
V est un tel ouvert. Soit alors ¢ : D V une bijection holamorphe vérifiant
®(0) =0 et (f) une suite convergente de limite f dans F, telle que
chn(D) pour tout n . Soit 2z un point de D . Il existe zn€ D tel que
fn(zn) = @(z) et 1l'on a Iznl < |z|] d'aprés le lemme de Schwarz appliqué a
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(649) DEMONSTRATION DE LA CONJECTURE DE BIEBERBACH

f;locp . Une sous-suite de la suite (z)) a donc une limite £ dans D et l'on
a f(£) = @(z) car la famille (fn) est équicontinue. Ainsi V est contenu dans

£(D) .

b) U est séparé : Soient en effet U,U' deux &léments distincts de U; i1
existe par exemple 2z € U-U' . Choisissons un ouvert conmexe V de U , conte-
nant 0 et z , relativement compact dans U . Alors (W €WV cwW et
W eWV&W sont des wisinages ouverts disjoints de U et U' .

c) L'action de R} sur U par homothétie est continue : il suffit de démontrer
la continuité en un point de R* x U de la forme (1,U) car les homothéties de
U sont des homéamorphismes. Soient K une partie caompacte d¢ U et V une par-
tie ouverte comnexe de¢ € contenant 0 et non contenue dans U . Il s'agit de
montrer que M= {(A,W) €R¥ xUIRKc AW et V¢ AW} est un voisinage de (1,U) .
Choisissons x dans V-U et une partie ouverte connexe relativement campacte V'
de V contenant 0 et x . Ilexiste a>1 telque AKcU et AV' €V pour
A€ [0 ',a] . La réunion K' des AK (A € [a.-1,cx.]) est une partie compacte de €
et Ja',al x WEWK' €W et V' ¢ W} est un voisinage de (1,U) ocontenu
dans M.

d) L'apptication de U dans Rf quia UE W associe Le nayon p(U) de La
plus grande boule ouverte de centre 0 contenue dans U est continue : en effet,
p(U) < p équivaut 3 B(0,p0) £U , et p(U) > p équivaut & B(0,p) c U .

e) Fin de La démonstration : il résulte de c) et d) que la surjection canonique
Ur— ’u/l?_t est une fibration triviale. Il en est de méme de ¥ +— fflR_t . Pour
montrer que la bijection £+ £(D) est un homéamorphisme de 7 sur U, il
suffit de montrer qu'elle induit un homéomorphisme de < sur son image ; or cette
bijection est continue d'aprds a), f est compact (cor. au th. 5) et UL est sé-
paré d'aprés b).

On peut résumer le résultat précédent comme suit : soient (fn) n>1 et £ des
éléments de 7 , (U) ,, et U leurs images dans L. Pour que la suite £
converge vers f uniformément sur tout compact de D , il faut et il suffit que
soient satisfaites les deux conditions suivantes :

(i) Tout compact contenu dans U est contenu dans Un pour n assez grand ;

(ii) Tout ouvert connexe contenant 0 et contenu dans Un pour une infinité
d'entiers n 21 est contenu dans U .

Lorsque ces conditions sont satisfaites, pour toute partie compacte K de U,

les applications z —» f;l(z) de K.dans D (bien définies pour n assez
grand d'aprés (i)) convergent uniformément vers l'application z +— f (z)
sur K : la convergence simple a essentiellement &té prouvée en a) ci~dessus et on
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J. (ESTERLE

en déduit aussitdt l'équicontinuité de la famille (fr-ll) en tout point d&¢ K ,
puis la convergence uniforme.

5. La méthode de Ldwner (1923,[L5])

La méthode de Lowner, introduite initialement pour démontrer la conjecture de
Bieberbach pour le troisiéme coefficient, s'est avérée 1l'outil essentiel de la dé-
monstration de de Branges. Son point de départ est la remarque suivante :

Lemme 1.- Avec Les notations du n° 4, £'ensemble U* des ouverts ue U qui sont
de La gorme @-Y([0,o[) , avee Yy : [0,+[ — T application injective, continue
et propre ("are de Jorndan partant a £'ingini"), est dense dans L.

De la description concréte de la convergence dans W donnée 3 la fin dqu n° 4 R
on déduit que 1l'ensenble des ouverts bornés de € contenant 0 et dont la fron—
tiére est un arc de Jordan, est dense dans u
Soit U un tel ouvert, A une demi-droite ne
rencontrant U qu'en son origine A et Y une
paramétrisation de U-U par R/Z telle que
Y(0) =A . I.eccnplen‘enta.l.re U, dans C de
A U v [0, 1-—[ appartient i 'lL* et tend vers U lorsque n tend vers 1'infi-
ni, d'aprés le critére de convergence indiqué 3 la fin du n° 4. D'ol le lemme.

Du lemme 1 et du n°® 4, on déduit que l'ensemble J* des fonctions £ €  tel-
les que f£(D) appartienne & U* est dense dans f . Le théordéme suivant montre
qu'une telle fonction est élément d'une famille 3 un paramétre de fonctions univa-
lentes sur D satisfaisant un certain type d'équation aux dérivées partielles.

THEOREME 9 (Lowner, [L8]).- Soit £ un ékément de F* . 1L existe une famille
(ft) 0 de fonctions univalentes sur D et une application continue A de
[0,0f dans Le cercle unite telles que :

a) On ait £,(0) =0 et £1(0) =e" pouwr tout t2 0 ;

b) On ait fo = £ ;

c) L'application (z,t) £.(2) 504t de classe C' sur D x [0, et y sa-
s gasse L'équation aux dénivées partielles
(10) 7 (e = 2822, 2 (s @) .

Par hypothése £(D) est le complémentaire de 1l'image d'une application injecti-
ve continue et propre y : [0,0[ — T . Pour tout t = 0 , notons ft la fonc-
tion univalente sur D caractérisée par ft(O) =0, ft'__(O) >0,
ft(D) C - v([t,~[) . Elle dépend continfment d¢ t d'aprés le n° 6, et £, est
égale & f . L'application oont:l.nue t b f' (0) est strictement croissante (ap-
pliquer le lemme de Schwarz a ft ofg pour t 2=s) et tend vers +e~ lorsque
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(649) DEMONSTRATION DE LA CONJECTURE DE BIEBERBACH

t tend vers +ew (th. 4). Quitte 3 modifier le paramétrage de Y , on peut donc
s'arranger pour qu'elle soit égale & tv— et . Les conditions a) et b) sont
alors satisfaites.

Pour établir c), nous allons utiliser les théorémes de prolongement au bord de
Caratheodoxy 1'application ft se prolondge en une application continue
ft : D—>P1(T) ; il existe un unique point A(t) (resp. wu(t) ) d&& D-D dont
1'image par ft est y(t) (resp. =) et la restriction de ft a chacun des
deux arcs fermés de D-D d'extrémités A(t) et u(t) est un homéamorphisme de
cet arc sur Y([t,»[) U {3 .

Fixons s 2 0 et soit t > s . L'application f ° f est une bijection biho-
lomorphe de D sur D - (Y[s t[)

et se prolonge en une appllcatlon St

continue @ d D sur D; si @)\(t)
B, des:.gne l'arc f (Y[s t[) on

a @ (B) = (Y[s t[) et

lo(z) | =1 pour z € D-D- By -

o, (2)
La fonction

se prolonge e(n) 0 ot elle prend la valeur e® st , et ne s'an-
- z

nule pas sur D . Notons log ((ﬂtz ) la détermination holamorphe de son loga-
rithme qui vaut s-t en 0 .Ona, pour we€D,

() o, (1)
(1) log (-=—) = L ’ S1Y e (1og t )—2%; = I S2Y 1og]p, (w0
ul=1 B

st
En particulier la masse totale de la mesure négative logl(pt(u)l 2rr.11J

est s-t (prendre w=0 dans (11)). Soit z unpoint d& D . Pour t > s
suffisamment proche de s , on a z € tot(D) (c§. n° 6). Appliquons 1'égalité (11),
divisée par s-t , & w—cpt(z),pun.sfalsonstendne t wvers s . Puisque
By, tend vers {A(s)} et ¢ '(z) vers z (cf. n° 6), le membre de droite tend

sur Bst

tend vers %ﬁ——: Par comparaison avec le menbre de gauche, on en déduit que
t——»w::l(z) aunederlveeadmlteen s égale a %E—:%;:—:z et par suite 1'ap~

plication t — f (z) = £ (cpt (z)) aen s une dérivée 3 droite satisfaisant

(12) e (ft(z)>“__+=%§$—§zrz (£,(2) .
=S

Nous reconnaissons l'équation aux dérivées partielles (10). Pour ce qui concerne
la démonstration du théoréme de de Branges, la version affaiblie du th. 9 obtenue
Jusqu'ici suffirait. C'est pourquoi nous renvoyons le lecteur & [Du] pour la dé-
monstration, un peu technique, de la continuité de A . Une fois cette continuité
acquise, on déduit de (12) et de la continuité, déja connue, de

(t,z) — 3 (ft(z)) que l'application (t,z) — ft(z) est de classe C' (une

fonction d'une variable réelle admettant une dérivée 3 droite continue est dériva-
ble).
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6. Démonstration du théoréme de de Branges

A) ﬁtude d'un certain systéme différentiel

Soit ('l:n)nZl une suite de fonctions de classe C' de [0,+o[ dans R , nulles
(identiquement) pour n assez grand. Nous définirons, pour tout nombre réel t > 0,
une fonction Bt sur l'espace V des suites de nombres complexes (Bn) 1 a sup-
port fini par o n-1
(13) B (B)y) = 2 (zh(0)(]B |*-1) +2nt (DRe(B (B +1+2 I B,))) .

n’n=1 n=1 2=1 £

La motivation de cette définition apparaftra naturellement dans la démonstration du
théoréme de de Branges en B), et le lemme suivant Y jouera un rdle clé.

Lemme 2.- Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) On a Bt(B) 20 pour tout t =20 et tout BE V.

(ii) Les fonctions T, 4ont decrodissantes et elles sont sofutions des systemes
differentiels equivalents

=]

(14) t=-nr -2 I (-p°n mT_ (n=1)
n ent1
(14 bis) r1'1+1+Tr'1 = (n+ l)rnﬂ—n'cn (n=>1).
Lonsque ces conditions sont satisfaites, on a, pour tout t =0 et P = (Bn) EV,
=) n-1
(15) B.(B) =- Z t(t)|B_+1+2 Z B,|*.
t n=l 0 =1 b

Soit N =2 1 un entier tel que 'rn=0 pour n >N . Posons on = (-1)? pour
1<n<N et an=0 pour n >N . La fonction Bt est polynomiale de degré < 2
sur 1'espace vectoriel réel sous-jacent & V et s'annule au point o = (otn)rBl
Pour qu'elle soit positive sur V , il faut donc et il suffit que :

0B
a) 4ses dernivies partielles 3_B£ s'annulent en o , ce qui se traduit par le sys-
n

téme d'équations (14) , manifestement équivalent & (14 bis) ;

b) sa partie homogene ﬁt de degns 2 404'/:l positive sun V . Orsi B=(B) ..
est un élément de V et si 1'on pose Y, = z [311 pour tout n>0 , on a

2 oo - -
+2 I ont (BRe((v =Y, ) (Y +y 1))

B (B) = E T (t) Yo~ Y- |
t 1 | 1 n=1

n=

et lorsque (Tn) satisfait (14 bis), la seconde somme s'écrit

nx1
n§1 T (e) (v, 1% = v ;1% = 2 (om0 - (n+1)T ) |y |
=- I (g @)y == = vy *+v 5,
n=1 n=1

de sorte que l'on a alors
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~ © ' 2
(16) B.(B) =- Z rn(t)lvn+Yn_ll .
n=1

La positivité de cette expression pour tout B € V et tout t 2 0 équivaut 3 la
décroissance des fonctions tn pour n=21.

Ceci prouve 1l'équivalence des conditions (i) et (ii). Lorsqu'elles sont satis-
faites, on a B_(B) = ét(s—a) d'aprés ce qui précéde et (15) résulte de (16).

Remarque .- Supposons que la suite (Tn)rzl soit solution de (14 bis). Si 1l'on choi-
sit uwne fonction <To : [0,+o[ —> R telle que T}+7T§ =T, et si l'on pose

T =T ur n=21, ona
-n n P 4

' "= - .
17) vnez , T+t (n+1)1: nt, .

Ceci s'interpréte en disant que la fonction u(t,z) = ZZT (t)2? satisfait 1'équa-
n€ 2
tion aux dérivées partielles %% = 1 : g—— , donc est de la forme P(e t (1-2)3 2 z) ),
ol P est un polyndme. Les fonctions T sont liées aux coefficients du polyndme
@

P = mZ=30 an, Ve par les formules

= § (pmm(2m)  mt

(18) T () = Elnl (-1) (m—n} a e (n € z),
= _ % n{(n+m-1

(19) 2= 210 , 8= BT 0 m>1).

On a en particulier li.m'cn(t)=0 pour tout n=21 .
oo

B) Le principe de la démonstration

PROPOSITION 1.- Soit (1:n)r121 une suite de fonctions de classe C' de [0,+eof
dans R, nulles pour n assez grand, satisfaisant Les conditions Equivalentes du

Lemme 1. Poun toute fonction £ € I, Les coefficients de La sénie

2E£3) =142 T b oz satisfont Les indgalitss
£(2) n=1 n°n
o 2-
(20) nfl 'l:n(O)(Ibnl 1) <0 .

I1 suffit de démontrer cette proposition lorsque f appartient au sous-ensenble
dense F* de I introduit aun® 5. Considérons alors wne famille (f),., de
fonc:t(j;o)ns satisfaisant les conclusions du théoréme 9, et posons

z —E—tﬁ) =142 El bn(t)zn . Pour chaque entier n 21, la fonction th—b_(t)
est de classe C?' sur [0,+o[ ; elle est bornée car les fonctions e-tft appar-
tiennent & J qui est compact. L'équation aux dérivées partielles (10) s'écrit

® b (t) ©
n_ A(t)+z n
ou encore -1
(22) b! (t) = n(b (t) +£>: O z(t) )™ n=1) .
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- =]
Etudions la fonction ¢ : t }— Z T, () (Jb (£)|*-1) .Elle est de classe C' sur
n=

[0,4=[ et sa dérivée est &gale, d'apres (22), & B ((b (A()T) ), od B, est
défini par la formule (13). Puisque la suite ('cn) 1 satisfait la condition (i)
du lemre 2, la fonction ¢ est croissante sur [0,+o[ . D'autre part, ¢ tend
vers 0 lorsque t tend vers +w , car les fonctions 'tn ont cette propriété

(cf. A), remarque). Il en résulte que ¢(0) est négatif, d'ol 1'indgalité (20).

L'application (tn)r21 — (1:1_1(0))1,121 est une bijection de l'ensenble des suites
de fonctions de classe C' de [0,+°[ dans R , nulles pour n assez grand, so-
lutions du systéme différentiel (14),sur l'ensenble des suites i support fini de
nombres complexes. En particulier il existe pour chaque entier N 2 1 une unique

telle suite (Tn,N)nzl vérifiant
1- I—‘];—l si 1<n<N
(23) (0) =
n,N 0 si n>N.

On en déduit, en utilisant (14) ou (14 bis), que l'on a

1 si N-n est pairet 1<n<N
(24) (0) =
0 sinon,
et la suite (1:;1 N) >l est également solution du systéme différentiel (14).
Nous construlronsenc) , pour tout entier N 2 1 , une suite de fonctions
(on N) >1 ! solution du systéme différentiel (14), et qui satisfait les deux exi-
14

gences suivantes :

a) Les fonctions o N Sont positives sur [0,4[ ;
I

b) Pour n entier < N de méme parité que N, cn’N(O) est non nul et fonc-
tion croissante d¢ n . Pour les autres valeurs & n , on a o, (0) =0 .
Compte tenu de b) et de la formule (24), une récurrence mnediate sur N montre
que la suite ('|:l:1 N) est conbinaison linéaire & coefficients positifs des
M) w1 ! oﬁ M décrit 1l'ensemble des entiers < N de méme parité

que N . On en déduit, en utilisant a), que les fonctions T

suites (c
0N sont croissantes
I

sur [0,+o[ . Le théoréme de de Branges s'obtient en appliquant la proposition 1

d la suite (_TnN)n21 pour tout N2> 1 .

C) Construction des fonctions © 0N
I

N
Soit N un entier = 0 . Posons 1.1N(x)—2N—(35-———)—-

N . En dérivant m+1 fois
1'équation différentielle (1-x2)y'+2Nxy = 0 satisfaite par Uy s On obtient,
pour tout entier m=2> 0 ,

(25) (1-x2)ul(q“*2) (x) +2(N-m~ 1) mJN““)(xH (m+ 1) (N- m)\%]m) x) =0 .

Définissons, pour n € Z , des fonctions o

N : [0,0[ — R par
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—\2
————-g;g;: e_nt(ulgN+n) (M1-e 9 si Inl <N
(26) o, yt) = :

! 0 si Inl >N.

Ces fonctions sont positives. Montrons que 1'on a, quel que soit n€ Z,

1] 1 - =

(27) on+l,N(t) +cn,N(t) (n+ l)cm—l,N(t) +ncn'N(t) 0.

C'est évident ppour n2N et n < -N : en effet SN est nulle pour In|l >N et
_Nt r

proportionnelle & e pour |[n| =N . Enfin, pour —N5n<N,1eprem'iermenbre

de (27) s'écrit, en posant pour abréger x = f-et et v= ul\(]N'm) ,

-n- - -t -
Won L O g (€7 v - G 2w o + LRI D) v
et sa nullité résulte de (25), appliqué avec m=N +n .
Un calcul immédiat montre que l'on a
N-n\ N+n) ,~N : _ :
N-n N+n)4 si N-n est pairet |n|l <N
(28) o (0 =q ' 212
' 0 sinon.
On constate sur cette formule que l'exigence b) formulée & la fin de B) est bien
satisfaite par les suites (on,N) 1 C.Q.F.D.
Remanque.- La formule (28) peut se résumer par
(29) 2 o (0T = (1-znpa-z-'m)~V2.
N=0 n€z n/N

La remarque de A) permet d'en déduire la série génératrice

Pt -1/2
30 T 0z 0™ = (a-m2 -1t (1-z)2> ,
<0 N=0 n€z (2 (( ) z

et les formules explicites pour SN (Inl < N)
r
N
- _ptm(2m ) __(N4ml 2w ome
¢ on,N(t) B mjn! =1 (m-n} (N =m) !m!m! e :

7. Deux remarques sur la démonstration

A) Amélioration des inégalités de de Branges

Pour tout entier N > 1 , la suite de fonctions (r a (u)du) satisfait les
£ n,N n=1

conditions équivalentes du lemme 2. En appliquant a ces suites la proposition 1,
on obtient les inégalités :

(14) [ba]* <1,

(I2) |b2|2+4|bs|2 <5,

(Ia) 5|bs|2+15|ba |2+ 39|b4|? < 59 ,

(Is) 21|by|?+56|bs|?+108|b2|>+264|bq | < 449 ,

etc. Les inégalités du théoré&me de de Branges sont plus faibles que les précédentes,
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puisqu'elles s'en déduisent en en prenant des conbinaisons linéaires 3 coefficients
positifs (cf. 6. B)), & savoir (I4), (I2), (Is) + 6(I,), (I4) +18(I.), etc.
B) Liens avec les résultats d'Askey et Gasper
Comme dans la remarque de 6, A), il est agréable d'étendre la définition des
TI'I,N donnée pour n 21 en 6, B), & toute valeur && n dans %, en inmposant 3
: ' ~ . o ,
la famille (Tn,N)nEZ d'étre solution de (17), & Tln,N d'étre égale a TI'I,N , et
a T6’N Ge prendre en 0 lavaleur 1 ou 0 suivant que N est pair ou impair.
On a alors, d'aprés (24),
@
(32) T 2
N=0 n€Z
La remarque de A) permet d'en déduire la série génératrice
© _ - 2 \—-1
(33) 2z oo (0= ((1-m2 -1e tﬂ—Z)—)
N=0 n€z ™ \ z
et les formules explicites pour rr'1 N
4
N
4m [ 2m \(N+m+1) -mt
(3) o= T ()" (-( - )e '
N m-n/\ N-m

T N0 P = (1-21) (1-2-1T))""

(Inl £ N)

La positivité du nombre de droite de (34), que nous avons &tablie au n° 6, n'est
pas évidente a prioni. Elle a été démontrée pour la premiére fois par Askey et Gas-—
per dans [A;G] en 1976 : ils s'étaient trouvés confrontés 3 cette expression en rai-
son de ses liens étroits avec les polyndmes de Jaccbi. Méme simplifiée par Gasper
([Gal), leur preuve est longue et technique. Elle consiste 3 &tablir tout d'abord
1'égalité (31) en se servant d'une formule de Clausen, puis en partant des expres-
sions (31) et (34), a montrer que T;x,N est conbinaison linéaire a coefficients
positifs des cn’M (1<M<N, N-M pair) : Askey et Gasper prouvent pour cela,
par échange de sammations et en utilisant une identité remarquable satisfaite par
les fonctions hypergéométriques de type sF, , que 1l'on a

(35) : z T -n*
35 T = (2M+ 1) (N-M+ L) o .
N v £=1 n,M

8. Les cas d'égalité

Soit f : zb— 230anzn une fonction appartenant a 8 . Comme au n° 3, posons
n=
_ 2n+1 £'(z) _ °2°: n
vE(22) _n£0c2n+lz et z O 1+2 n=1bnz .

n 2
Soit n wnentier 21 . L'elegalltle |an+1| =n+1 implique [Eolcze*'ll =n+1,
qui 3 son tour implique £§1 7" m/(lbzlz—l) =0 (cf. n° 3). Enfin cette der-
niére égalité n'est satisfaite, d'aprés le lemme qui suit, que lorsque lazl =2,

c'est-a-dire lorsque f est de la forme 2z I—-'—-—%—-—z avec 9 €E€ER (n° 2,

1. (1-e z)
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Lemme 3.~ Sous Les hypotheses de La proposition 1, et en posant a = 2—7-5@—1 , ona

(36) z
n=1

De plus, s4 La suife (tn)nZl n'est pas identiquement nulle et 84 lazl <2, Le
second membre de £'inégalité (36) est strnictement negatif.

a
rn(O)(lbnlz-l) <4 Jo Tl (t) (a-t)2dt .

Pour prouver 1l'inégalité (36), il suffit par continuité de traiter le cas oll
f € f* . Adoptons alors les notations utilisées dans la démonstration de la propo-
sition 1. Pour tout t 20 ,ona Ibs(t)| S 1 (théoréme 1 appliqué a f. ), d'od
by (t) 1 = Iby (E)A(t) +1] <2 , puis Iby(£)] S 1b4(0) 1 +2t = 12214+ 2¢ . De 1a for-
mule donnant ¢' et de (15), on déduit alors, pour 0 <t<a,

laz|
2

@' (£) = =Ti(t) Ibs (D)A(Y) +112 2 -Tj(t) (1- -2t)% = -7} (t) (@a-t) ,

et puisque ¢ est négative sur [0,+w[

a
©(0) < 0(0) ~p(a) < 4 I T, (t) (a-t)2at .
0

Ceci prouve (36). Nous savons que les fonctions T sont, pour tout n 21 , des
polyndmes sans terme constant en e © . Si la fonction T) était nulle sur un in-
tervalle [0,a] avec a > 0 , on en déduirait par récurrence sur n , en utilisant
(14 bis), que les fonctions T sont toutes identiquement nulles. La derniére as-

sertion en résulte.
Conclusion

De fagon surprenante, la conjecture de Bieberbach a finalement &té démontrée par
une méthode élémentaire et naturelle, eu égard & celles généralement employées
dans la théorie des fonctions univalentes. Il semble que 1'idée nouvelle ait sim-
plement consisté 3 introduire des fonctions poids Ty (t) dépendant de t .

Quelles sont les conséquences de la conjecture de Bieberbach ? A part celles
déja démontrées par d'autres méthodes auparavant, en général plus compliquées que
celle de de Branges, elles senblent pour 1l'instant peu nonbreuses. A titre anecdo-
tique, signalons cependant que dans certains algorithmes récents de recherche des
racines d'un polyndme complexe, les constantes théoriques mesurant l'efficacité
d'un tel algorithme se trouvent améliorées [Sb;S].
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