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Séminaire BOURBAKI
37e année, 1984-85, n° 647 Juin 1985

INDICE DES SOUS FACTEURS, ALGEBRES DE HECKE
ET THEORIE DES NOEUDS
[D'aprés Vaughan JONES]
par A. CONNES

INTRODUCTION

V. JONES a commencé par résoudre complétement le probléme suivant d'apparence anodi-
e : quel est le sous ensemble I de R+ formé par les valeurs de 1'indice [M:N]
d'un sous facteur N d'un facteur M de type II1 . I1 a montré que

= {4 cos2

TsneN,n23}u4, +e].
Dans sa démonstration on voit apparaitre de maniére naturelle la suite croissante
Hm(q) » mME€MN , des algébres de Hecke associées aux systémes de Coxeter des groupes
symétriques et a la variable q € € . I1 en a ensuite déduit 1'existence de traces
remarquables sur H_(q) = g Hm@).Combinant ces traces avec la description des noeuds
dans R a partir des groupes de tresses Bn » due & Artin, Alexander et Markov,
i1 en a déduit un nouvel invariant polynomial pour les noeuds [21]. Cet invariant a
ensuite été généralisé par P. Freyd, D. Yetter, J. Hoste, W. Lickorish, K. Millett
et A. Ocneanu en un invariant polynomial & deux variables, qui contient également
le polyndme d'Alexander comme cas particulier [15].
Dans cet exposé nous suivrons assez fidélement le chemin parcouru par V. Jones en y
rajoutant un résultat remarquable de A. Ocneanu sur la classification des traces
positives sur H (q).

I - INDICE D'UN SOUS FACTEUR D'UN FACTEUR DE TYPE 11,

Soient M un facteur de type II1 et TrM 1'unique trace sur M telle que
TrM(l) = 1. Soit L (M) 1'espace de Hilbert complété de 1! espace préhilbertien
séparé M muni du produit scalaire <> ; <x,y> = TrM(y X) VX,y € M . Soit A
la représentation réguliére gauche de M dans L M,

Ax)y = xy VXEM,yeEM.

Pour toute représentation normale ©m de M dans un espace de Hilbert R les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

S.M.F.
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A. CONNES

a) Le commutant w(M)' de w(M) est un facteur de type IIl.

b) m est équivalente & une sous représentation d'une somme finie de co-
pies de A .

On dit alors que (M ,m) est de multiplicité finie. La multiplicité dimM(’i,n)
(ou plus briévement dimM(lL)) vérifie les propriétés générales suivantes [23] :

1) dimy(k ,m) € [0, +=[ , dimM(Lz(M),A) =13
2) dimy(h ,m) = dimM(Pt',n‘) si et seulement si les représentations =
et ' sont équivalentes.

3) dimM( @(hn,nn)) = %; dimM( hn’“n) (si la somme directe a.lé(hn’"n) est
de multiplicité finie).

4) Soient e € w(M)' un projecteur et To la restriction de 7 & 1'espa-
ce eh ,ona:

dimy(e k, 7)) = ey (@) - dimy(R,m)

5) dimM(Vz,n). dimy, (k) =1 , ou M' est le commutant de m(M).
Soit alors N <=M un sous facteur de type II1 de M. On dit que N est d'indi-

ce fini dans M si la restriction & N de la représentation réguliére gauche X
de M dans L2(M) est de multiplicité finie, c'est-d-dire si le commutant A(N')

est un facteur de type II1 .
Définition 1 - L'indice [M:N] de N dans M est la multiplicité dimN(Lz(M),A).

Proposition 2 - a) Soit N un sous facteur d'indice fini de M. Pour toute
représentation (h,n) de multiplicité finie de M 1la restriction ™ de m a
N est de multiplicité finie et 1'on a :

dimy(h,my) = [M:N) . dimy(h,m).
b) Soient N et M comme dans a) et P un sous facteur d'indice fini de N.
Alors P est un sous facteur d'indice fini de M et : |M:P| = |M:N||N:P| .

c) Soient N,M,hk,m comme dans a), alors le commutant m(M)' est un sous fac-
teur d'indice fini de w(N)' et 1'on a :

[m(N)" = m(M)'] = [M:N] .
La propriété a) est immédiate, b) résulte de a), et c) résulte de 1a propriété
5) de la fonction dimension, dimM .
Exemples a) Soit T un groupe discret et considérons le commutant MF de Ta re-

présentation réguliére droite de I dans 1'espace de Hilbert £%(T). Pour que Mr
soit un facteur i1 faut et i1 suffit que toute classe de conjugaison non triviale
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(647) ALGEBRES DE HECKE ET THEORIE DES NGEUDS

de T soit de cardinalité infinie. De plus MF est alors un facteur de type IIl.
En tant qu'algébre de von Neumann MI' est engendrée par 1'algébre CF du groupe
I' agissant par convolution & gauche dans 2%(T). Pour tout sous groupe ryer
d'indice fini, la sous algébre de von Neumann N de Mr engendrée par crl clr

est un sous facteur de MF , isomorphe a Mr , d'indice fini avec :
1

[MF : N] = [F:Fl]

B) Soient M wun facteur de type II1 et e €M un projecteur. On notera Me le
facteur Me = {x €M ; xe = ex = x} . Pour que Me soit isomaphe a Ml-e il faut
et i1 suffit que le nombre réel positif -—T:%a— , ol xo = TrM(e), appartienne au
groupe fondamental de M. ([41]). Soit alors 6 un isomorphisme 6 : My ~ M- et
posons

N={x+6(x); xE€ M.}

Par construction N est un sous facteur de M et un calcul immédiat de
dimy (LE(M) ,2) montre que

M:N] AT+ (1-4)) -
Le groupe fondamental du facteur hyperfini R ([ ]) est égal a Rf » on obtient
donc, grdce & la construction ci-dessus, 1'existence pour tout nombre réel o = 4 .
d'un sous facteur N de R avec [R:N] =a .
Avec Tes notations de 1'introduction on voit en combinant les exemples a) et B)
que :

{1,2,3} U [4, +=[ = Z.

De plus un résultat de Goldman [18] suggérait que % n [1,2] = {1,2} et il
restait & déterminer £ n [2,4] , point de départ du travail de V. Jones.

I1 - LA CONSTRUCTION DE V. JONES.

Soient M,LZ(M), TrM et A comme ci-dessus. Considérons 1'involution isométrique
J de L3M) dans LZ(M) telle que J(x) = x* wxeM.

Pour x € M soit A'(x) 1'opérateur dans L2(M) de multiplication & droite par x,
A (x)y = yx vy € M.

On a JA(x)*J = A'(x) vx € M. De plus A'(M) est égal au commutant de A(M)
dans LZ(M) ([14]) on a donc :

AM)' = AY(M) = JA(M) J

Soient N une sous algébre de M et ey 1'opérateur dans LZ(M) qui est la
projection orthogonale sur 1'adhérence de N dans LZ(M). On a 1'égalite JeNJ =
ey Par construction, de plus ([47]) on a la :
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A. CONNES

Proposition 3 — a) La restriction EN de ey au sous espace Mc LZ(M) est une
projection de 1'algébre de von Neumann M sur la sous algébre N .

b) Pour tous a, be€N ,et x€M ona:
Ey(axb) = a EN(x) b
c) Pour tout x € M on a Ey(x) € N

On dit que 1'application EN : M> N est 1'espérance conditionnelle normale
associée au couple (M,N). L'opérateur ey est un projecteur et b) montre que :

(%) eyMa) = A(a)ey va € N
(xx) eyM(x)ey = A(Ey(x)) Vx € M

En particulier on a ey € X(N)' ; en fait :

Proposition 4 - A(N)' est 1'algébre de von Neumann engendrée par A(M)' et eyn-
Le théoréme du bicommutant de von Neumann montre qu'il suffit de vérifier que
A(M) n {eN}' = A(N) . Orsi x€M et si x(x)eN = eNA(x) ona :
A(x)1 = (A(x)eN)l = (eNA(x))l = eN(x) = A(EN(x))l

d'od x = EN(x) et x €N .

Posons M1 =J A(N)'J . La proposition 4 montre que M1 est 1'algébre de von
Neumann dans LZ(M) engendrée par A(M) et ey-

Proposition 5 - On suppose que N est un sous facteur d'indice fini de M .
a) M1 est un facteur de type II1 s A(M) est d'indice fini dans M1 avec
My = A(M)] = [M:N]

b) Tru(ey) = [M:N] 7

c) Soit Ey 1'espérance conditionnelle normale canonique de M1 sur A(M), alors
EM(eN) = Ter(eN) 1.

d) Le sous espace vectoriel de M; engendré par A(M) et A(M)eNA(M) est unesous
algébre involutive faiblement dense de M1 .

e) L'homomorphisme x € N - ey A(x) € M1 est un isomorphisme de N sur 1'algébre
de von Neumann réduite

(Ml)e = {z € M1 ez = zey = z}
N
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(647) ALGEBRES DE HECKE ET THEORIE DES NCEUDS

Le d) résulte facilement des égalités (%) et (x%x) ci-dessus. Pour montrer e) on
utilise (%) pour vérifier que 1'on a un homomorphisme et d) pour montrer qu'il est
surjectif. L'injectivité est automatique car tout facteur de type II1 est une
algébre simple. L'égalité a) résulte de :

[M1 3 AM] = [AMN)'I = aM)] = [(N)' = A(M)']= [M:N]

(proposition 2c))

Démontrons 1'égalité b) - Comme JeNJ =ey ona

Trup(ey) = TrA(N)' (ey)

La propriété 4 de 1a multiplicitée dimN montre que
. 2 . 2 -1 -1
TrMN).(eN) = dimy(ey L°(M)) . dimy (L5(M))™" = [M:N] 7% .

Démontrons c) - D'aprés e) et 1'unicité de la trace TrN sur N on a
Ter(eNz) = Ter(eN) TrN(z) pour tout z € N . Ainsi pour tout y €M on a :

Try, (epEn(¥)) = Ter(eN).TrN(EN(y)) = Ter(eN),TrM(y) = Ter(eN)Ier(y).

L'égalité (xx) montre donc que pour tout y € M on a Ter(eNy) = Ter(eNyeN) =
= Ter(eNEN(y)) = Ter(eN).Ter(y), c'est-a-dire que Ter(eN)l est la projection
EM(eN). | ]

L'idee fondamentale de V. Jones consiste & itérer la construction effectuée
ci-dessus du couple Mc M1 a partir du couple N <M . On obtient ainsi une suite
croissante (Mm)m €M de facteurs de type II1 et une suite (em)m de projec-
teurs, e, € Mm dont les propriétés se déduisent facilement de la proposition 5. On
notera P le facteur de type II1 limite inductive de la suite croissante

M T isé . :

( m)m €M et rp la trace normalisée sur P . On a alors [23]

J; : Pour tout m , M, est d'indice fini dans M. avec [M"H_1 : Mm] = [M:N]

x _ e2
m m

2 en€M e =e

Jg ¢ epX = xe, VX € Mm_1 .

J4 : Wn+1 est 1'algébre de von Neumann engendrée par Mm et €+l -

5 ¢ Soit Em 1'espérance conditionnelle de Mm+1 sur Mm on a Em_l(x) e
VX € Mm .

mel
= Cmel Xeme1
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A. CONNES

Jg : Avec T = [M:N]_1 , ona

Em-l(em) =T

97 1 eniq O Cper T oy = 0

J8 tenensl & T e T 0

Jg & ey e; = ey ey si|i-3] 22

JlO : La sous algébre Am de P engendrée par is-5e5 € et 1 est de dimension

finie et Em(Am+1) c Am .
1"’ L'application x - Xe 1 de Am-l dans 1'algébre réduite (Am+1)

_ . - _ . . em+1 )
= {z € Am+1 5201 = €1 2 z} est un isomorphisme.

12 ¢ Pour tout x € Am on a Trp(xem+1) = ttrp(x).
111 - LE THE’ORESTME' DE V. JONES

Théoréme 6 - Soit I Te sous ensemble de m+ formé par les valeurs de 1'indice
[M:N] od M et N sont des facteurs de type II; , Nc M. Alors

2
n

T = {4 cos sneEN,n>3u [4, +of

2 2 sneMN, nx> 3} il faut analyser plus
précisément les sous algébres An de P (avec les notations de la section II).

Pour tout projecteur e € P on a Trp € [0,1] , de plus si e et f sont des
projecteurs et e< f on a Trp(e) s‘Trp(f) avec égalité si et seulement si e = f.
On note e v f (resp e A f) le plus petit projecteur de P qui majore e et f
(resp. le plus grand qui minore e et f). Les projecteurs ev f et en f
appartiennent a 1'algébre de von Neumann engendrée par e et f et on a 1'égalité
fondamentale [46] :

Pour montrer que % N [1,4] < {4 cos

(%) Trp(e v f) + Trp(e Af) = Trp(e) + Trp(f).
Reprenons les notations de la section II et posons

9, =€ --- €, vneNlN

Onaq, < g4 vneM , 941 = 9 Y Cnel vneN et U € Am par construc-
tion. De plus, comme Am est engendrée par 1 et €558 » le projecteur a,
est dans le centre de Am et on a :
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(647) ALGEBRES DE HECKE ET THEORIE DES NCGEUDS

Ay = 8(1-q.) + (Am)qm

On va maintenant calculer par récurrence sur m la valeur de Trp(qm). Le lemme
crucial est le suivant :

Lemme 7 : Si aQ, #1 ona G A el = Cme1 Im-1

Dem : Comme Q-1 Commute avec em+1(J3) ona e 9%-1<%2eu1 . pe plus
I A Cnel < a1 I €l = Em_l(qm) ensl - Ainsi en utilisant J11 on voit que
A1 < Em-l(qm)' Comme Em-l(qm) € Am_1 = c(l-qm_l) + (Am-l)qm_l on a Em_l(qm) =

A(l-qm_l) +2z avec

zZ € (Am-l)qm_l et Qp-1 S Z < 1 (proposition 3c))
d'oli z = -1 - La proposition 3c) montre que 0 <A <1 et par hypothése
Trp(qm) <1 d'ol X <1 . Comme U A el est le projecteur spectral de
€+l I el associé a la valeur propre 1, on a U A Cnel = el Q-1 ®

La propriéteé le montre que Trp(em+1 qm-l) = T trp(qm_l) et 1'égalité (x)

montre donc que, si Uy #1,o0na:
Trp(qm+1) + T Trp(qm_l) = Trp(qm) + Trp(em+1) = Trp(qm) +1

Soit alors a =1 - Trp(qm). Ona a € [0,1]  wvm et %41 <0 - De plus

o # 0 si et seulement si U #1 . Soit (Pn)n la suite de polyndmes a coef-

()]
ficients dans Z, déterminée par les conditions :

Po =0 s Pp=1oees Prog(t) = (1) = TP (1)

Lemme 8 - a) Soit o €{1,2,..., } tel que o, > 0 pour tout n < o et
o, = 0 pour tout n > Ny - On a o, = Pn(T) pour tout n < Ny -

b) Si 1> %- ona n <w , t=(4 cos? ﬁi )-1

Dem : Le a) résulte de la discussion ci-dessus. Vérifions

b)- Soit g €€ avec 8°=1-4r . oOn verifie que (si 8 # 0) Pn(t) =

n _a N -1 . 1 . _oh-gn
((1*-8) - (1 By y.B ST T>7 ona BeiR et Pa(1) = 5= S

ol

295



A. CONNES

o = et on ne peut avoir Pn(r) >0 pour tout n , en fait,

_ n-1 sin nd N _
Pn(T) = IGI —SW ou 6 = Ar‘g [e)

On a donc Ng < et comme Pn (t) =0 ona 6= X, /I -= tg 6 = tg(%L )
0 0

0
et 4t =1+ tgz(ﬁL ) = ———%———
0 cosé-t
o

Le lemme 8 achéve la démonstration de 1'inclusion

2

T < {4 cos % sneN,n23)u 4, +o

Pour démontrer que I contient les valeurs 4cos2

% ,ne€MN n=3, V. Jones
utilise sa construction (section II) appliquée a un couple N < M d'algébres de

von Neumann de dimension finie ([23]).

IV - LES ALGEBRES DE HECKE H (q) [19] [8]

Soient Fq le corps fini & q é&léments et n un entier non nul. Considérons
le groupe G = SLnGFq) des matrices d'ordre n , & coefficients dans Fq , et de
déterminant 1 . Soit B =G 1le sous groupe de Borel formé par les matrices trian-
gulaires supérieures. Nous noterons Hn(q) 1'algébre pour la convolution dans G ,

formée par les fonctions f : G—0C qui vérifient :

f(bgb')

f(g) vb,b' € B VgEG.

Soit X le G-espace X = G/B formé par les drapeaux linéaires dans 1'espace
vectoriel E =lF2 . Un &l1ément F de X est donné par une suite croissante

F.): _ de sous espaces linéaires de E , tels que
i’i = 0,..,n
dim Fi =i vi = 0,1,...,n .

Soit L 1'espace vectoriel complexe L = CX , c'est un G module en utilisant
1'action de G sur 1'ensemble X . Pour tout f Elfn(q) soit w(f) € End(L)
défini par la matrice Tr(f')gl’92 = f(gilgz) V91,9, € G/B
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(647) ALGEBRES DE HECKE ET THEORIE DES NCEUDS

En ayant pris soin de normaliser la mesure de Haar yu sur G de telle sorte que
u(B) =1 on vérifie que m est une représentation fidéle de }1n(q) qui a pour
image 1'algébre des opérateurs G invariants dans L . Ainsi = est un isomor-
phisme :

™t H(a) > Endg(L)

A la décomposition de Bruhat G = JJE BwB de G
€
n

ol Sn est le groupe des permutations, correspond une base naturelle (tw)w €s
n

de 1'espace vectoriel ‘1n(Q) s
tw(g) =1 si g €BuB, tw(g) =0 si g €BwB

On a donc dimm (f{n(q)) =n ! . De plus on vérifie que n(tw) = Tw € EndG(L) est
donné par la correspondance sur 1'ensemble X qui a un drapeau F associe

1'ensemble des drapeaux F' tels que :

dim(F; n Fj) = Cardinalité ({1,...,3} nw{l,...,i} )

vi,j = 0,1,...,n.

Pour i =1,...,n-1, soit S5 la transposition (i,i+l); on a s; € S, eton
notera simplement Ti = TSi . I1 n'est pas difficile de calculer la composition

des correspondances TQ et d'obtenir la présentation suivante de 1'algébre f{n(q):

Proposition 9 — L'algébre +{n(q) est engendrée par les t.

jo 1= 1,...,n-1 et

admetpour présentation les relations suivantes :
a) (ti + 1) (ti -q)=0 i=1,.,n-1
b) titj = tjti vij, |i-3]>1

c) ti+1 ti ti+1 = ti 'c1.+1 t,i vi =1,...,n-2

Cette présentation de t1n(q) correspond & la présentation du groupe symétrique

Sn comme groupe de Coxeter & partir des symétries (51.)1.=1 n-1 et du graphe de

Coxeter de type An-1 ¢
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A. CONNES .

Plus généralement (cf. [19 ] et [ 8 J exercice 23, p. 55) on associe canonique-
ment une algébre & tout systéme de Coxeter (W,S) et toute application f : S = ¢
qui est constante sur les classes de conjugaison de S dans W . Dans le cas qui

nous intéresse tous les s; sont conjugués dans W =S _ et une telle fonction f

n
est constante. La construction générale revient donc ici & autoriser une valeur

arbitraire de q dans € .

Définition 10 - Soient n€MN , n# 0 et g€ € . On notera &fn(q) 1'algébre

sur € engendrée par (ti)i -1 n-1 avec la présentation suivante :

(t; +1) (t4-q) =0 vi =1,.,n-1
ity = it visg, li-jl 22
Yatitiasttatly Vi =1,...,n-2

Pour g =1, 1'algébre f{n(q) est 1'algébre CSn du groupe symétrique. Pour
qn #1,q#0, }fn(q) est isomorphe & 1'algébre GSn ([ ]). Pour q #1,
qn =1 ou q=0 , t{n(q) n'est pas une algébre semi simple.

Par construction les I{n(q) » n€N , forment un systémeinductif d'algébres en
utilisant 1'unique homomorphisme pn,m : ]{n(q)-+ Hm(q) n<m

)=t

tel que pn,m(t vi=1,...,n-1.

Jsn J.m

Définition 11 - On note f{w(q) la Timite inductive de la suite Fﬁ(q).

Par construction Hw(q) est engendrée par les tj ,» JE W et admet une présenta-

tion évidente,

. %
Lemme 12 - a) Supposons q # -1 . Posons ej = E%T (ti+1) ;alors les ej , JEW

engendrent t{w(q) et |{_(q) admet la présentation suivante, avec
t=(24q4q )

2 _ . x| _ A BTN .
ej=e; VIEN ; ejes=eje; Vi, li-3] > 13

. *
. - - Te. = e, e, . - Te. Vi€ .
&i+1 & Gi+1 €41 T & Gi41 & &; m
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b) Si T €M il existe un unique antiautomorphisme antilinéaire involutif

x »x* de H_(q) tel que eg =e; Vi em* .

Le a) résulte d'un calcul immédiat et le b) de 1'invariance de la présentation

construction et le théoréme de V. Jones entrainent le résultat suivant :

2n
Théoréme 13 [24].- Soient q€ [1,4o[ U{e'M ; p = 3,4,...}, 1 = (?1+q+q'1)'1 s

et Hm(q) 1'algébre ci-dessus, munie de 1'involution x + x* du lemme 12b).
1) I1 existe une unique trace ¢ sur Hw(q) telle que ¢(1) =1 et que
pxe) = to00 vxeH. @, viem

2) La trace ¢ est positive (i.e. ¢(x*x)z 0 vxeg Hm(q)) et la représen-
tation réguliére gauche de Hm(q) dans 1'espace de Hilbert associé a ¢ engen-
dre le facteur hyperfini de type II1 » M.

3) La sous algébre de von Neumann de M engendrée par (ei)' > 2 est un sous

i
facteur N de M et [M:N] =17 .

suffit en effet de comparer la présentation de l-{m(q) du Temme 12 avec les

relations J2 R J7 . ‘J8 R J9 vérifiées par les projecteurs ej de Ta construction

de
et

V. Jones. On obtient ainsi un homomorphisme involutif p de Hw(q) dans P

i1 suffit de poser ¢ = Tr p o p . L'unicité de ¢ vérifiant 1) est immédiate.

Nous énoncerons maintenant deux résultats remarquables de A. Ocneanu.

Théoréme 14 - ([42][15]). Soit q € € avec q # -1 , q+q'1 € R . Posons
T = (2+q+q'1)'1 3 Pour qu'il existe une représentation involutive non triviale
de 1'algébre involutive (Hw(q), %) dans un espace Hilbertien i1 faut et il

suffit que q appartienne a 1'ensemble
2
e'm ;mewn s m23} U (1, + of

(Par représentation triviale on entend toute représentation m telle que

m (eJ-) € {0,1} vi €M).
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Théoréme 15 [42].- a) Soient q, z€ € , q # -1. I1 existeune unique trace ¢
L]

sur H L{a) telle que

o(x e ) = 2¢(x) VX € f{n(q)
. o
b) Soient qefe'm ;meN,mx3}U [1oo[ et 1= (2+q+q'1)'1 , z €8,

Pour que ¢q ; SOit une trace positive sur 1'algébre involutive (}{w(q), %)
il faut et i1 suffit que z € [0,1] et que le couple (q,z) vérifie 1'une des

conditions suivantes :

1) 921, (1+q) ! <z <q(14q)7}

k+1
. . 1-
2 = 1 3 . E] bl =
) q =2 ) ?t il existe keZ,k#0 z '(-ITq-ﬁ-l_—qr)- K+l
i 1-
3 =e M et il existe k€ Z, |kl <m=-1,k#0 avec z = —~———9———E——
) a f (T+9) (1-aF)

(2+q+q_1).1 =T .

I/Lr .

1/34
1/4

1

Comme dans le théoréme 13 , 3) on obtient pour chaque valeur de (q,z) un sous
facteur N du facteur hyperfini. L'indice de ces sous facteurs a &té calculé

en fonction de q et 2z par H. Wenzl @0] .

V - GROUPES DE TRESSES, NOEUDS ET THEOREMES D'ALEXANDER ET MARKOV
Soient neMN et Yn 1'ensemble des sous ensembles de € de cardinalité n .
On munit Yn de la topologie obtenue en 1'identifiant au quotient par le groupe

des permutations, de 1'ouvert Q< " ,

G = Uzgdjoq, 0323 %25 ViEd
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Par définition, le groupe Bn = nl(Yn) . En considérant de maniére évidente

3. € xR , et en fixant un point base p dans

€ x [0,1] comme une partie de R
Yn , disons p = {1,2,...,n} = € , on représente visuellement un lacet ¢E:C(Sl,Yn),
$(0) = p , par une tresse dans R3 , notée ¢ :

b= {(z,£) €T x [0,1] 5 z € ¢(t)}

2; 3; 44<///// ¢ x {1
7 /Z
7

/

/ lm ¢ x {0}

La Toi de composition dans Bn = nl(Yn) correspond géométriquement a la mise bout

—
L-—o

a bout des deux tresses. Pour tout j =1,...,n-1 soit gj € Bn 1'élément de
nl(Yn,p) qui est la classe du lacet ¢j s
65(8) = (k5 K # 3,3+ U GG+5 (1xe™ 5y, te (0,10,

Le lacet suivant montre que pour tout i ona: g; g, 9; = 9541 95 9447 -

/ [ \\ / / .
(NI .
LN )
/N
4 g1
/P 3
/AN
/o I =

Théoréme 16 (Artin) [3].- Pour tout n 1le groupe Bn est engendré par

9yseee99, 1 et admet la présentation suivante :

a) 9595 =959; Vi, i |[i-§]>1

b) 9i+1 95 9541 = 95 94+1 94 Vi =1,...,n-2.
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On appellera entrelac dans IR3 toute sous variété compacte orientée de classe ¢,
de dimension 1 de R3 . On appellera noeud tout entrelac connexe. Pour tout noeud
L i1 existe un plongement & de classe C de S1 dans lR3 qui est un diffeo-
morphisme, préservant 1'orientation, de S1 sur L . Le probléme principal de la
théorie des noeuds est la classification a isotopie prés des plongements de S1
dans [R3 . On représente un entrelac par sa projection sur un plan, en indiquant

cette projection comne réuriion de courbes qui se coupent transversalement, et en

précisant de maniére évidente laquelle passe au-dessus de 1'autre :

&

Noeud Entrelac

Soient g € Bn et e(g) la permutation correspondante de 1'ensemble p = {1,2,..,n}.

Choisissons un représentant ¢ de g tel que ¢ € Cw(Sl,Yn) et que ¢(t) < ¢t -

{z € @, Rez > 0} pour tout t € Sl.,Considérons la droite A = {(0,s,0) ; s €R}

dans IR3 et soit Re , 0 € S1

1

, la rotation d'axe A et d'angle 6. Identifions

¢ x s* & 1'ouvert de |R3 complémentaire de A par 1'application p ,

o(z,8) = Re (x,y,0) vz=x+1iy el , 0 € S1

La sous variété p(Z) , ot Z = {(z,8) € et < S1 ; Z € ¢(6)} est un entrelac,
muni de 1'orientation qui provient de la projection sur S1 . Les composantes
connexes de Z sont paramétrées par les cycles de la permutation e(g). Par
construction la classe d'isotopie de 1'entrelac p(Z) ne dépend que de g € Bn

_et non du choix de ¢ . On obtient ainsi une application g ~ § de Bn dans 1'en-

semble o des classes d'isotopie d'entrelacs dans |R3 .

Théoréme 17 - (Alexander) [2].- L'application g + g de la réunion disjointe

l%-Bn dans & est surjective.
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Pour trouver g tel que § =L i1 suffit de trouver une droite A dans m3 ne
rencontrant pas L et telle que 1'angle déterminé par le plan P(x) contenant A

et x €L etunplan fixe P, , A cPo soit une fonction croissante de x .

Exemple C‘&
L= Q'/ a

on prend pour A un axe perpendiculaire au plan de projection4 et passant par a.

ol g désigne la tresse : /L(

~

On obtient ainsi L =g

-~

IT est évident que § ne dépend que de la classe de conjugaison de g dans Bn

n+l

De plus, en considérant 1'inclusion naturelle de B, dans B +1 (g? > 95 ) on

+
vérifie que (g g;l)" =g VgEB :

Théoréme 18 - Markov [34] Birman [6]

La relation d'équivalence 9, v 9, si Ql = Qz € o sur J_r_!. Bn est Ta relation
d'équivalence 1a moins fine telle que

a) Si 9159, € Bn sont conjugués dans Bn ona g;ng,

. 1
b) Si geBn,ona 99," v g .
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Ainsi toute application Y de JﬁL B,, dans un ensemble qui vérifie W(aga'1)=?(g)ﬁ
W(ggﬁl) = ¥(g) définit un invariant d'isotopie pour les entrelacs dans IR3 .

La présentation (Définition 10) de 1'algébre de Hecke Hn(q) comparée & la présen-
tation de Artin (théoréme 16) du groupe de tresses Bn , montre que pour tout A c*

il existe un homomorphisme unique nﬁ de Bn dans Hn(q) tel que :
ki (91) = Aty i=1,2,...,n-1

Toute trace u, sur ifn(q) définit alors, par composition avec nﬁ , une applica-
tion y de Bn dans € qui est constante sur les classes de conjugaison. Posons

Moy = an¢ ol o, € € et ¢ est la trace définie par V. Jones (théoréme 13). On

obtient alors, en utilisant 13 1°,

8 (39)) = A (1 ) ¢(7\(9) vg € B,

-1 A-l

8( (g9 )) T ¢(7(9) vg €8

o . .2 -\ p\ *1 A
Ainsi, si A" =q et %+l = Tog %n ona w4 (nn+1(ggn )) = un(nn(g)) pour
tout g € Bn . On obtient donc :

Théoréme 19 [21].- Soient L un entrelac dans R3, n un entier et g€ Bn tels
que § =L . Il existe un unique polynome de Laurent en vgq , & coefficients

dans Z, tel que
-/q,n-1 /q
V(@) = () T e(m9))
Le polynome VL ne dépend que de la classe d'isotopie de L . De plus VL est
un polynome de Laurent en q si L a un nombre impair de composantes connexes.

On utilisera les symboles L+ , L, L. pour noter des entrelacs dont les projec-

0
tions sur un méme plan coincident en dehors d'un petit disque, et sont dans ce
disque représentées par les dessins suivants :

st 5

on
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Conway a montré que le polynome d'Alexander AL vérifie la relation :

De

Le

Le
1)

2)

3)

4)

5)

o (t) -8 (t) + (t1/2 - 712
+ -

A (t) =0
) ()
méme le polynome de V. Jones vérifie la relation :

tv,(t) - 71 V() + 12 - 7172 v (8) =0

résultat suivant a été obtenu simultanément par P. FREYD, D. YETTER, J. HOSTE,

. LICKORISH, K. MILLETT et A. OCNEANU [15] .

Théoréme 20 [15].- I1 existe une unique application P de 1'ensemble des classes
d'isotopie d'entrelacs dans R3 dans 1'ensemble des polynomes de Laurent
homogénes de degré 0 , en x, y, z telle que
1) x PL+(x,y,z) +y PL_(x,y,z) + PLo(x,y,z) =0
2) PL(x, ¥, z)=1 si L est un noeud trivial.
polynome PL vérifie les propriétés suivantes,
Le polynome d'Alexander-Conway est donné par
1/2 -1/2
8 (a) = P (1, -1, q¥/2 - q"V/2
Le polynome de V. Jones est donné par
-1 1/2 -1/2
V() =P (a, -9 " ,q /2. gl
Si on change simultanément 1'orientation de toutes les composantes connexes de
L, PL est inchangé.
Si on change 1'orientation de R3 on a
Pr(xs ys 2) = P (ys x, 2)
Si L est une somme connexe de L1 et L2 on a

P =P P

L™y 'L,
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Exemples

a) L= /@ P = yz'1 +x71 ,y2 7.1,
by L =Céj b= 22l o ly - xR
9 PL y-ZZZ _ ny-l _ X2y-2

(//) P = Ly a2 yloxly -1

En particulier PL (et aussi VL) ‘distingue le noeud de tréfle de son image dans

1
x
N

—
]

c)

d L

un miroir.
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