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Séminaire BOURBAKI
37&éme année, 1984/85, n°644 Février 1985

REGULATEURS
par Christophe SOULE

Le régulateur d'un corps de nombres F est un nombre réel Rp introduit par
Dirichlet dans son calcul du rang du groupe 01’; des unités de F [33] . Si
F possede T, (resp. Zrz) plongements réels (resp. complexes), RF est le
volume du quotient de RT1*T2 par un réseau, image de 1'application régulateur

p: 0502 — RT1*T2

divisé par T +T, . Ce morphisme p associe a une unité ue€ 0; la famille
(log|lull,) des logarithmes des modules de u aux places archimédiennes de F ,
et plonge. Z de facon diagonale. Son noyau est fini. Par la suite, Dedekind [18]
a montré que RF intervient dans le calcul du résidu en s=1 de la fonction
z€ta ;F(s) du corps F

Au début des années 1970, Quillen associe a 0F (et plus généralement a tout
schéma) une suite de groupes abéliens, notés Km(OF) [36] [37] , m20 . On a
Ky (OF) = OI*; et Quillen montre que ](m(OF) est de type fini [38] . Borel calcule
le rang de ces groupes a 1'aide d'applications régulateurs (dits supérieurs)
Pn : Kop 4 (0p) — R'2  (resp. RT1'72)
I1 prouve que le noyau de p, est fini et que son image est un réseau dont le

si n est pair (resp. impair) , nz22

volume est le produit de gF(rz)U -n) (resp. cér1+r2)(1 -n)) par un nombre
rationnel non nul (ol cl(:r) (s) désigne la r-ieme dérivée de CF(S)) [13]1 [14].

La définition et 1'étude des régulateurs fut ensuite étendue au K2 des
courbes par Bloch [7], puis a la K-théorie de toute variété V projective et
lisse sur un corps de nombres par Beilinson [3].

Pour une telle variété, une application régulateur est un morphisme

K,(V) —>HS(V ,R@) , m+k=2n

ou le second membre est un espace vectoriel réel de dimension finie ne dépendant
que de V]R= \' %R (sa cohomologie de Deligne-Beilinson, définie aux paragraphes 1

S.M.F.
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C. SOULE

et 3.3). On 1'obtient en composant le morphisme Km(V) ——»Km(V]R) avec des mor-
phismes ''caractéres de Chern'" pour la variété V]R (§2 et §3). Des conjectures
trés ambitieuses relient le volume de 1'image des régulateurs de V (pour une
Q-structure convenable de la cohomologie de Deligne-Beilinson) aux valeurs aux
points entiers de ses fonctions L , au produit prés par un nombre rationnel non
nul (§3). Des variétés telles que les quotients de courbes modulaires fournissent
des exemples oli un tel lien existe (§4). Enfin cette théorie des régulateurs

présente aussi un intérét géométrique, indépendamment de ses applications arith-
métiques (§1.4, 3.1 et 5.1).

Je remercie tous ceux qui m'ont aidé a rédiger ce rapport.

Conventions

On écrira X€Var/C pour dire que X est une variété quasi-projective et
lisse sur le corps des complexes. Sauf mention explicite du contraire, un fais-
ceau sur X €Var/C est un faisceau sur 1l'espace topologique sous-jacent a X an *
On écrira S€Sch pour dire que S est un schéma séparé, régulier et noethérien,
de dimension de Krull finie. Enfin, quand m , k et n interviennent dans
un énoncé, ce sont des entiers naturels vérifiant m+k=2n

1. Cohomologie de Deligne-Beilinson

1.1. Si X€Var/C onnote 0X=Q§ le faisceau des fonctions holomorphes sur X ,

et QX le complexe de faisceaux des formes différentielles holomorphes sur X
(mni de la différentielle extérieure). Celui-ci fournit une résolution

42,

0— c— -y

du faisceau constant € . Si X est projective, ce que nous supposerons jus-
qu'au paragraphe 1.6, on note FnQXCQX le sous-complexe an—d-)Q§+1—d>
QX . La filtration de Hodge FnHk(X,C) CHk(X,C) de la cohomologie complexe de
X est 1'image du groupe d'hypercohomologie Hk(X,FnQ)'() . On a aussi
FnHk(X,C) = & i , ou P 9x) désigne 1'espace des classes de formes
p+q=k
p2n
différentielles fermées de type (p,q) sur X [26].
Soit A=Z,Qou R . On note A(n) 1le sous-groupe (2ri)"A de € (i2 =-1).

Deligne (non publié, cf. [21]) définit un complexe de faisceaux

de

A(n)p=(A(n)—>Q§)(—-—->d Q)‘(L...—d.gxn") ,

o A(n) est placé en degré O et Q,g en degré p+1 . On note
HIB(X,A(n)) = Hk(X,A(n)D) 1'hypercohomologie de ce complexe.
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(644) REGULATEURS

1.2. Du quasi-isomorphisme
Cone(A(m) @ Flay —>0y) [-1] —> A(),,
résulte une suite exacte longue
®) e — Eam) @ B T 0 — BT (x,0
— HSX,Am) — HX,Am) 8 P H0,0 — ...
Si on note o:H (X,A(n)) — H (X,C) 1le morphisme induit par 1'inclusion de
A(n) dans C€ , cette suite exacte s'écrit aussi
0— H 04,0)/ @ 0, Am)) + P (X, 0) — HSo,Am))
— HX,Am) na” T EHX,0) — 0 .

1.3. Exemples
1.3.1. Ona HS(X,Z(©) = HX,2Z) et HS (X, Z(1)) = Hk"(x,o)*<) (car 1'exponen-
tielle fournit un isomorphisme de Z(1)D avec Os‘([-ﬂ).

1.3.2. Quand A=Z et 2n=k on a une suite exacte

0—JX) —> Hf)"(x,zzm) — P x,zm) n o X)) —0

on JMX) = Hznq(X,C)/(a(Hzn-1(X,Z(n))) o HZI’”(X,C)) est la jacobienne

intermédiaire de Griffiths [25] (c'est un groupe compact) . Quand A=R on
trouve Hgn(X,]R(n)) = Hzn(X,]R(n)) n Hn’n(X)

1.3.3. Notons Py la projection de H'(X,C) sur H'(X,R(n-1)) associée a
décomposition C=R(n-1)® R(n) . Si 2n>k nous utiliserons 1'isomorphisme
HSCX, R(m)) = H ' (X, Rtn-1)) /o, (PHT(X,0)) . Par exemple

-1y Rm)) = H2(x, R(n-1)) n 1071 ()

1.3.4. Quand n2k21 ,ona HIB(X,A(n)) = Hk_1(X,C/A(n)) . Ainsi, pour n>0 ,
Hll;(Spec C,Z(n))=C* si k=1 et O sinon. De méme HIB(SpecC ,2R(n)) =R si
k=1 et O sinon.

1.4. Classe fondamentale

1.4.1. Si S€Sch et n€ N onnote S(n) 1'ensemble des points de S de
codimension n et Z*(S) 1e groupe abélien libre engendré par S(n) . Si

y€ S(n-1) et si fek(y)* est une fonction rationnelle non nulle sur le
schéma intégre Y={y}cS , on note div(f)€Zz"(S) 1le diviseur de f (cf. par
exemple, [37], §7.5). Le groupe de Chow CH'(S) est le quotient de Z(S) par
le sous-groupe engendré par les éléments div(f) » feky)*, ye S(n-”

1.4.2. Quand X€Var/C est une variété projective, Deligne associe a toute
sous-variété fermée intégre YcX de codimension n une classe fondamentale
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C. SOULE

[Y] EHIZ)n(X,Z(n)) . Cette classe ne dépend que de 1'image de Y dans CHn(X) .
On en déduit un morphisme

ety CH(X) — Hé“(x,mn)) )

Si An(X) (resp. Bn(X)) désigne le noyau (resp. 1'image) du morphisme de classe
fondamentale ordinaire CHn(X) o Hzn(X,ZZ(n)) , on obtient ainsi un diagramme
commutatif [21]

0— AM(X) —— H'X) —————B"(X) — 0

®n CR’D

0— I — KX, Z() — KX, zm) na” @) —>0
L'application w, est dite d'Abel-Jacobi.

1.5. Produit
On peut définir un accouplement de complexes y : An)yp ﬁ An")p —>A(n+n')v

de la facon suivante. Si x (resp. y) est une section d'un des faisceaux du
complexe A(n)v (resp. A(n')D) et si deg(x) (resp. deg(y)) désigne son degré,
on pose u(x®y)=xy si deg(x)=0 , pux®y)=xAdy si deg(x)>0 et
deg(y) =n'>0 , et u(x®y) =0 sinon. Cet accouplement est associatif et
commutatif a homotopie preés. I1 induit un cup-produit

H;(X,A(n)) 2 Hll;' (X,A(n')) _.H,15+k' (X,A(n+n.))

1.6. Soit X une variété complexe quasi-projective sur € (éventuellement non
compacte ou singuliére), ou bien X=(X.) un objet simplicial dans la catégorie
de ces variétés. Deligne a défini une filtration FnHk(X,C) de la cohomologie
complexe de X [19]. Utilisant les mémes méthodes, Beilinson définit des groupes
HD(X,A(n)) . Ceux-ci s'insérent dans une suite exacte (E) (1.2) et possédent un
cup-produit comme dans le cas lisse et compact . Si par exemple XE€Var/C et si
u:X—> X est une compactification lisse de X telle que Y=X-X soitundivi-
seur a croisements normaux, notons QX <Y> 1le complexe de De Rham logarithmique
de X 1le long de Y [19] . Le groupe

H.D(X A(M)) = Hk(X Cone (Ru,A(n) @ F oy <Y> -——-»Ru Q) [-11)  ne dépend pas du
choix de u . Si X€Var/C , on montre que HD(X Z(1)) est isomorphe au
groupe 0()();*11g des fonctions réguliéres inversibles sur X

Les groupes H%(X,A(n)) ont une variante a supports Klg yX,AM)
b
(o Y&X est une immersion fermée). On peut aussi (en remplacant les formes

240



(644) REGULATEURS

par les courants) définir des groupes d'homologie H}Z(X,A(n)). Ceux-ci forment

avec la cohomologie a supports une théorie & ''dualité de Poincaré' avec coeffi-
cients tordus, satisfaisant aux axiomes de [12] (cf. [3], [4] et [22]).

2. Classes de Chern

2.1. K-théorie :

A tout anneau unitaire R , Quillen [36] associe une suite de groupes abé-
liens K (R), m20 . Quand m21 , K (R) =m BGL(R)® est le m-itme groupe
d'homotopie d'un H-espace BGL(R)" dont 1'homologie est celle du groupe linéaire
infini GL(R) = Nlé ] GLN (R) . Si S estun schéma, Quillen définit

aussi des groupes Ig“(S) , m20 , égaux a Km(R) quand S =Spec(R) est
affine. Le groupe KO(S) est le groupe de Grothendieck des fibrés vectoriels

sur S [27]. On dispose d'un produit (anti-commutatif) Km(S)x Km,(S) —>lgﬂ+m,(S) .
Si F est un corps on a KO(F) =Z et ](1 (F) = F* .

Quand S€Sch , il existe une suite spectrale qu(s) convergeant vers K_p_q(S)

et telle que EP4(S) = &P K (k(x)) . Le morphisme
Q 1 xes®P) -p-q P

d, BT (s) —EPTS) = 27(S) associe 3 fek(y)* , yes®N | on gi-
viseur div(f) . Donc EIZI’_n(S) =CH(S) , et Er21_1’-n(S) est engendré par

. o N (n-1) ; =
les familles finies (fa) , ol faek(ya)* , ya_GS et g le(fa) =0

2.2 Soit BGLN/C le schéma simplicial classifiant du groupe GLN/C (égal a
GLEI/C en degré p , avec les faces et dégénérescences usuelles).

PROPOSITION.- S4 n20 , Le morphisme
. 2N 2n
est un Lsomonphisme.

Ceci résulte de la suite exacte (E), du calcul de la cohomologie entiére de
BGLy /¢ et de Cgl:’lIUi de la filtration de Hodge de sa cohomologie complexe [19].
Appelons CHEHD (BGLN/C,Z(n)) 1'élément dont 1'image par € est la n-ieme
classe de Chern ordinaire du fibré canonique sur BGLN /C

2.3. Si X=Spec(R) , ot R est une C-algebre, on dispose d'un morphisme de
schémas simpliciaux (donné par évaluation) :

e : Xx BGLN(R) —»BGLN/C .

Quand m+k=2n (comme convenu !), la classe e* (cn) € H;n(x x BGLN (R),Z(n))
induit (2 cause de la formule de Kiinneth) un morphisme

Hm(GLN(R),Z) o d H]D((X,Z(n)) » qui est compatible a la restriction de GLN a
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a GLN-1 .Si m21 , on note

G f K (X)—-—)H%(X,Z(n)) (m+k = 2n)

son compose avec le morphisme d'Hurewicz IS“(X) — Hm(BGL(R) Z) de 1'espace
BGL(R)*

Quand X€Var/C et m20 , le groupe IS“(X) se calcule a partir du faisceau
simplicial associé a U+~ Z x BGL(T (U, 0 ,alg N . Cela permet d'étendre a ce
cas la définition des classes de Chern c k [23]

2.4. Si Q<A posons ch k(x) (-1 1/(n-1)')c k(x) quand m>0 ,

n Zn(x) N, (c ,23 (x))/n » Ou N est le n-iéme polynﬁme de Newton, si

n>0 , et ch (x) =rang(x) . Si ch- Zk chn x ©°n a alors ch(xy) =ch(x)ch(y)
et ch ver1f1e un théoreme de R:Lema.rm—Rocﬁ de 1a forme

ch(f,(x))TAY) = £f,(chx).TdA(X)),

ou f, est le morphisme d'image directe associé a un morphisme projectif
f:X—> Y entre deux variétés de Var/C , et Td(X) (resp. Td(Y)) 1les classes
de Todd de ces variétés [23].

2.5. Quand S€Sch , les groupes Ign(s) sont munis d'opérations d'Adams
wr : lgn(S) — Km(S) pour tout entier r21 ([3], [43]). Elles vérifient
0100 = x, ey = TG0+ W), 00D = V00 WEG) L R eyS = ¢S
Si Ign(S) (n) est le sous-groupe de ]gn(S) ® Q ou les w , r21 , opérent
par multiplication par ™ , On a
(n)
S) Q=8 S

]Sn( ) ZQ "~ Km( )
Beilinson appelle '‘cohomologie motivique' les groupes

HIS,Qm) = K )™ (mek=2n)

Sous les hypotheéses de 2.4, plusieurs morphismes ch X partent d'un méme
groupe Km(X) Mais la formule ch k(w X)) =r C}h k(x) montre que la res-
triction de ch h,k a K (X)( " est nulle si n'#n . Il suffit donc de con-
sidérer les morphlsmes .

chy 1 F HYOLRE)) —> HE(X,AM))

2.7. Exemples

2.7.1. Quand X€Var/C 1le morphisme ci1.q ¢ K (09] —->HD(X Z()) = O(X)alg
’
est surjectif et scindé (c'est le déterminant)

2.7.2. Si S€Sch , l'action des opérations d'Adams sur la suite spectrale
qu(S) (cf.2.1) montre que
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(n) _  2n _
k()T = Hy'(s,0m) = () 8 @
(n) _ ,2n-1 _ En—l,—n 43
et que K,(S) = Hy (S,Qm)) = 2 (S) & Q [43].
Supposons que XE€Var/C est projective. Le morphisme
. 2n
chy o ' X) %Q———»HD X,R(m))
est alors la classe fondamentale (cf.1.4.2). Si YcX estune sous-variété fermée

intégre de codimension n-1 , Y® son ouvert de lissité et £ €eC(Y)* , notons
log|f| 1e courant défini par la formule

(log |£|) ) =J' log|f| Aw
Y°

Si 87 désigne le courant d'intégration sur un cycle Z on a

33 log|f| = - “iédiv(f)* [26]. Le morphisme
ch BT e — K (G R) = B2, Ry n T ()
n,2n-1 ° 72 z HD ’ ’

(c£.1.3.3) associe a la famille (fa) (o fa€c(Ya)* , codimX(Ya) =n-1 et

z div(f)) = 0) la classe du courant p log [f | dans Ker(3%)/Im(3) + Im(3)

2.7.3. Soient X une courbe lisse sur € , f et gE()(X);"llg deux fonctions

et f.geKz(X) le produit des éléments associés a g et g dans 1K1 X (2.7.1).
Le "symbole" chz’z(f.g) = c1’1(f) Uc1,1(g) dans HD(X,Z(Z))m H X,€*) fut
d'abord introduit par Bloch [7]. C'est la classe d'isomorphisme d'un fibré inver-
sible mmi d'une connexion (intégrable) décrit par Deligne (non publié) et Bloch
[8].

2.7.4. Quand X=Spec(C) et A=Z on obtient des morphismes

Cn,1 :Kzn_](C) — C* . Quand A=R , le morphisme Cn,1 :KZH_1 (C) — R s'ob-
tient aussi de la fagon suivante. Dans le groupe de cohomologie continue
Hgg;l(GlN(C),R) du groupe localement compact GLN(C) » NsN , Borel définit
un élément indécomposable canonique [14], de facon compatible a la restriction a
GLN_1(C) - L'image de cet élément dans la cohomologie du groupe discret GLy (©)
définit donc un morphisme HZn—1 (GL(€),Z) —> R . Son composé avec le morphis- |,
me d'Hurewicz de BGL(C)* est la classe n,1 [3].

3. Les conjectures

3.1. Une variante de la conjecture de Hodge

Soient X une variété projective et lisse sur » N 20 un entier, et

A =R . La conjecture de Hodge affirme que 1'image de KO(X) (n) par chn est
b

2n
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égale 3 Hzn(X,(Q(n)) n Hn'n(X) . Par contre 1'image de K X (n) par chn+1 0+
est un sous-espace vectoriel réel de H (X,R(n)) n g (X) (2.7.2.). Belli’nson

pense que chn +1,2n+1

est surjectif :
Conjectuwre 1 [3].- Tout cbément de HR(XR(M)) n HYP(X) est £a classe d'un cou-

nhant g log|f,| du type considéené en 2.7.2.

3.2. Fonctions L : Soit V une variété projective et lisse sur Q . Si k21
on désigne par Lk_l(V,s) la fonction L associée a 1l'action du groupe de
Galois Gal(Q/Q) sur les groupes de cohomologie f-adique Hk'1(V Q,Qﬁ)[42] .
Cette fonction de la variable complexe s est définie par un produit eulérien
qui converge si Re(s) est assez grand. Serre conjecture [42] que Lk_1(V,s)
admet un prolongement analytique au plan complexe, non nul si Re(s) > (k+1)/2 ,
et qu'une équation fonctionnelle relie ses valeurs en s et k-s .

3.3. Régulateurs

Si V est comme ci-dessus on note VR="V 8 R (resp. Vg=V 8 €) 1la variété

réelle (resp. complexe) obtenue a partir de V par extension des scalaires. La
conjugaison complexe F_€ Gal(C/R) agit sur le couple v ,R(n)D) et donc
sur le groupe de cohomologie H%(V R(n)). Notons HD(V R(n)) 1le sous-espace
invariant par E . Le caractére de Chern de VC commute a l'action de E

et induit donc un morphisme

chy H (Vg Q) — HS (v, R())
Par ailleurs, on fait 1'hypothése suivante : V admet un modéle regulier
Vg propre et plat sur Z . On peut alors montrer que 1'image I—lM(V,Q(n))Z
de HMVZ,Q(n)) dans HM(V,(Q(n)) ne dépend pas du choix dumodele VZ ([3]1, §2.4.2.).
Soit B" (V) (resp. AR (V)) 1'image (resp. le noyau) du morphisme
@ (V) — KV, Z(b)) . Si m > 2 notons
ok ¢ HIOV,0m) —HS(Vp, R(D)
le composé du morphisme induit par V-—> V]R avec le caractére de Chern
Chn,k . Si m=1, notons
« tH0,0m), 0 BT 8 @ — BV R)

la somme du morphisme précédent avec 1'inclusion évidente (1.3.3). Les morphismes

Pn.k Sont les applications régulateurs de V
s

Confecture 2.-
i) (2] Les groupes HR(V,Q(n)y sont de dimension ginie sur Q

ii) [3] S4 m=2n-kz21 £Le morphisme Ph .k est dnfectif et son image est une
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Q-stucture de Hy(Vp,RM)) . De ptus fa dimension de HE(V,Qm)), est égate
a £'ondne du zéno de L ,(V,s) en s=k-n .

iii) ([3]1, [9]1) L'orndre du zéro de L2n_1(V,s) en s=n est égal a La dimension
de A"(V) 8 Q

3.4. Quand W est un espace vectoriel sur un corps K , on note détK(W)
(resp. détl’&(W)) la puissance extérieure maximale de W (resp. de son dual).
Quand m21 1le R-espace vectoriel de dimension un
p L k- < k-1 +
dét p HS(Vp ,RM) = dét p K (v, Rn-12)" @ détty p, (P (v, 00
(c£.(1.3.2);(.)* désigne les invariants pour l'action de F, ) admet pour
Q-structure
P -1 TR < k-1
o, 1= détg H (Ve.Q@-1)" @ détg p, PR W)
ol HﬁR désigne la cohomologie de De Rham algébrique.

Appelons A . le coefficient du premier terme non nul du développement de
Taylor de L, ,(V,s) en s=k-n

Conjecture 3 [3] : Si 2n-k21,an a, dans dét]RHII;(VIR,]R(n)) ,
détQ(Image(pn,k)) = )‘n,k q)n,k .

En ce qui concerne A » voir [6] et [11]. Les conjectures 2 et 3 prolon-

n,2n
gent celles de Birch, Swir,merton-Dyer [44], et Tate [45). Elles s'étendent aux

motifs a coefficients dans un corps de nombres ([20], [3]).

4. Résultats

4.1. Corps de nombres

4.1.1. Les résultats de Quillen [38] et de Borel [13][14] montrent (compte tenu
de 2.7.4) que les conjectures 2 et 3 sont vérifiées quand V est le spectre
d'un corps de nombres.

4.1.2. Soient F=Q(uN) 1'extension cyclotomique de @ par les racines N-iémes
de 1'unité et G=Gal(F/Q) son groupe de Galois. A tout caractére x: G—Q*
du groupe G est associé un caractere de Dirichlet (primitif) x : Z —@Q* .
Si E est 1'extension de Q engendrée par les valeurs de X ,—on note
L(x,s)€C 8 E 1la fonction L de Dirichlet, obtenue par prolongement analytique

de la série L(x,s) = 21 a® @y , Re(s)>1
as X

Fixons un entier nz 2 , et appelons K2n_1(x-1) (resp. H;(X_1,]R(n)) le
- 1
sous-espace propre de KZn—1(F) 8 E (resp. HD(Spec(F 8 R) , R(n)) 8 E)
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associé au caracteére X_1 .Ona H (X ,R()) =ROE si x(-1) = (1)n-1 et

z€ro sinon. Le régulateur définit donc un morphisme P, FKon- 1()( ) —> RQE
si x(-1) = (™!

THEORBME [31:0n a , dans a:gE ,
Dn’1(K2n_1(X_1)) = L(X"‘ -n).E

Ce résultat (dd a Bloch, Gross et Wigner quand n=2) s'obtient en construisant
un morphisme de G-ensembles Uty Kon-1 (F) ® Q ayant la propriété suivante.
Si 1'on pose z

2.(2) = % 2a™  si zeC et |z|sT

’
a2l

si o:F—C est un plongement complexe de F , et si gEciy » on a, quand
X=Spec(C) et A=R

bl

chn,1(o*(un(£))) = 7 Im¢ (0(£)) quand n est pair, et

n+1

chn,](o*(un(E))) Reg (0(g)) quand n est impair.

Les éléments un(F,) sont des analogues supérieurs des unités cyclotomiques.
I1s vérifient la relation de distribution (au sens de Kubert-Lang)

u («EM) VL S (En) si M divise N
n TIM=1 n

4.2. Courbes elliptiques et modulaires

4.2.1. Sous les hypotheses de 3.4, on notera R(V,n,k) 1'énoncé suivant : il
3 - 13 5 =
existe un sous-espace Z de 1'image de pn,k tel que detQ(Z) )‘n,k (I>n X

4.2.2. Soient V une courbe projective et lisse sur un corps de nombres F et
PcV un ensemble fini de points fermés, ratiomnels sur F , tels que la classe
x-y soit de torsion dans la jacobienne quand x et y sont deux points de P
appartenant a la méme composante de V . En utilisant la suite exacte [37]

KB(V-P) — xgp Kz(k(x)) — KZ(V) —> KZ(V—P) —_ xgp K; (k(x))
on montre que K, (V-P) % Q est somme directe de ](2 W % Q et du sous-espace
engendré par les produits a.f ol a€F* et feO(V-P)* . Si f et geld(V-P)* ,
le produit f g€k, (V-P) se projette donc en un élément S(f,g) de
K w @) - HM(V Q(2)) . Si 1'on suppose que S(f,g) provient d'un modele régulier
sur Z (cf. 3 3), son Jmage par le régulateur est un élément p, 2(S(f,g)) de

H ( ]R(1)) . Si wGQ (v ) , les formules pour le produit en cohomologle de
Dellgne—Belllnson (1.5, et [3]) montrent que
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(zni)"J 0, ,(S(E,8)N 0= (2ni)”! [ loglf] dlog@hw -
vV ’ Vv

C C

On note I(f,g,w) cette intégrale.

4.2.3. Si V est une courbe elliptique E , le choix de w telle que
“Aw=1 fournit un isomorphisme E(C) ~C/W , ou W est un réseau de rang

'[ E(C)
deux et de volume un. Si div(f) = Z n, x; et div(g) = ij yJ. (ni,mj €EZ et
xi,yj €E(C)) on trouve (sous les hypotheses de 4.2.2), eh utilisant 1'analyse de
Fourier sur C/W ,

I(f,g,w) = L e ((x w - (x -y )Ww
g,w i nlmee {}XP Y Y;

Quand E est une courbe elliptique a multiplication complexe définie sur Q ,

Bloch en déduit R(E,2,2) [7].
4.2.4. Soient A (resp. lAf) 1'anneau des adeles (resp. des adeles finis) de Q ,

GL, (@) (resp. GL, (lAf)) le groupe des points de GL, dans cet anneau, KcGLz(lAf)
un sous-groupe ouvert, et K_ 1le produit de OZ(IR) par le centre de GLZ(]R)
L'ensemble

ZW- 1

M (€) = GL,(Q\GL, (&) /KK

est une réunion finie de quotients du demi-plan de Poincaré par des sous-groupes
arithmétiques de GL, (Q . I1 constitue 1'ensemble des points complexes d'une
courbe Ml( définie sur Q . On note MK la compactification lisse de MK .
Parmi les courbes ﬁl( figure la courbe modulaire XO(N) associée au sous-groupe
de congruence T O(N) de SL2 (Z) , Nz21

THEOREME [3] [5] : L'énonce R(HK, n , k) est vial pour toute valeur de n et k
telle que m=2n-kz21

Donnons des éléments de la démonstration quand n=k=2 . Si K'cK est un
sous-groupe ouvert de K , on dispose de projections finies M - MK et
MK—>MK . On pose M= }_M , M= l_'M et H (M = 11mH(MK) quand
H (MK) H (ﬁK Q2)) , HD(MK r» R(2)) ou H' (MK 8 Q, Q) - Le groupe GL,(A.)
opere sur H' (M et H (MK) est le sous-espace mvarla.nt par K . Quand o

est une Q-représentation de dimension finie on pose
H (M ) = HomGL (A )(c HM 8 Q . Soit £ 1'ensemble des composantes irréducti-

bles de 1' actlon de GL f) sur Q ™ 8 Q ; on sait qu'elles ont multiplicité

un. On montre que les morphismes de GL2 (ﬂ\f)-modules
0 HiM ,Q(2) 8 0 —> H.(,Q(2)) 8 q

[o[ X o Q
et @ HXHM_,R(2)8 2M,R(2)) 8 q
8, TR 80— KR 0 T
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sont des isomorphismes. De méme, si LGWU,S) désigne la fonction L associée a
1'action de Gal(Q/Q) sur HomGLZGAf)(o,H1(H 8 6,@2)) et m(X,o) 1la dimension
du sous-espace de ¢ invariant par K , la fonction L1(Mk’°) est le produit

des fonctions L(M&,s)m(K’o), c€r . I1 suffit donc d'exprimer, pour toute
oc€X , la valeur en zéro de la dérivée de L(Mo,s) a 1'aide du régulateur

2 = 2 =
H, 31,0(2)) — Hy(M_,R(2)) .

D'aprés un résultat de Manin et Drinfeld [34], la différence de deux pointes
d'une courbe modulaire est toujours de torsion dans sa jacobienne. Cela permet
d'appliquer la construction de 4.2.2 quand f,g€ 0(M)* sont deux unités modulai-
res. L'élément S(f,g) provient alors du modele My, de M introduit par
Drinfeld [31]; Beilinson montre en effet que le Q-espace vectoriel O(M)* Q est
engendré par O(MZ)* et par les fonctions localement constantes inversibles sur M .

Par ailleurs, si o€l , on sait que o est la composante finie d'une unique
représentation irréductible de GLZQA) associée a une forme automorphe para-
bolique de poids deux. On note L(o,s) la fonction L associée a cette forme
automorphe, normalisée de telle sorte que son équation fonctionnelle relie ses
valeurs a celles de L(c*,2-s), ou o* désigne la représentation contragrédiente
de o . On sait, d'aprés Langlands [32], Deligne, et Carayol [15], que
L(F%,s) = L(o*,s) . Il suffit donc de voir que si w€oc et f,geOM)* , 1'inté-
grale I(f,g,w) est dans le sous-espace L(T)(o*,O).Q.@ de CQQ , ou o est
la période positive de w , et que, quelle que soit o€I , on peut trouver
w, f et g de sorte que I(f,g,w) soit non nulle.

Mais dlog(f) et dlog(g) (resp.w) sont les formes différentielles associées
a des séries d'Eisenstein (resp. a une forme parabolique) holomorphes de poids
deux. Cela permet de calculer I(f,g,w) par la méthode de Rankin [29]. On peut
supposer pour cela que dlog(g) est vecteur propre des opérateurs de Hecke T
avec pour valeur propre 1+x(p)p , ou ¥ est un caractére de Dirichlet. Si
e(x.w(o)) désigne le facteur e du produit de yx par le caractére central de
6 , on trouve que I(f,g,w) appartient a

b

172 e(x.0@) ' Lo 8 (x0dét),1) L(,2)q ,

et que cette intégrale est non nulle pour un choix convenable de x , f et w

On conclut en utilisant 1'équation fonctionnelle de L(o,s) et le fait que

L(o 8(x 0odét),1) est multiple de Q par un nombre algébrique (voir [3], §5). Le
cas o m>2 utilise les formes modulaires de poids supérieur a deux [5].

4.3. Autres résultats

L'énoncé R(V,n,k) est démontré quand n=1 , k=3 et V est un produit
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de deux courbes modulaires (Bloch et Beilinson [3]) ou une surface de Hilbert-
Blumenthal ([28], [40]1) ; la conjecture 1 en résulte pour la surface Ve - Le
théoreéme de 4.2 et la correspondance de Jacquet-Langlands [30] permettent de
montrer R(V,n,k) quand V estune courbede Shimura sur Q et 2n-k21 [39]. Con-
cernant la conjecture 2, iii) (avec n=2), Bloch exhibe dans [9] et [10] des
variétés V de dimension trois telles que L3(V,2) =0 et AZ(V) %Q #0.

5. Compléments
5.1. Caracteére multiplicatif d'un module de Fredholm

5.1.1. Les morphismes KZn—1(C) — C* , n21 (2.7.4) ont des analogues pour
toute C-algébre A (non nécessairement commutative) [17]. Si H est un espace
Hilbertien a base dénombrable (ils sont tous isomorphes ) et p21 un entier,
appelons &£(H) 1'algebre des opérateurs bornés dans H et &ZP(H) cd(H) 1'idéal
formé des opérateurs T tels que Trace(]T[p) <+o . Si p est pair (resp.
impair) on note MP 1'algebre formée des couples (x,y) €X(H)x E(H) tels que
x-yezP m) (resp. des matrices (a; ;) €M, &H)) telles que a5 ePm si
i#3j) . Connes et Karoubi définissent un morphlsme Kp 1(Mp ) — C* . Cela permet
d'associer a tout morphisme de C-algébre p: A—> MP un morphisme de groupes
1(A) —> C* . Un tel morphisme p est donné par une classe d'équivalence de

p+
A-modules de Fredholm p-sommables au sens de [16].

5.1.2. Exemples
Si A=C°°(S1) la décomposition LZ(Sl) =H_@H_ , ol H_(resp. H)) est
engendré topologiquement par les mondmes zk, avec k20 (resp.k<0), fournit un
A-module de Fredholm 1-sommable [41]. On en déduit un morphisme K, «” (S ))— C*,
i.e. une extensmn centrale de SL(C” (S )) par C* [41].
Si A= C°°(S ) , 1'opérateur de Dirac permet de définir un A-module de Fredholm
3-sommable [16], d'ol un morphisme K4(C°°(83)) —> C*

5.2. Théorie d'Arakelov

Reprenant les notations de 3.3, appelons Vi (V 1'ensemble des couples
(z,u) ou zez" (V ) et u est un courant réel de type (n-1,n-1) sur Vd:
tel que F (u) = (- 1)n 1u et 30(u) = wi 6, . Notons CHn(VZ) le quotient

Z¢
de 7" (VZ) par le sous-groupe engendré par les éléments de la forme

(div(f),-log|f| +dv+3w) ol fek(y)* et yEVén-” . De 2.7.2 on tire la suite
exacte

|- O o _
) I T v R — T () — 0 ) 22 10 R
(voir aussi [1] [35] [24] [6])
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