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CAUSTIQUE MYSTIQUE

[d’après Arnold et al.]

par Daniel BENNEQUIN

Séminaire BOURBAKI

37e année, 1984-85, n° 634 Novenbre 1984

1. Les miroirs ardents

La développée d’une courbe plane X est aussi bien le lieu des centres de cour-

bure de X que l’enveloppe des normales à X dans le plan. Une développante
de X est l’une des courbes planes dont X est la développée (cf. [Coxeter 1])

(figure 1). Ces constructions remontent au traité des horloges de Huygens (cf.

[Huygens 1]). La développée d’une cycloïde (roulette) est une cycloïde égale (fi-

gure 2). Huygens se sert de cela pour calculer la longueur d’une cycloïde, car
l’arc AD de la développée est égal à la normale BD à la développante (théorème
de l’enveloppe) (figure 1 ) .

Soit 0 un point du plan et M une courbe plane, l’enveloppe K des rayons

issus de 0 et réfléchis dans M est la par réflexion dans M . La fi-

gure 3 montre le cas où 0 est rejeté à l’infini et où M est un cercle (ce qu’
on observe dans une tasse à café). Huygens savait que K est alors une épicycloïde

(la néphroïde) (voir son "Traité de la lumière" ( 1678) (en français) (paru en 1690)

[Huygens 2]). Dans ce traité, Huygens étudie aussi les caustiques obtenues par ré-
fraction ( f igure 4). Mais son intérêt se porte surtout sur les de l’onde de

lumière (figure 5), il montre que ces fronts acquièrent des singularités cuspida-
les se propageant le long des caustiques. Les fronts sont les développantes de la

caustique ([Huygens 2]). Ces découvertes semblent avoir été faites à peu près au
même moment par Ehrenfried von Tschimhausen ( [Tsch irnhaus ] ) (1682), à qui l’on

doit le terne de caustique. Le traité de Tschirnhaus a tout de suite attiré

l’attention des premiers analystes, parmi eux Jacques et Jean Bermulli (cf.

[Bemo0153.li]), Mr de la Hire et le marquis de l’Hospital (cf. [l’Hospital]).
C’est dans 1 "’Analyse des infiniment petits" que l’on trouve l’allure des dévelop-
pantes d’une courbe en un point d’inflexion A ( figure 6). Elles acquièrent sur

la tangente AF un point de rebroussement de seconde espèce (un ’bec d’aigle", me

dit 

Dans les années 60, R. Thom montre tout le parti qu’on peut tirer de la théorie

des singularités génériques d’applications, pour étudier les caustiques et les
fronts d’onde (cf. [Thom 1,3]) (voir le § 3).

Depuis 1970, Arnold et toute une école de singularistes soviétiques, ont obtenu



des résultats remarquables sur les singularités des caustiques, des fronts d’ondes,
des développantes et de leurs analogues en toute dimension. D’abord il est apparu

que les caustiques "sinples" correspondent aux désingularisations des surfaces de

Klein associées aux polyèdres réguliers dans 1R3 (cf. § 4) ([Klein]), et aussi

que les fronts d’ondes "simples" dans sont isomorphes aux des

kaléidoscopes de Coxeter ( [Coxeter 2 J ) du type A  , D  , E  (cf . § 5) (le discri-

minant (réel) d’un groupe fini engendré par des réflexions dans est la partie

réelle du lieu de ramification des invariants algébriques du groupe dans ;

voir le § 5). Tout cela est décrit dans [Arnold 1,2]. Depuis 1978, l’examen

des développantes a mis à jour une structure algébrique et géométrique d’une

richesse incroyable (cf. [Arnold 3,4,5,6,8,15]). Par exenple, les kaléidoscopes du

type Bu, décrivent les familles génériques de développantes d’une hypersurfaoe
dans R~ (voir le § 9). Et, le groupe F4 apparaît dans l’étude de la famille

des normales à une surface à bord dans ]R3 (cf. [I.G. Scherback] ] et § 8).

Autre exemple : la famille des développantes d’une courbe plane qui possède un

point d’inflexion ordinaire. Les efforts conjugués de Guivental, Lyaschko, O.P.

Scherback, Platonova et Arnold ont montré que cette famille s’obtient en projetant

les sections génériques du discriminant du groupe Ha de l’icosaèdre (figure 7)

(cf. [0 . P . Scherback 1 ] et § 9). Dernier exemple : les formes normales des variétés

singulières (lagrangiennes et legendriennes) qui "relèvent" les familles de tan-

gentes et les familles de développantes, proviennent directement de la théorie des

invariants des formes binaires (cf. [Cayley 1] 1 et § 9). Ce sont les "queues

d’aronde ouvertes" de [Arnold 9] et de [Guivental 1].

Les premiers tracés de caustiques que j’ai trouvés sont dus à Léonard de Vinci

(vers 1510) (figure 8) et Albrecht Durer (vers 1525) (figure 9) (cf. [A. Durer]).

Léonard ce Vinci fut le premier à dresser la liste des groupes finis d’isométries

planes (cf. [H. Weyl]), (figure 10). Vinci et Durer étaient passionnés par les

polyèdres réguliers (figure 11), et par l’art de dessiner les draperies (figures

12 et 13). Ils auraient sans doute apprécié les liens mystérieux entre les kaléi-

doscopes, les caustiques, et les 14 points de vue génériques sur une surface lisse

pour un observateur qui se promène dans l’espace (figure 14) (cette liste a été

établie par [Landis], [Platonova 1], [O.P. Scherback 2] et [Arnold 10], voir

aussi [Gaffney] et [Bruce 1,2]) (cf. § 7).

Les théories formelles d’où sortent les caustiques et les fronts sont la géomé-

trie symplectique et la géométrie de contact (cf. [Hamilton], [Malus], et [Cayley

2,3]). Le § 2 rappelle ces notions et suggère quelques constructions utiles.

Pour écrire cet exposé, 1 l’aide de A. Chenciner, J. Martinet et A. rbrin m’a été

bien utile.



2. Lagrangiennes et legendriennes (voir [Weinstein 1] et [Arnold Il,12])

Une sur une variété V1 de dimension paire est une forme

différentielle fermée w sur de degré 2, de rang maximum en chaque point

de W . Exemple : le fibré cotangent T*Y d’une variété Y, avec la dérivée ex-

térieure w de la forme de Liouville. 03BB ( 03BB est définie par les tautologies

a* (À) = a , a 1-forme différentielle sur Y ) .

Une sous-variété J de W est si chaque espace tangent TyJ c TyW
contient son orthogonal symplectique Ny (on dit aussi que J est coïsotrope) .
Alors le sous-fibré N de T(J) engendre un feuilletage, appelé canac-

de J. Exenmle : une hypersurface lisse de W est toujours involutive,
son feuilletage caractéristique est défini par les équations canoniques de Lagrange
et Hamilton. Lorsque J est involutive et fibrée par son feuilletage caractéris-

tique N, le quotient D de J par N hérite d’une structure symplectique quo-
tient de w . Exemple : l’espace des droites orientées d’un espace euclidien E ,

avec J le fibré en sphères de rayon 1 , S*E c T*E (exercice : identifier la

structure obtenue avec celle du fibré rotangent à une sphère de rayon 1 dans E ).

Une sous-variété V de W est si la forme induite par w sur V est

identiquement nulle. Lorsqu’une sous-variété de W est à la fois isotrope et invo-

lutive, on dit qu’elle est lagrangienne (sa dimension est la moitié de celle de W ) .

Exenple : le fibré oonormal N*X d’une sous-variété X de Y forme une sous-

variété lagrangienne de T*Y (p E N*X si pl TxX = 0). Autre exemple : le graphe
d’une 1-forme fermée sur Y est lagrangien dans T*Y .

Un lagrangien est un feuilletage de W dont chaque feuille est la-

grangienne. Exemple : les fibres du ootangent. Les feuilles d’un feuilletage lagran-

gien possèdent une structure affine canonique ( w transporte la connexion de Bott

du fibre normal sur le fibré cotangent (cf. [Weinstein 2])). Lorsqu’un feuilletage

lagrangien sur W définit une fibration p de base Y, on parle de fibration la-

grangienne, et on appelle application p-lagrangienne V ~ Y la restriction de la

projection p : W - Y à une sous-variété lagrangienne V de W .

Exemple. 1.- X une sous-variété lisse d’un espace affine euclidien E, N*X son

fibré conormal, SN*X l’intersection de S*E avec N*X, les lignes du flot ca-

ractéristique de S*E (flot géodésique) passant par SN*X fonrent une sous-

variété lagrangienne V*X de T*E, qu’on peut bien appeler le faisceau des nan-

males à X dans E . L’application lagrangienne V*X ~ E s’appelle application
Ses valeurs singulières forment la caustique de daunce X (enveloppe des

droites perpendiculaires à X dans E ).

Soient P1 : W1 -~ Y1 et p2 : W2 --~ Y2 deux fibrations lagrangiennes, et soit

Vi (resp. V2 ) une sous-variété lagrangienne de W1 (resp. W2) ; nous dirons

que les applications induites V, ~ Y1 et V2 ~ Y2 sont isomorphes, s’il existe



un voisinage W~ (resp. W) de V1 (resp. dans W~ (resp. W~ ) , et un

difféomorphisme symplectique (transformation canonique) de W’1 dans W’2 qui en-

voie V1 sur V2 et qui envoie chaque trace sur W~ d’une fibre de P1 dans la

trace sur W~ d’une fibre de p2 .

Une de contact sur une variété M de dimension impaire 2n + 1 est

un champ F d’hyperplans tangents à M tel que le cône EF dans T*M des for-

nes linéaires nulles sur F soit une sous-variété symplectique de T*M . Il faut

voir F contre une équation de Pfaff sur M la moins intégrable possible (locale-

ment F est définie par a = 0 avec a A (da)n = 0 ). Une variété intégrale L

de F (T (L) c FIL) est dite sa dimension ne peut excéder n . Les

sous-variétés de M qui sont et de dimension n sont les 

de F . Du cône EF le fibré F hérite une structure c.on-

forme symplectique ; on peut donc définir des sous-variétés involutives dans M

cornue en géométrie symplectique, ce sont les sous-variétés J de r1 telles que

T(J) n FIJ soit un sous-fibre de FIJ et contienne son orthogonal synplectique
N . Le sous-fibré N de T(J) est intégrable et engendre le feuilletage caracté-

ristique de J . La structure de contact passe au quotient sur J/N . Une hypersur-

face transverse à F est toujours involutive.

De façon tout à fait analogue au cas synplectique, on définit des feuilletages

legendriens, des fibrations legendriennes p : M ~ S , des applications p-legen-

driennes, leurs isomorphismes, etc...

Les structures de contact interviennent comre version projective du symplectique.

Exenple : le fibre projectif cotangent P*Y d’une variété Y , c’est l’espace des

de contact de Y (d’où le nom du contact) (si v E ThP*Y , on a v E F

si sa projection dans T(Y) appartient à h ; comparer à la définition de la for-

me de Liouville sur T*Y ). Une sous-variété legendrienne typique de P*Y est

formée par les éléments de contact tangents à une sous-variété de Y ; par exemple

tous les éléments qui ont même La projection P*Y -~ Y est une f i-

bration legendrienne. On peut aussi considérer les éléments de contact 

sur Y , leur espace s’identifie avec S*Y .

2.- Soient E un espace affine euclidien et X une hypersurface lisse de

E , la sous-variété SN*X = N*X n S*Y de S*Y est legendrienne. Le flot géodési-

que cpt sur S* Y respecte la structure de contact, les projections sur Y des

images successives de SN*X par 03C6t sont les fronts d’onde de la lumière émise

par X . Les singularités de fronts d’onde sont donc des singularités d’applica-

tions legendriennes.

Les structures de contact constituent aussi la version "espace-temps" du synplec-

tique. Exemple : l’espace x T*Y des jets d’ordre 1 des fonctions numé-

riques sur Y , avec la structure dt = À ( t coordonnée sur À forme de



Liouville de T*Y ) . Il s’identifie naturellement à l’ouvert de P* (Y des

éléments de contact sur l’espace-temps S = Y x ]R transverses à l’axe des temps.

La projection J’ (Y) --~ S est une fibration legendrienne.

Exemple 3.- E est un espace euclidien, E x IR l’espace-temps associé. No-

tons W1 l’hypersurfaoe dans J’ (E) constituée par les de 

dt = pdy avec 1 pl2 = 1 . Le champ caractéristique de W, est noté Xi . Soient

X une hypersurfaoe lisse dans E , N*X c T*E son fibré conormal ; notons encore

SN*X la trace de N*X x (0) sur Wi . Considérons le sous-espace L*X de Wi

constitué par les courbes intégrales de Xi passant par SN*X ; c’est une sous-

variété legendrienne de J’ (E) appelée de Hamilton-Jacobi. Son image
dans E x JR est le graphe de la fonction multivaluée "temps nécessaire pour venir

de X ", on l’appelle "graphe du 

Beaucoup de constructions en géométrie symplectique se ramènent à un raffinement

du théorème suivant (qui doit venir de S. Lie ou de E. Cartan).

THÉORÈME 1.- une sous-variété isotrope d’ une variété symplectique W ,

et 1 un isotrope de c.o ntenant T(l), il existe une

sous-variété isotrope L contenant l telle que = I .

Démontrons le par récurrence sur dim I - dim .~ . Choisissons un supplémentaire

N de T(l) dans I ; on a T(l) c: 1 = Il c: l~r , donc il existe une hypersurface
J de W contenant l , telle que T (J) I .~ ~ ~ (donc ( T (J) eN). Soit

le feuilletage caractéristique de J ; notons l’ la réunion des feuilles de

passant par l et I’ le sous-fibré de obtenu à partir de I par

l’ holonomie de § , On a dim l’ - dim ~’ = dim I - dim .~ -1 , etc.

Ce théorème a le remarquable corollaire suivant.

THEOREME 2 (Guivental).- Xi ~ W1 et j2 : Xs du germes de

de6 variétés symplectiques (W1,03C91) et (W2,03C92) , et 

f : X, ~ X2 un gercme de difféomorphisme tel que f*j*203C92 = j*103C91 ; il existe un

difféomorphisme symplectique F d’un voisinage de X1 dans W, sur un voisina-

ge de X2 dan6 W2 qui prolonge f.

Le graphe du difféormrphisme f s’interprète comme un germe

de sous-variété isotrope dans le produit W = x Un

peu d’algèbre linéaire donne un sous-fibré lagrangien I de qui contient

T(l) et qui est transverse à X {0} comme à {0} X Tw2 ( ~ . Le théorème 1
donne un germe de lagrangienne L dans W transverse aux fibrations sur W1 et

sur W2 , et contenant l. Le difféorrD:rphisne F a pour graphe L .

En appliquant le théorème 2 au cas où Xi et Xz sont des points, 1 on obtient

le théorème de Darboux : localement toutes les structures symplectiques sont fai-

tes comme celle d’un A partir de là il est facile de voir que toutes les



structures de contact sont faites comme celle d’un J ~ (1Rn) ou d’un 

On peut aussi montrer que toutes les fibrations lagrangiennes (resp. legendriennes)
ont pour modèle local (resp. J1 ~ IRn x lil ou

P* (IRn+1) ~ IRn+1 ) ([Weinstein 2 ] ) .
Un procédé pour construire des lagrangiennes (resp. des legendriennes) d’une va-

riété symplectique ( resp. d’une variété de contact) est la réduction symplectique.
Soit J une sous-variété involutive dans (resp. (M,F) ) , nous notons N

son feuilletage caractéristique, et nous supposons que J --~ J/N est une fibra-

tion. Soit L une sous-variété lagrangienne de W (resp. legendrienne de M ),
telle que L fl J = l soit une sous-variété de J et telle que

f1 T(J) ~ = T(l) (intersection régulière de Bott) ; alors l’image de l
dans J/N est une sous-variété (éventuellement immergée) lagrangienne (resp. le-
gendrienne) (voir [Weinstein 1 ] , [Guillemin-Stemberg]) (au niveau linéaire sym-
plectique (L fl = L + N donc (L fl J) 1 f1 J = L fl J + N ) .
Remarque.2014 Tout ce que nous avons dit reste vrai en géométrie symplectique analy-
tique complexe (ou réelle). De même pour la géométrie de contact.

3. Théorie des catastrophes

Soit X une hypersurface lisse dans un espace affine euclidien E de 

sion l. Notons N le fibré normal à X dans E et v l’application de N

dans E qui envoie le vecteur n d’origine x sur le point x + n . L’enveloppe
de la famille des droites perpendiculaires à X dans E est l’ensemble des va-

leurs singulières de v (figure 15). La métrique sur E permet de rapatrier la

structure synplectique de T*E sur TE et l’exponentielle TE -~ E qui à

v ETE associe x + v est une fibration lagrangienne. Ainsi, l’application nor-
male de l’exemple 1 du § 1 est isomorphe à v et K est la caustique de source X.

Lorsque E est un plan (.~ = 2) , l’expérience montre qu’en bougeant un peu X ,

on peut s’arranger pour que v ne présente que des singularités génériques pour
une application C de]R2 dans]R2, à savoir des et des fronces (figure
16) (cf. [Whitney]).
Mais dès 3 , par exemple dans ~3 , on obtient de façon stable des sin-

gularités qui ne sont pas génériques de ~ dans ~ . Dans ]R3 , en plus des
arêtes de. rebroussements et des queues d’aronde (figure 17), il y a des poils (om-

bilics elliptiques) (figure 18) et des de vague-6 (ombilics hyperboliques)
(figure 19).

Vers le milieu des années 60, R. Thom avait trouvé un moyen de faire rentrer

les caustiques dans la théorie des singularités génériques ; il suffit de prendre
en compte tous les rayons possibles issus de X et pas seulement ceux que la lu-

mière va réellement suivre (construction de Huygens-Feynman). En effet, soit Y



un ouvert de .:IR3 où l’on veut décrire la caustique, introduisons la fonction nu-

mérique c~(x,y) - l x - y 1 2 sur le produit de X par Y , et considérons l’appli-
cation qui à (x,y) associe (y,c~(x,y) ) ; le lieu singulier
C de F est défini par ~03C6 ~x = 0 et la restriction de F à C est singulière au

dessus des points de K . Or l’application F n’aura que des singularités généri-

ques (et stables) d’applications de IR5 dans (la description analogue pour
les fronts d’onde se trouve dans 1]) (voir aussi [Porteous]).

Nous allons voir qu’une construction semblable, due à Arnold, Hörmander et

Weinstein, permet de ramener de tout germe d’application lagrangienne
T*Y =) V -~ Y (resp. legendrienne J~Y =3 L -~ Y à l’étude d’une famille de

fonctions cpy , , y E Y sur un espace X de variables internes : les caustiques sont

exactement les catastrophes élémentaires de bifurcation.

Soit Z Y une fibration de fibre X ; on note M l’ouvert de P*(Z 

qui s’identifie à (éléments de genre temps), et J la sous-variété in-

volutive de P~ formée par les éléments de contact tangents aux fibres de

Considérons une fonction numérique cp sur Z , et notons G son graphe dans

Z x ]R ; nous relevons G à la legendrienne G de M constituée par les espaces

tangents de G . Nous disons que tp est transverse à p : Z ~ Y si G est trans-

verse à J . Soit C l’intersection (supposée transverse) de G avec J , le

C de cp est la projection de C sur Z , son contour apparent a

est la projection de C sur Y x R . D’autre part le quotient de J par son

feuilletage caractéristique N s’identifie à J1 (Y) ; i la legendrienne L c J1 (Y)

de cp est la réduction de G par N , sa lagrangienne V c T*Y est la projec-
tion de L sur T*Y . L’application V -~ Y est "l’application des catastrophes"
(cf. [Thon 1 ] , [ Zeeman] ) . L’ ensemble de ses valeurs singulières est la caustique
K de cp , c’est le fermé des bifurcations de la famille de fonctions cpy , , y E Y

sur X .

La fonction s’appelle générateur de tous ces objets (ou famille

(génératrice) de potentiels (locaux) ). Exemple : la fonction distance sur X x E

est le potentiel générateur de la caustique de source X . En coordonnées, V((p) , ,

par exemple, |~ ~ T*yY ; [ x ~03C6 ~x = 0 &#x26; ~ = ~03C6 ~y} ~ T*y . °
Deux potentiels 03C6 et cp’ sur Z ~ Y et Z’ ~ Y’ sont isomorphes s’il existe

un difféomorphisme f d’un voisinage de sur un voisinage de C(tp’) , , res-

pectant les projections sur Y et Y’ , tel que cp’ o h = cp (en formules

h(x,y) = (x~(x~Y)~Y’(Y)) ).
On dit et cp’ sont moralement équivalents (en anglais right+-equivalent)

s’il existe une fonction sur Y telle que cp + ~ o p soit isomorphe à c~’

(cf. [Mather]) > ( ~’ (x’ (x~Y) ~Y~ (Y) ) _ ~D(x~Y) + ~(Y) ) .
Et on dit que cp et sont équivalents (en anglais K-equivalent) s’il existe



une famille C de difféomorphismes f de JR paramétrés par Z tels que f o 03C6

soit isomorphe à tp’ (cf. [Mather] ) > ( cp’ (x’ (x,Y) ,y’ (y) ) > = fx,y (cp (x,Y) ) ) .
Si E est un espace vectoriel et si Q est une forme quadratique non dégéné-

rée sur E , le potentiel = Q(x) sur E x Y 
. engendre la section nulle

dans J’ (Y) comme dans T* (Y) . On dit que tp sur Z -~ Y et ~p’ sur Z’ -~ Y’

sont stablement équivalents (resp. stablement moralement équivlents) s’il existe

des formes quadratiques non dégénérées Q et Q’ sur des espaces vectoriels E

et E’ (éventuellement de dimensions différentes) tels que tp+Q sur Z x E --~ Y

et cp’ + Q’ sur Z’ xE’ --> Y soient équivalents (resp. noraler0153nt équivalents).
Un potentiel cp sur Z -~ Y est en un point z de si la déri-

vée seconde relative (i.e. dans la fibre X ) d2p03C6 est nulle au point z . R. Thom

a démontré (cf. 1]), en utilisant le lemme mJ2 de Tougeron :

THÉORÈME 3.- Tout germe de potentiel est stablement équivalent à un germe résiduel

et deux germes de potentiels résiduels qui sont stablement équivalents sont en 

THÉORÈME 4 ( [Hörmander], [Weinstein 3 ] , [Arnold l ] ) .- Tout germe de lagrangienne
dans T*Y dan6 J1 (Y) ) possède un potentiel générateur. Deux

germes de projections lagrangiennes sur T*Y legendriennes sur J1 (y) ) 1

b.t. e.:t seulement si leurs potentiels générateurs sont stablement

moralement équivalents (resp. stablement équivalents).
L’existence d’un potentiel est facile. Par exemple, soit L legendrienne dans

J1 (Y) , prenons comme fibration p la projection T*Y --~ Y , relevons L dans

P* (T*Y x ]R) à L par les hyperplans de la structure de contact de J’ (Y) tan-

gents à L . Un peu d’algèbre linéaire donne un sous-fibré "lagrangien" I de

contenant T(L) , et transverse à la fois à la variété involutive J , aux

fibres de la projection sur J (Y) et aux caractéristiques de J . Il ne reste

plus qu’à appliquer le théorème 1.

Les résultats d’équivalence se montrent avec le même genre d’idée à partir du

théorème 3 (voir [Wall] et [Zakalyukin 1]).

Soit X un genre de variété au point 0 , et f une fonction numérique C
sur X , dont 0 est un point singulier C’est-à-dire que

l’idéal jacobien J(f) engendré par les dérivées partielles dans l’algèbre

A des germes de fonctions C en 0 , contient une puissance de l’idéal maximal

m de A ( cf . [Thom 1 ] ou [ Thom 2 ] ) .

Rappelons qu’un déploiement de f est si tout autre

déploiement F’ : XxY’ --~ Y’ x 1R est induit par F (i.e. si F(x,y) = 

et FI (x, y’) = , il existe un difféomorphisme fibré (X’ (x,y) ,Y’ (y) )
tel que ~p’ (x’ ,y’ ) = tp(x,y) ) . Le théorème de base (corollaire du théorème de pré-



paration de Malgrange-Weierstrass) , dit que le déploiement F(x,y) = (x,y) )
est versel, si et seulement si ses ~03C6 ~yj engendrent un supplé-
mentaire de J(f) dans A (voir [Chenciner] et 

Soit T*Y un genre de sous-variété lagrangienne, on dit que la projection
V -~ Y est une application lagrangienne d~ab.~e si, sur toute lagrangienne V’

assez proche (en topologie C°° ) de V, il existe un point où le germe de V’ -+ Y

est isomorphe au germe V -~ Y .

Soient T*Y ~ V -~ Y un germe lagrangien, et Xx un potentiel géné-
rateur de V, on peut considérer cP comme une déformation d’un germe f : 

en un point 0 de X . Nous supposerons que af (0) - 0 . Et nous dirons que f

est la source de V (ou centre organisateur) .

THÉORÈME 5 ([Arnold 1 ] , L’ application V ~ Y est lagrangien-
nement stable si et seulement si le déploiement F : x x Y x IR ~ Y x IR  IR de f

défini pan (x,y,03BB) = (y,03BB,03C6(x,y) - 03BB) est versel (voir aussi [Duistermaat 1,2]).
Si le germe f : X -~ ~t s’annule en 0, on peut faire une théorie du déploie-

ment "projectif" qui ne s’intéresse qu’aux germes d’hypersurfaoes en 0 ; dans X,

il faut remplacer A par m et J(f) par l’idéal J(f) engendré par f et par

les 1 (cf. [Mather] ou [Looijenga 1]).
On parle alors de déploiement versel pour les niveaux. La définition de la sta-

bilité des applications legendriennes est analogue à celle de la stabilité lagran-

gienne ; et la version "contact" du théorème 5 dit qu’un germe J~ (Y) ~ L 2014~ Y x M

est stable si et seulement si le déploiement F(x,y,À) = associé

à un potentiel (p de L est versel pour les niveaux (cf. [Arnold 2, 7] et

[Zakalyukin 1]).

4. Caustiques et groupes de quaternions
Ainsi la théorie des singularités lagrangiennes et legendriennes génériques se

ramène à la théorie des déploiements des fonctions numériques à point singulier
isolé. Ce qui a permis à [Arnold 1] et [Zakalyukin 1] de classer toutes ces singu-
larités génériques sur les bases de dimension .~  10 .

Lorsque .~  5 , elles sont toutes stables et on retrouve la liste de Thom (cf.

[Zeeman]) .

Pour £ = 1 , le potentiel A2 ,

Il donne la lagrangienne en coordonnées paramétriques dans T*3R,

et la courbe de Legendre dans J~ (HR)



Le front est donc un point de rebroussement de première espèce : 8y3 + 9t2 = 0 .
Et la caustique est un 

Pour £ = 2 , en plus de As , = x~ + yix , on trouve les potentiels
Aa des (ou GLLôpô)

Les fronts sont des queues d’aronde (figure 17) .

Pour ,~ = 3 , viennent la queue A4 , de potentiel

et les deux ombilics D+4 et D-4 (figure 18) dont le corang (dimension de X pour
un potentiel résiduel) est 2 ,

Pour .~ = 4 , on a en plus A6 de source t x6 , le et Ds , 
bilic parabolique, ou (voir [Thom 1]) de potentiel

Pour £ = 5 , A6 de source x7, D6 de souroe x5 3: et E6 de potentiel

A partir de l = 6 , un phénomène nouveau apparaît en plus de trois singularités
stables A7 , D7 , E7 , il y a la "classe" P; (ou T;,3,3 ). Une classe d’isomor-
phisme du type P8 dépend d’une fonction ~ de 6 variables, un potentiel s’écrit

i x31 t x32 t x33 + l!J(Y1’... ,y6)x1x2x3 + y1x21 + y2x22 + y3x23 +Y4X1 + y5x2 + y6x3 .

Pour .~ >_ 7 , en plus de As , De , Ee , deux classes analogues apparaissent

pour les caustiques X9 et Pg , à partir des singularités unimodales de fonc-

tions Xg = T’2~4~4 et P9 = T3,3~4 . On a aussi la classe Pe dont le potentiel
est donné par le déploiement universel de la singularité unimodale

f x~ f x~ t x~ + Pour les P8 et Xg demeurent mais P9 est

remplacé par 1Pg où l’on la valeur du nodule (consulter le livre d’Arnold,
Husein-Zade et Varchenko ([Arnold 7])) .

Une singularité lagrangienne V -~ Y (resp. legendrienne L -~ S = Y x > est

s’;il existe une oollection de germes d’applications lagrangiennes

(resp. legendriennes), telle que toute application lagrangienne V’ -~ Y (resp.

legendrienne L’ -~ S ) suffisamment proche de V -~ Y (resp. L -~ S ) possède en

àacun des points de V’ (resp. L’ ) un germe isomorphe à l’un des germes 

THÉORÈME 6 ( [Arnold 1 ] ) .- Le.-6 

simples et stables, sont celles qui sont engendrées par les déploiements versels
de k ~ 1 , f(x) = t xk+1 ; k ~ 4 , f(x,y) = t t xy2 ;

E6, f(x,y) = t x3 t y" ; E7 , r f(x,y) =:t x3 f xy3 , et E8 , t x3 t y5 .



Soit I un icosaèdre dans ]R3 , ses symétries forment un sous-groupe H3 de

0(3) isomorphe à As x s/2 . Les isométries directes de H3 forment un groupe

alterné de 5 lettres As ( figure 20). En relevant As dans SU(2) par le revête-

ment quatemionique SU(2) -~ sa (3) on tombe sur le groupe binaire de l’ icosaèdre .

a = 2,3,5> à 120 éléments. Soit S = ~[~2)~ l’algèbre des polynômes en 2 va-
riables invariants sous l’action de I . L’algèbre S possède 3 générateurs
liés par une équation (syzygie). D’après [Klein] :

Donc S est l’anneau des coordonnées d’une surface Ee, x~ + x2 + x3 = 0 ,
dans a:3 .

En partant des autres groupes finis d’ isométries directes de 3R? , on trouve
toutes les autres singularités simples dans ~3 : t A4 (tétraèdres) donne E6 (fi-
gure 21) ; ~4 (cube) donne E7 ; les groupes cycliques S/k+1 (les polygones
plans) donnent les A~ , les groupes diédraux I2 (k - 2) (les dièdres) donnent les

Dk ( cf . [ Sl 1 ] ) .

Les singularités stables et unimodales ne sont pas moins belles que
les sinples . Comme toujours, le premier module qui apparaît est un birapport, mais
il prend des formes géométriques étonnantes. Voyons l’ exemple des fronts. Pour
.~ = 7 , on a Pe à cause de x3 + y3 + z3 + axyz , le module est l’invariant j
sur Mi ,o des cubiques planes (voir [Mumford]), les "symétries" sont celles du
groupe des paveurs p3 (engendré par deux rotations de 120°). Pour £ = 8 , Xg
à cause de x‘’ + y4 + ax2y2 , 4 points sur la droite projective, M0,4 , le grou-
pe des paveurs p4 (déplacements du pavage carré). Pour £ = 9 , Ji o avec

x3 + y6 + ax2y2 , 3 points de la droite affine, le groupe des paveurs p6 (dé-
placements du pavage hexagonal) (cf. et [Milnor 2]) (voir figure 22) .

5. Kaléidoscopes

Les singularités simples ont hérité leurs noms de la géométrie de leurs monodro-
mies et de leurs désingularisations (voir [Du Val], [Artin], 1 [Brieskom 1,2],
[Tjurina].

Appelons kaléidoscope (ou groupe de Coxeter fini) un groupe fini G d’ isométries
d’un espace euclidien E , engendré par des réflexions dans des hyperplans
H~,...,HU de E . Notons R~ la réflexion dans Hi ; le groupe G est défini par
les relations (R = 1  i  k  y , avec p.. - 1 et pik > 1 si



i  k . ° L’angle dièdre de Hi avec H est n/p (cf. [Coxeter 2], [Coxeter-

Moser], [Bourbaki]). Le graphe de Coxeter de G a un sommet par générateur, R. ,
une arête de Ri à Rk si Pik > 2 , et le nombre pik est écrit au-dessus de

l’arête si pik > 3 . On dit qu’un kaléidoscope est irréductible si son graphe est
connexe.

La sous-algèbre 1R[E]G de 3R[E] formée par les polynômes invariants sous l’ac-

tion de G est elle-même une algèbre de polynômes. C’est l’algèbre des polynômes
en p. polynômes a~,...,au E 1R[E] . . (Voir [Chevalley], [Bourbaki]) (lorsque G

est irréductible, l’invariant de plus bas degré ai est toujours de degré 2). No-

tons le complexifié de E ; l’algèbre C[EC]G s’interprète naturel-
lement comme l’anneau des coordonnées de la variété algébrique affine Ain-

si, la projection pC : EC --i est un isomorphisme affine (en coordonées p

est donnée par a = (a~ , ... aW : E --~ E ) .
Le dis criminant o (G) est l’hypersurface de où p se ramifie, il s’ iden-

tifie à l’image dans EC de la réunion des hyperplans par la cotnplexi-
fiée de a . Le discriminant réel 0394r(G) est la partie réelle de A (G) .

Le kaléidoscope A~, : le groupe symétrique ~~+1 permute les coordonnées

(zo,...,z~,) sur l’hyperplan Zo + ... + = 0 de ~~+1 . La variété des orbites
est l’espace des polynômes z +1 + a1z -1 + ... + a -lz + a , et le discriminant
est constitué par les polynômes ayant au moins une racine double ("queue d’aronde"

généralisée) . A cause de cet exemple, Arnold a baptisé de Vièta l’ap-

plication a .

Tous les kaléidoscopes ont été déterminés par E. Cartan et H.S.M. Coxeter (voir

[Bourbaki 1]) (figure 23) . Voici les seuls irréductibles : les A sont les grou-

pes symétriques ~,.i ~ , ce sont les symétries du simplexe û (figure 24) de ~t~’ ,

les B (ou C ) sont les symétries de l’hypercube 03B2  de]Rl1,

les D~ , d’indice 2 dans les précédents, sont les symétries de l’hypercube qui

respectent le polytope obtenu en prenant un somret sur deux de l’hypercube

( h~~’ est irrégulier dès que ~, >_ 5 ),

les exceptionnels E6 , E7 , Es,



les diédraux 12 (k) d’ordre 2k (dont GZ = IZ(6) ),

le groupe F4 à 1152 élénents, groupe des symétries du polytope régulier (auto-

réciproque) ) à 24 pièces (figure 25) dans ]R4 ,

H3 à 120 éléments, symétries de l’ioosaèdre et du dodécaèdre (figures 11 et 20),

et enfin ~i4 , à 14400 éléments, groupe de symétries du polytope régulier à 600

pièces (figure 26) de ~ et de son réciproque (figure 27), à 120 pièces,

Grâce à l’école d’Arnold, nous savons maintenant que les discriminants de tous

ces groupes (sauf peut-être H~ ) , caractérisent une situation singulière "simple"

en géométrie de oontact (cf. §§ 8 et 9 ci-dessous).

Auparavant, la description du discriminant d’une singularité rationnelle (désin-

gularisée par éclatements successifs de points) avait été conjecturée par 
Grothen-

dieck, et réalisée par Brieskom (cf. [Brieskom 1], [Slodowy 1,2]). E.J.N. Looi-

jenga précise cette description grâce à l’ application des périodes (cf. [Looijenga

1,2,3]).

Soit f : un genre en 0 E X de fonction nulle en 0, singulière,

analytique complexe, à singularité isolée, on note u la d.imension de

et cpl , ... , cpu 1 des fonctions analytiques complexes sur X qui engen-

drent un supplémentaire de J ( f) dans l’idéal maximal m des fonctions analyti-

ques nulles en 0 . Soit Y un voisinage de 0 dans ~~’-1 , on définit
par =f(x) + ... " + 

F : par F(x,y) = (déploiement miniversel restreint) .

Le contour apparent A du potentiel 1P dans S s’appelle le de f .

C’est l’ensemble des couples (y,Â.) tels que F ’ (y,03BB) soit une variété sin-

gulière. Quitte à rétrécir Z = Xx Y et à prendre un voisinage D de 0 assez

petit dans (E , on peut supposer que F induit une fibration localement triviale

de Z’ = Z - F ’ (a) sur S’ = S - A ([Milnor 1 ] ) . Les fibres Zs = F-1 (s) pour

s E S’ ont le type d’homotopie d’un bouquet de u sphères Sn-’ , les cycles éua-

nescents ( cf . [Milnor 1 ] et [Demazure]). Choisissant un point base so dans S’

on a la représentation de monodromie



Notons S’ ~ S’ le revêtement régulier associé, et F : Z’ x S’ --~ S’ la

fibration qui s’en déduit. Choisissons un point base so dans S’au dessus de

so , et une (n-1) -forlre 03C9 holomorphe sur Z . Soit 6 E un cycle
So 

N

évanescent, il se promène canoniquement dans les groupes sur ô(s) ,
s E S’ . . de.-6 périodes P : S’ ~ Hn-1 (Zso,) est définie en for-

mule par 
-

THÉORÈME 7 ([Varcilenko]).- Il 03C9 , et un voisinage U de. 0 dans S ,

q ue de.  sur 03C0-1(UB0394) c S’ .

Supposons maintenant que le germe f soit (i.e. ses déformations ver-

selles ne rencontrent qu’un nombre fini de classes d’équivalence de germes), et

que n soit un nombre impair. Notons E l’ espace W’ ( ZS o , ]R) et E = 
la forme d’intersection définit une structure euclidienne sur E et le groupe de

monodromie G est un groupe fini d’isométries de E . Il est engendré par les

réflexions dans u hyperplans de E (correspondant aux cycles évanescents), ceci

exprime les formules de Picard - Lefschetz (cf. [Demazure]). Le groupe G est iso-

morphe à un groupe de Coxeter A , D ou E .
Nous pouvons définir l’application quotientée des périodes P : S’ -- E par

P ~ (S) = p~ (P~ (S) ) si n(S) = S .

THÉORÈME 8 (Looijenga). - Si f est simple, et si n est impair, il existe o

P en un isomorphisme analytique de S E au voisinage
de 0, Qui 

D’où l’identification géométrique des fronts d’onde simples et stables : A(A~) , ,
.

Remmque 1.- Pour une version réelle de ce théorème, voir [Looijenga 3].

Remarque 2.- Les preuves des théorèmes 7 et 8 se servent de la connexion de Gauss-
Manin locale.

Remarque 3.- Les colonnes des tables de caractères des groupes finis de quaternions,

groupes cycliques ~ groupes dicycliques (d’ordre 4k - 8 ), groupes binaires

du tétraèdre, de l’octaèdre et de l’icosaèdre, sont des vecteurs propres des ma-

trices de Cartan de type affine Âk , 1)k , , Es Ë-7 et Es ([Mc Kay]) .

6. Métamorphoses des caustiques

Il revient à Arnold d’avoir su exploiter la présence des groupes de Coxeter dans

les contours apparents pour traiter de nouveaux problèmes de singularités lagran--

giennes.



THÉORÈME 9 ( [Arnold 13]) .- Soit G un groupe de compact agissant linéairement
dans Cn , toute fonction G-invariante holomorphe, ayant en 0 un point critique
non dégénéré de valeur critique 0 , se réduit à sa partie quadratique pan un chan-

gemewt de 

COROLLAIRE (avec les notations du § 5).- Soit A(G) ci le discriminant d’un

gnaupe de Coxeter irréductible, ef f une fonction sur C  , holomorphe en
0 , telle que f(O) = 0 et ~f ~a1 (o) ~ 0 ; f be nédua à f = ai pah un 

morphisme biholomorphe en 0 qui préserve A (G) .

[Arnold 13] démontre aussi une version analytique réelle de ces résultats. Cc~r
ment en déduire les formes normales de l’évolution temporelle des fronts dans l’es-

pace ? Regardons le "graphe du tenps", projection de la variété de Hamilton-Jaoobi
(voir exemple 3 du § 2), c’est un front d’onde A dans l’espaoe-tenps. . Pour trou-
ver la liste des métamorphoses génériques, il suffit de mettre la fonction "ten~s"
sous forme nonmle en respectant A . Pour les singularités A, D , E on déter-

mine aisément tous les cas génériques (voir [Arnold 13,4], [Zakalyukin2]), (fig. 28).
Une idée semblable (cf. [Arnold 7, 6, 4 ] ) permet de faire la liste des métamorpho-

ses des caustiques dans l’espace ~t3 (figure 29). Pegardez la première colonne de
la figure 29, cette caustique peut très bien se forner par réfraction de la lumière
dans notre espace ; Zakalyukin suggère que cela oblique la fréquence des "soucou-
pes volantes".

Le corollaire du théorème 9 est le premier résultat d’une grande famille. Il
mène à l’étude de la "oonvolution des invariants" pour les fonctions sur 

et de la "oonvolution linéarisée" sur l’espace ootangent à l’origine du discrimi-
nant A(G) (voir [Arnold 13,10,4]). Une approche générale à l’aide des applica-
tions des périodes P CA) et des applications dérivées est développée par
[Varchenko-Guivental], et [K. Saito] (cf. [Arnold 4]), afin d’étudier des cas

où f n’est plus simple. Pour l’étude des champs tangents à un discriminant, voir
aussi [Lyashko 1].

7. Les draperies

Problème : une surface lisse X étant donnée dans l’espace euclidien E de di-

mension 3 , décrire les singularités de son oontour apparent à partir d’un point
0 de E .

Soit 0 un point de E’ = E ~ X , notons n~ l’application de X sur le plan à
l’infini H , obtenue par restriction de la projecticn de centre 0 (figure 30) .
Il s’agit de comprendre les classes d’équivalence des germes de projection
aux points de X , lorsque 0 décrit l’espace E’ . Et cela pour un ensemble rési-

duel de surfaces X (dans la topologie C~ ). Nous disons que deux germes



Xi ce Ei ~ Hi et X2 c E2 ~ H2 sont équivalents s’il existe des germes de dif-
féomorphismes Xi -> X2, Ei ~ E2, Hi --> Hz qui font commuter le diagramme
que vous imaginez.

Il est facile de montrer que si X est en position générale, toute droite de E

ne renoontre X qu’en des points strictement isolés (au sens des idéaux de fonc-

tions) et que chaque intersection a une multiplicité (jacobienne) inférieure ou
égale à 5 (cf. [Arnold 10]). Soient Oo un point de E’ et xo un point de
X , tels que la droite 60 = Ooxo coupe X avec multiplicité ~, en xo ; le

théorème de préparation entraîne que la projection ruo en xo est équivalente à
la projection suivant l’axe des x dans fi3 , sur le plan Oyz d’une surface

d’équation

Ainsi chaque projection s’interprète comme une application du plan Oyz dans

l’espace de coordonnées a , .... Il suffit de considérer des applica-
tions polynomiales~ , et on peut alors passer dans le domaine complexe 0152~"~ . . Les
isomorphismes de -1 respectant la queue d’aronde 0394(A -1) fournissent des

équivalences de projections dans E .

D’après les seules classes de projections de codijiension 0 sont

données par les projections orthogonales sur Oyz des surfaces (figure 16),

On a ainsi tous les points de vue sur une surface lisse générique d’un observateur
fixe.

Maintenant si l’observateur se déplace sur un chemin (ou si la surface X se

déplace sur un chemin), il verra en général trois autres situations qui sont de
codimension 1 (figures 31, 32, 33),

(lèvre, ou "naissanoe d’une bosse")

(bec à bec)

(le "passage du chameau" ([Arnold 6] ) ) .

En oodimension 2 apparaissent quatre formes normales supplémentaires ([Arnold

10], [Gaffney], [Bruoe 1]) (figure 34),

( la "f lamne")

(la "double fronce")

Avec les dix surfaces que nous venons d’énumérer, nous avons donc tous les points
de vue génériques d’un observateur sur un objet lisse très éloigné (lorsqu’on peut

supposer que le centre 0 ne varie que dans le plan à l’infini de E ).



[Platonova 2 ] et [ Scherback 2 ] , utilisant la classification des germes de surfa-

ces génériques dans ~3 de [Landis] et [Platonova IL ont détenniné toutes les

formes de oodimension 3 (figure 14), ce qui clôt la liste des points de vue de

tous les observateurs de l’espace sur un point d’une surface lisse générique. Il

suffit d’ajouter les quatre cas suivants

(voir les jolis dessins de Scherback dans [Arnold 4 ] ) .

Remarque.- Pour aboutir à cette classification, came toujours en théorie des sin-

gularités, il faut encore compléter les idées géométriques par des calculs en

quasi-homogène.

8. Singularités à bord

Soit A un germe en 0 d’hypersurface C (resp. analytique réelle ou com-

plexe) dans une variété X de classe (resp. analytique réelle ou complexe).
Deux germes en 0 de fonctions numériques sur X sont pah rapport à
A s’il existe un gerne de difféomorphisme de X respectant A (et les structu-

res) qui les conjugue. V.I. Arnold (1978) a montre que la théorie du déploiement
universel s’adapte parfaitement à cette notion d’équivalence (cf. [Arnold 3]). Si
A est définie par l’annulation de la coordonnée xi sur X, il faudra associer

à une fonction f l’idéal J(f) engendré par Xi af et par les i ~ 2,ax~ 1
et la multiplicité jaoobienne u de f sera la dimension d’un supplémentaire de
J dans l’algèbre des germes de fonctions C (resp. analytiques) en 0 . Les

singularités strictement isolées posséderont des modèles algébriques, et tous leurs

déploiements miniversels (versels sur u paramètres) seront isomorphes.
Une autre manière de voir l’équivalence par rapport à une hypersurfaoe est l’ étu-

de des fonctions invariantes sous une action de %/2 . En effet, soient X un voi-

sinage de 0 dans Q?~ ~ A une hypersurfaoe complexe lisse passant par 0 , X
le revêtement double de X ramifié le long de A, et T l’involution de X qui
échange les deux feuillets, deux fonctions fi et fa sur X sont équivalentes
par rapport à A si et seulement si leurs relevées ~, et ~~ à X sont équi-
valentes par rapport à T (c’est-à-dire s’il existe un biholomorphisme h de X
équivariant pour T tel que = llfz o h ). Dans le cas où (X,A) lexifie un

couple analytique réel (XIR,AIR) , le revêtement (X, 2A) complexifie le double de
la sous-variété à bond X+IR de XIR bordée par AIR . D’où le nom 
barcd (cf. [Arnold 3]). La théorie du déploiement équivariant de [Slodowy 3] (1978)



peut donc s’appliquer ici.
Soit f : (X,A) germe analytique nul au point 0 , et singulier en 0

avec une singularité isolée ; on note cpl,...,cpu 1 des germes de fonctions

analytiques sur X dont les images engendrent ~t~(f) ; l’application
F : X x Y - Y x CI: , définie par F(x,y) = (y, f (x) + (x) ) est un déploiement
miniversel restreint (par rapport à A ) de f . Le A(f;A) est le

fermé de S = Y dont le complémentaire S’est formé par les points s pour

lesquels la "fibre" Zs est non singulière et transverse à A . L’ensemble "ca-

tastrophe" de (f,A) est la projection K de A sur Y .

D’après [Slodowy 3], si est le relèvement de f au revêtement X de X

ramifié sur A, le groupe ~/2 agit naturellement sur un déploiement miniversel
(restreint ) F de f , , est le quotient de 0 ( f ) . .

[Duc et Dai 1] ] ont démontré (resp. K ) est le résultat d’une pro-
jection legendrienne (resp. lagrangienne) stable d’un couple de sous-variétés de
Legendre (resp. Lagrange) de J1 (Y) (resp. T*Y ) , en "interaction" régulière.
Soient L et Li deux legendriennes (resp. lagrangiennes) d’une variété de cm-
tact de dimension 2n + 1 (resp. symplectique de dimension 2n ). On dit qu’elles
sont en interaction régulière (au sens de Bott et Kashiwara) le long de leur in-
tersection .~ , si £ est une sous-variété de dimension n - 1 et si

T(l) = fl Soit A une hypersurfaoe de X, et soient Z le produit
X x Y et Zi le produit A x Y ; on note J (resp. Ji ) la sous-variété (involu-

tive) de J1 (Z) (resp. J1 (Z1) ) formée par les jets des fonctions constantes sur
les fibres de JO (Z) (resp. -~ J° (Y) ) , et Ji 1 l’image récipro-
que de Ji par la "restriction" J1 (Z) --~ J’ (Zo) . Une fonction numérique cp sur

Z est transverse (au couple (X,A) ) si la variété G de ses jets d’ordre 1 est

transverse à J ; dans ce cas 03C6 et 03C61 = 03C6|Z1 sont les potentiels (trans-

verses) générateurs de deux legendriennes (resp. deux lagrangiennes) L et Li

de Ji (Y) (resp. V et Vi de T*Y ) (cf. § 3) qui se trouvent en interaction

régulière. On dit que ~p est le (générateur) des couples.
Les lieux critiques, contours apparents, caustiques, isomorphismes, équivalences,

équivalences morales, équivalences stables, se définissent oomme au § 3. La 
d’un couple au dessus de Y se définit comme au § 4. La est cons-

tituée de trois parties : les ensembles critiques des projections lagrangiennes des

deux santes en interaction, et la projection de leur intersection.

THÉORÈME 10 ([Duc et Dai ] ) .- Un germe de en

interaction régulière dans T*Y J1 (Y) ) est toujours engendré pan un po-
tentiel. Deux germes de projections lagrangiennes (resp. legendriennes ) de couples

(réguliers) sont isomorphes si et seulement si leurs potentiels sont stablement
moralement équivalents (resp. stablement équivalents). Un genme de couple 



lier) lagrangien T*Y ~ (V,V1) ~ Y (resp. legendrien J1(Y) =3 (L,Li) 
stable si et seulement si ban potentiel tp : (X,A) x Y -> (3R ou donne 

un déploiement versel (resp. déploiement versel pour les niveaux),
F : XxYx (R ou (E) ~ Y x (:jR ou )2 , F(x,y,À) = (y,03BB,03C6(x,y) - 03BB), de la singula-

"à de cP , f = q)1 Xx °

X une surface lisse dans R3 , A une courbe lisse sur X, le fais-

ceau des nonnales de X et celui de A (cf. exemple 1, § 2) forment un couple la-

grangien en interaction régulière de T*R3 . Le potentiel est à nouveau le carré
de la distance sur X x R3 ; la caustique est celle qu’on observe à partir d’une
source de lumière sur X, et d’un fil A encore plus brillant, que l’on enroule
sur X .

La définition des projections des oouples en interaction régulière est

analogue à celle des singularités lagrangiennes et legendriennes simples (donnée

au § 4). Les couples (réguliers) et d ~a.b.~ e~ sont oeux qu’on obtient à par-
tir des déploiements versels des singularités à bord "simples".

THÉORÈME Il ( [Arnold 3]).- Tous les germes de fonctions simples relativement à un
bond sont stablement équivalents aux germes en x = y = 0 des fonctions suivantes

sur IR2 (ou 2 ) , 1 bond x = 0, Bk , k ~ 2, f (x,y) = t x k t y2 ;
k ~ 3 , f(x,y) = xy t y~ ; et F4 , f(x,y) = t x2 + y3 . .

THÉORÈME 12 ([Arnold 3] ] module [Duc et Dai]).- Si l ~ 4 , les projections simples
et de couples sur IRl sont génériques (ce sont B2 , B3 , Bw , C3, C4 ,

F4 ).

La démonstration du théorème Il est un calcul en quasi-homogène (suites spectra-
les, cf. [Arnold 2, 3,14 ] ) . a mené à bout la classification des singula-
rités à bord unimodales et bimodales. De même qu’Arnold avait su classer les sin-

gularités sans bord unijnodales et bimodales (cf. [Arnold-Husein-Zade-Varchenko]).

THÉORÈME 13 ([Arnold 3] ] et [Slodowy 1, 2 ] ) (On suppose la dimension de X impaire) . -
Soient f : (A,X) un genme analytique complexe simple relativement à A de

:type. B ou Fw ) , 0 E Y c d’ un 

restreint de f, e.:t 0394 ~ Y le discriminant de ( f ,A) , il existe un biholo-

morphisme de Y  C sur un voisinage de 0 dans C  qui transporte A sur le

discriminant du groupe de Coxeter Bu (ou Cu ) } F4 j .

Les caustiques B, C , F sont les "contours" K(B,C,F) des projec-
tions de suivant la direction de l’invariant a,~ de plus haut degré du

groupe (cf. § 5).

B agit sur  par permutation des coordonnées (z1,...z ) et chan-

gement de signe zk ~ -zk , k = 1, ... ,  . Ses invariants sont les fonctions sy-



métriques élémentaires des zk . s’identifie à l’espace des polynômes mo-
niques de degré p. en une variable, et A(B ) est constitué par l’image des mi-

roirs zk = 0 , polynômes dont 0 est racine, et l’image des miroirs zi 
= v 

zj ,
polynômes ayant une racine double (zi = z~) . Or le déploiement miniversel de
xu + y2 est donné par (p(x,y,a) - = xu + y2 -~ + + ... + a x + a . Son dis-
criminant est exactement A(B ) .
Les cas B et se distinguent si l’on tient compte des graphes de Dynkin

associés à l’action de la monodromie sur le groupe d’homologie des cycles évanes-
cents antiinvariants des revêtements doubles ramifiés Z’ (cf. [Arnold 3]). Le

graphe de B (resp. C~ ) s’obtient conne quotient du graphe de (resp.

Du.+ 1 ), r

Celui de F4 est quotient de celui de E6 ,

(voir [Slodowy 1, 2 ] ) .

Remarque.- Le graphe de G2 est un quotient de oelui de D4 . On le retrouve avec

les singularités invariantes par ~3 (cf. [Slodowy 3]) (regarder les symétries de

la figure 18).

La singularité B (resp. C ) induit une singularité A (resp. Ai ) sur

l’espace ambiant X et une singularité Ai (resp. ) sur le bord A . La

singularité F4 induit A2 sur X et A2 sur A . O.P. Scherback (cf. [Arnold

4]) a découvert une dualité remarquable sur les types stables des singularités à

bord : si f (x,y) est un germe en 0 de fonction sur le couple ( y

est un système de coordonnées sur le IR~"~ d’équation x = 0 ), la fonction

f*(z,x,y) = zx + f(x,y) sur ( (x,y) coordonnées sur le d’équa-
tion z = 0 ) a une singularité ambiante (resp. bord) stablement équivalentes à la

singularité bord (resp. ambiante) de f . Ainsi B~ = C~ , C~ = B~ et F4 est

autoduale (comme son polytope ) .
Dans le domaine réel, on voit la différence entre B~ et Ç~ sur les dessins

si l’on se restreint à l’une des deux parties de X séparées par A (singulari-

tés à bord au sens propre) .



Exemplu ([I.G. Schemack]).- X est une surface lisse dans ~3 , dont le bord

est la courbe lisse A 1 on regarde la caustique "jointe" de l’application nor-
male de (X,A) . La caustique K de source X (cf. exenpie 1, § 3, et § 4) est
le lieu des centres de courbures principales de la surface X (cf. [Hilbert et

Cohn Vossen] ) ; la caustique Ki de source A est le lieu des axes de courbure

(ou axes polaires) de la courbe gauche A ; l’intersection des fibrés normaux NX

et NA se projette sur k , le lieu des normales à X le long de A ; k U K U Ki

forme la caustique jointe 03A6 de source (X,A) (ou ensemble focal de (X,A) ) . En
un point général de k , ~ est une caustique de type B~ (figure 36~, en un

point général de k f1 Ki , 0 est du type C3 (figure 37), en un point général
de est du type B3 (figure 38). On trouve B4 (resp. C4 ) en un

point de k n K (resp. k n Ki ) où K (resp. est de type A3 (figure 39

(resp. 40) ) . Enfin on trouve génériquement ?4 en un point de (figure 41).

9. L’obstacle, l 1 icosaèdre et la queue d’arcnde ouverte

Considérons une sous-variété X de oodimension 1 d’un espace euclidien Y de

dimension n , et, sur X , une sous-variété Z . Nous nous proposons d’étudier le

lieu des points de Y que la lumière peut atteindre à partir de Z au bout d’un

temps donné, sans jamais traverser X (autrement qu’en la rasant). (Construction
des développantes généralisées de X ). Autrement dit : trouver les chemins les

plus courts menant à Z dans Y en contournant X , et les mesurer. C’est le

problème de l’obstacle de [Arnold 5] ] et [Platonova 3], c’est aussi le problème des

lignes géodésiques généralisées de [Caratheodory] (cf. §§ 342 à 356) .
La situation se laisse décrire précisément en géométrie de contact. Notons M

la variété de contact de tous les éléments de contact sur l’espace-temps Y x 3R,
et W’ la sous-variété de M des éléments de lumière (i.e. tangents aux cônes de
lumière) (les unités sont choisies pour que c = 1 ). Le quotient de W’ par son

feuilletage caractéristique ~’ est une variété de contact M’ (qui s’identifie
à P*(Y) par choix d’une section du genre espace). Nous noterons p’ la projec-
tion de W’ sur M’ . Soit W" la sous-variété de M , des éléments qui s’ap-
puient sur les points de X x ;R , hormis les hyperplans tangents à X x ]R ; notons

E" le feuilletage caractéristique de W", M" le quotient de W" par E" , et
p" la projection de W" sur M" ( M" s’identifie naturellement à P*(X ,

et p" est l’opération de trace). La variété notée W sera l’intersection de W’
et de W" . La restriction de p" à W possède un pli ordinaire le long d’une
sous-variété 03A3 ; S l’image Z" = p"(l) s’identifie à la variété des éléments de lu-
mière sur X x ]R . Remarquons que Z est aussi le lieu singulier de la restriction
de p’ à W . Nous noterons E le feuilletage caractéristique de L" dans M" .
Les lettres (M , W’ , M’ , Z , M" , W") sont les sommets de l’hexagane de contact du



du problème d’obstacle X et W est son centre ([Arnold 5,15]).

A partir de Z c.X , nous pouvons définir une variété de Hamilton-Jacobi l" c Z"

relative à X (cf. § 2, ex. 3) ; c’est la réunion des orbites de E passant par
les éléments de lumière de X tangents à Z x {0~ . La variété l" est une

sous-variété legendrienne de M" . Les orbites de E contenues dans l" relèvent

les rayons de lumière émis par Z qui glissent sur X, leurs projections dans X

forment la famille x" des géodésiques de X normales à Z .

Soit L" la variété legendrienne de M située dans W" au-dessus de ~" . La

partie .~ de L" contenue dans W est une sous-variété de codimension 1 de

L" : W’ et L" ont un contact quadratique le long de l . La réunion L’ des

feuilles de E’ passant par ".~ est "legendrienne" ({Carathéodory]), mais en gé-
néral, ce n’est pas une sous-variété de M , ’elle a des ([Arnold 5, 8,
9]). Ses singularités proviennent des points de W où la restriction de p’ à W

attrape une singularité plus compliquée qu’un pli. Génériquement (sur X ) p’IW
possède des singularités de Morin F~ , , d’ordre k avec k _ n (cf. [Morin]). Les

orbites de E’ dans L’ se projettent dans Y sur la famille X’ des droites

tangentes aux lignes de x" ; ; une singularité F~ de correspond à un con-

tact d’ordre k + 1 entre une droite de x’ et l’hypersurface X.

Les courbes de classe C1 constituées de morceaux dans x" et de morceaux dans

X’ sont des géodésiques de Y sous ta contrainte d’éviter X . L’ensemble L’

est la uanlété de. Hamilton-Jacobi du problème d’obstacle X (et de source Z ) ;
son image dans Y est le "graphe du . L’ensemble R03C4, image par

7/j’ - P* (Y) de la section de L’ au temps 1 s’appelle variété réduite au temps z

et sa projection dans Y est le front d’onde. (au temps z ). Ces fronts sont les

développantes de X (à partir de Z ). La projection de L’ sur T*Y est le

ceau des tange.n:teô T à la famille X" , les valeurs singulières de T ~ Y

forment la caustique du problème d’obstacle. La projection l’ de L’ dans la

variété de contact M’ est une legendrienne (éventuellement singulière), nous

l’appellerons variété de Huygens du problème d’obstacle.

Regardons d’abord ce qui arrive à la famille R des variétés réduites dans P*Y

en un point où X et x" ont un contact d’ordre k + 1 générique. Notons RO s
la section au temps s de .~" , ZO la projection de RO dans X , RS la sec-

tion au temps T = s + t de L’ et 
s 

Zts la projection de RS dans Y . Pour s



et t assez.petits, chaque Zt s est une variété lisse de codimension 2 de Y,

contenue dans une développante de X. La réunion des éléments de contact de Y

tangents aux Zts forme une sous-variété à bord e de P*Y de dimension n + 1 ,

qui contient à la fois R et la variété X des espaces tangents à X .

THÉORÈME 14. ( [Arnold 3 ] ) .- Soit 0 un point de X où l’ ane OP de X’ issu de 0

a un contact d’ordre k + 1 générique .avec x , E X c P*Y tangent
à X en 0 ; le. germe de R U X en  dans e isomorphe au produit pan

de la du de 

Tout d’abord, on passe dans le domaine complexe, après s’être ramené

à un modèle algébrique. Les droites pointées (par M ) MQ voisines de OP cou-

pent X en k + 1 points Ml ’ ... ,~+ 1 ; les fonctions symétriques des k + 1 

bres complexes qui repèrent ces points par rapport à M définissent une submersion

de e sur l’ espace + 1 des polynômes moniques de degré k + 1 , et X s’en va

sur les polynômes ayant une racine nulle, et R s’en va sur les polynômes ayant
une racine multiple (cf. exemple après le théorème 13, § 8).

Le problème de l’obstacle le plus simple concerne une courbe X dans un plan
euclidien Y, la famille x" se réduit à X et x’ est la famille des droites

tangentes à X (ici a = P*Y ). Près d’un point 0 où X est convexe chaque dé-

veloppante se relève en une courbe lisse (une variété R ) dans P*Y (du

type (t,t2,t3) ), et R est une surface qui a un contact quadratique le long de

X avec X. Mais près d’un point d’inflexion ordinaire ( type y = xa ) , lés rele-

vées I~ des développantes ne sont plus lisses, la variété de Huygens est une

courbe ( t2 , t3 , t5 > ( en 0 dans ~3 ) , ce qui explique le b e c d’ (y5 + x2 = 0 >

(figure 6) des fronts voisins de 0 et la singularité (ys + x3 = 0) du front pas-
sant par le point d’inflexion (figure. 42).

THÉORÈME 15 ([O.P. Scherback 1] ) .- En un point d’inflexion ordinaire, le genme du

gha.phe du temps est isomorphe au du gnaupe de H3 ( 
ne 44 ).

La démonstration ne dit pas vraiment pourquoi : on part d’une développante A

(du type ys + x2 = 0 ) proche de 0 , les autres développantes de X sont ses pa-

rallèles ; Scherback constate que le "graphe du temps" au dessus d’un voisinage Yo

de 0 est engendré par un potentiel (p sur Yo x A , le carré de la distance (cf.

§ 3). Or [Lyashko 2] connaît cette situation puisqu’il a su étendre la théorie des

singularités à bord aux germes de fonctions sur les hypersurfaoes à point singulier
isolé ; il étudie les fonctions mdulo changements de coordonnées qui laissent glo-
balement invariante une hypersurface singulière A , et lorsque A est de type A4,

ys + x2 = 0, on voit apparaître (entre autre) une singularité unimodale de multi-



plicité 3 dont le déploiement miniversel est

Son discriminant est analytiquement trivial le long de la strate u. oonstant, et

une section transverse à cette strate est le discriminant 8{H3). [O.P. Scherback 1]

montre que le potentiel CD s’obtient à partir de @ en remplaçant E par une

fonction de ( ~ , ~,~ , ~2 ) (cf. § 4 ) , d’où etc...

En formules ([Lyashko 2]), le groupe H3 agissant sur ~3 possède un anneau

d’invariants engendrés par trois polynômes en trois variables, a de degré 2,
b de degré 6, et c de degré 10 ; et le discrilninant A(H3) a pour équation

c3 = (65 ba2 + 32 a5) c2 - (90 b3a + 795 b2a4 + 1600 c + 27 bs + 430 b4a3 + 2275 b3a6 + 4000 b2a9 .

Remarque.- [Lyashko 2 ] démontre que les discriminants des groupes diédraux Iz (k)

surgissent des fonctions sur les hypersurfaoes de type Ak_1 , xy = zk , avec les
germes unimodaux de déploiement

Venons-en aux singularités des variétés de Huygens ([Arnold 5, 8, 9, Z5 ] ,

[Guivental 1, 2 ] ) .

Appelons de çontact (resp. triade symplectique) (03A3,V,l) la donnée d’une

hypersurface E d’me variété de contact M, transverse à la structure de con-

tact F (resp. d’une variété symplectique M ) , et d’une sous-variété legendrienne

(resp. lagrangienne) lisse V de M qui coupe E le long d’une variété lisse £

de codimension 1 dans V, avec un contact quadratique non dégénéré (on a

c T(03A3)|l La variété engendrée par la triade est la projection l de l

dans le quotient M de S par son feuilletage caractéristique.

Le problème d’obstacle (Y,X,Z) a produit la triade de contact (~d’ ,L’ ,.~) dans

J1 (Y) , la variété engendrée est la variété de Huygens. De même, en "oubliant le

temps B on récupère une triade symplectique dans T*Y.

Exemple ([Arnold 9]).- X est une surface plongée dans l’espace euclidien ~3 ,

et Z est une courbe tracée sur X , x’ est la famille des géodésiques orthogo-

nales à Z ; génériquement il existe une courbe C de X où les directions de X

deviennent des directions asymptotiques, la variété de Huygens engendrée en un de

ces points sera un cylindre sur un cusp. Génériquement, sur C il y aura des

points isolés où la direction de x’ deviendra tangente à C (points biasymptoti-

ques), alors le front sera un A (Ha) ( [O.P. Scherback 1 ] ) , et la variété de Huygens

engendrée sera une queue d’ Monde ouverte dans IR5 (figure 45), difféomorphe à la

surface E2 dans formée par les polynômes x5 + ax3 + bx2 + cx + d qui ont

au moins une racine triple.



Disons qu’un germe en 0 de triade (symplectique dans JR2n ou de oon-

tact dans est généJc.ique. d’ andhe k si les directions caractéristiques de E
le long de l (au voisinage de 0 ) sont tangentes aux fibres d’une application de V dans

Rn-1 dont la restriction à l possède une singularité de Morin Ek en 0 . (On a k  n ) .

THÉORÈME 16 ([Guivental 2], [Arnold 8]).- laud germes de triades symplectiques
(neôp. de contact) génériques d’ordre k, dans IR2n (resp. IR2n+1 ), sont isomor-

phes symplectiquement (resp. pan transformation de contact) à la triade standard

T. que. En avec les coordonnées de Darboux

(p~ , ... ,pn,q~ , ... ,qx,) , V ~a~ donnée. pan p = 0, .~ pan p = 0 et q~, = 0 , et

En pnendne même..6 équations, auec les coordonnées de Vanboux

Remarque.- Si l’on cherche les invariants symplectiques de l’ensenble de la situa-
tion qui provient d’un problème d’ obstacle, W’ c Ji (Y) ~ Ji (X) ~ E" , , on
tombe vite sur des modules analytiques et (voir [Melrose l,2], (Arnold 5]).
Les triades standard sortent tout droit de la théorie des du 

binaires ( cf . [Schur et [ Springer ] et [Guivental i ] ) .
Notons S~ l’espaoe vectoriel des formes homogènes de degré m en 2 variables

(sur ]R ou (C ) )

Le groupe SL2 agit sur S ; ; si g 6 SLs , f(a ;x,y) (x’,y’) = g(x,y),
l’image de f par g est f(ag;x,y) où f(ag;x’,y’) = f(a;x,y) .
Un invariant de Sm est un polynôme P en (ao, ...,am) tel que

= P(ao,...,am) , pour tout g dans SLa .

La forme apolaire (invariant linéo-linéaire) A sur Sm est la forme biliné-

aire suivante :

C’est une forme symplectique si m est inpair et une forme symétrique inversi-
ble si m est pair. Elle est la seule forme invariante par l’action naturelle de

SL2 (à un multiple près) .

Supposons m = 2n + 1 . Notons e le champ d’Euler sur Sm’ son flot transforme
a~ en le quotient 1.1 de S~ par e possède une structure de contact F

invariante par SL2 ,

Le flot (horocyclique) n (qui transforme x en x + ty , et qui ne bouge pas
y ) agit sur M en respectant F ; son équation :



Notons f~ E la dérivée de f par rapport à x . Soit E l ’hypersurfaoe
de M où n est tangent à F, son équation est

Si m = 5, 4a1a3 + 3a22 = 0 (l’invariant de degré 2 de S4 ),
si m = 7, aoas - 6a1as + 15 a2a4 - 10 a3 = 0 (l’invariant de degré 2 de 

La sous-variété V dans S des multiples de xn+1 , , est une legendrienne tan-

gente à E , , avec contact quadratique non dégénéré, le long de la sous-variété l
des multiples de xn+2 . La triade (E,V,.~) est la triade standard ïn.n . .

ICONOGRAPHIE

Les figures 1 et 2 sortent du livre [Bemoulli] , tab. LX, fig. 65 et tab. LXIX,
fig. 130 ; les figures 3, 4 et 5 du livre [Huygens 2], p. 123 &#x26; 124, 119 &#x26; 121, 17

&#x26; 19. La figure 6 se trouve dans [L’Hospital], pl. 7, fig. 91, et la figure 7 dans

[O.P. Scherback 1]. La figure 8 provient de L. de Vinci, Cod. Arundel, fol. 85,
British Muséum (voir aussi fol. 87 et verso). La figure 9 est la fig. 38, p. 35 de

[Durer]. La figure 10 est la fig. 39, p. 66 de [Weyl]. La figure 11 est composée de
la fig. 31, p. 147 de [Durer] et d’une illustration faite par L. de Vinci pour le

traité de L. Pacioli, De divina proportione, Venise, 1509. La figure 12 reproduit
un dessin de A. Durer de 1506 (Gewandstudie, Vienne, Albertina), et la figure 13,
une étude de L. de Vinci (British Muséum). La figure 14 est composée d’une figure
de [Arnold 4] ] et d’un bout de la fig. 59, p. 179 de [Durer]. La figure 15 est celle

de [L’Hospital], pl. 6, fig. 73. Les figures 16 et 17 viennent du livre [Arnold 7].

La figure 18 sort de [Thom 1]. La figure 19 est un mélange de [Arnold 7] et [Thom 1].
La figure 20 est.tirée de [Coxeter-Moser], la figure 21 reproduit la planche du li-

vre de Kepler, Mysterium cosmographicum, Tubingen, 1596. La figure 22 réunit les

fig. 20, 22 et 24 de [Fejes-Toth]. La figure 23 est un tableau de [Coxeter-Moser].
Les figures 24 et 25 viennent de [Coxeter 2] " (7.2.A,B,C et 8.2.A). La figure 26
est la page de garde de [Coxeter 2], c’est un dessin de Van Oss. La figure 27 est

la fig. 22.3.b de [Coxeter 1], c’est un dessin de B.L. Chilton. La figure 28 vient

de [Arnold 6], et la figure 29 de [Arnold 7]. La figure 30 est un croquis de L. de

Vinci (perspective). Les figures 31 et 32 sont des figures du livre [Thom 1], et la

figure 33 est une figure de [Arnold 6]. La figure 34 est extraite de [Bruce 1], la

figure 35 de [Arnold 4] (dessin de Scherback). Les figures 36, 37, 38, 39, 40, 41

proviennent de [Arnold 7]. La figure 42 est constituée de la fig. 71, pl. 6 de

[L’Hospital] et de la fig. 1 de [O.P. Scherback 1]. La figure 43 vient de [Arnold 4],
la figure 44 de [O.P. Scherback 1], et la figure 45 de [Guivental 1].
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