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SYSTÈMES PLURICANONIQUES SUR L’ESPACE DES MODULES DES

COURBES ET DIVISEURS DE COURBES k-GONALES

[d’après Harris et Mumford]

par Maurizio Cornalba

Séminaire BOURBAKI

36e année, 1983/84, n° 615 Novembre 1983

En 1915, Severi [21] esquissa une démonstration de l’unirationalité de M ,
l’espace des modules des courbes de genre g sur (E, pour g ~10. Dans son mémoire

Severi conjecturait aussi que le même résultat devrait rester valable pour toute

valeur de g. Cependant, ce ne fut qu’en 1980 que quelque progrès fut obtenu dans

la direction indiquée par Severi, avec la démonstration par Sernesi de l’uniration-

alité de M12 [20]. En même temps plusieurs résultats, tels que la présence sur

M d’un grand nombre de formes n-canoniques avec des pôles logarithmiques à l’infini

[16], ou, dans une direction quelque peu différente, le fait que l’espace des

modules des variétés abéliennes principalement polarisées de dimension g est de

type général pour g assez grand [8] [9] [22], semblaient indiquer que la con-

jecture de Severi pourrait être fausse. Cela a été en effet prouvé en 1981 par

Harris et Mumford [14] [13] qui ont démontré, plus précisement, le résultat suivant.

THEOREME. Mg est de type général pour tout g assez grand.

Plus exactement, il est démontré dans [14] que Mg est de type général si g est

impair et ~25 (et de dimension de Kodaira différente de -~ si g =23), tandis

que dans le cas de genre pair le résultat est établi dans [13] pour g > 40. Je

viens d’apprendre que Eisenbud et Harris ont récemment montré que M est de type

général pour tout g >24 pair ou impair, au moyen d’une variante

de la méthode de Harris-Mumford. Leur technique semble montrer aussi que M est
g

de dimension de Kodaira positive si g =23. D’autre part, Chang et Ran ont montré

que Mg est unirationnel si g =11,13 [5] [6]. Le problème de calculer la

dimension de Kodaira de Mg reste donc ouvert pour g compris entre 14 et 23; on

a des résultats partiels seulement pour g =23.

Cet exposé se propose de décrire la méthode employée par Harris-Mumford et

Eisenbud-Harris dans leurs démonstrations, avec une attention particulière au cas

de genre impair.



1. Le groupe de Picard de M
Toutes les variétés qui interviendront par la suite seront des variétés sur le

corps des nombres complexes. Rappelons qu’une courbe stable de genre g >1 est

une courbe connexe, réduite, de genre arithmétique g, ayant pour toute singularité
des points doubles ordinaires, et telle que l’intersection de chaque composante
rationnelle lisse avec la réunion des autres composantes contient au moins trois

points. On note Mg l’espace des modules des courbes stables de genre g. Tout

point de M correspond donc à une classe d’isomorphisme de courbes stables de genre

g. On sait que Mg est une variété irréductible, normale, et projective (voir [17],

par exemple). Soit le lieu des courbes stables singulières. Puisque

toute courbe stable singulière est la spécialisation d’une courbe stable avec un

seul point singulier, A a pour composantes irréductibles les lieux

où un point général de A correspond à une courbe singulière irréductible, et un

point général de ~i, i >0, correspond à une courbe lisse de genre i attachée en

un point à une courbe lisse de genre g-i. Un calcul élémentaire de modules montre

que les A. sont des diviseurs dans M.
Soit C une courbe stable et notons [C] le point correspondant de M. La

courbe C a une déformation universelle f:C +B où B est un polydisque de

dimension 3g-3. Le groupe Aut(C) agit sur B et sur C de manière équi-

variante. On sait que, au voisinage de [C], Mg est le quotient de B par

Aut(C). Si g > 2, le morphisme quotient est ramifié le long du lieu des courbes

à automorphismes. On notera M0g (resp. M0g) l’ouvert de M (resp. M ) dont

les points correspondent à des courbes sans automorphismes non triviaux, et

M g,reg l’ouvert des points lisses de M. g Soit [C] un point de autrement

dit, C est obtenue en identifiant un point lisse d’une courbe de genre g-1 avec

un point lisse q d’une courbe E, elliptique ou rationnelle avec un point double

ordinaire. La courbe C a toujours un automorphisme non trivial (et, en général,

un seul, si g >3), c’est à dire la réflexion dans E par rapport à q. Si g > 4,

il est facile de montrer que toute composante de M -M , à l’exception 
est de codimension au moins deux. C’est une conséquence du théorème de pureté du

lieu de ramification que, si g > 4, M 
g,reg 

est la réunion de et du lieu des

points de ~1 correspondents à des courbes avec un seul automorphisme non trivial.

Par la suite on supposera en général que g > 4.

Si n est un entier assez grand (n =3 suffit), l’ensemble Hg des courbes

stables n-canoniques de genre g est une sous-variété lisse localement fermée du

schéma de Hilbert des sous-variétés de Ip(2n-1)(g-1)-1 avec polynôme de Hilbert



et son quotient par l’action du groupe projectif G =PGL(2n-1) (g-1)) est M . On

a ainsi une injection

du groupe de Picard de M dans le groupe des classes d’isomorphisme de faisceaux

inversibles G-linéarisés sur H. Par contre, soit Pic (M ) le groupe de

Picard du "foncteur des modules", c’est à dire le groupe dont les éléments sont

constitués par la donnée pour chaque famille plate f:C+S de courbes stables, d’un

faisceau inversible Lf sur S et par la donnée, pour chaque diagramme cartésien

*

d’un isomorphisme entre Lf et h (Lf,) avec des propriétés de compatibilité

évidentes. Comme il y a sur Hg une famille universelle g +H g on a un homo-

morphisme naturel

LEMME 1.1 i) S est un isomorphisme.
ii) Le conoyau de a est un groupe de torsion.

i i i ) Pic (H ) est sans torsion.
g

L’assertion i) est presque évidente. Pour iii) on renvoie à [17]. Quant à ii),

elle est une conséquence de l’observation qu’il y a une borne supérieure uniforme

pour le nombre d’automorphismes d’une courbe stable de genre g. Si L est un

fibré en droites G-linéarisé sur H, pour que L descende à un fibré sur M,
il faut et suffit que pour tout point p de Hg le groupe d’isotropie de p

agisse d’une façon triviale sur la fibre L . Comme ce groupe s’identifie au

groupe d’automorphismes de la courbe stable correspondante à p, il s’ensuit qu’une

puissance convenable de L descend à M.
Par la suite nous allons indiquer de façon additive l’opération dans Pic et

nous considérons Pic(M ) et Pic (H ) comme des réseaux dans le 03A6-espace

vectoriel Pic(M ) ® Q. Suivant [17], on peut définir certains éléments "naturels"

de Pic G (H ). Le premier entre eux est la "classe de Hodge" À, c’est à dire la

classe où (jj est le faisceau dualisant relatif pour 7. Les autres

sont les classes ô0,ôl,... des lieux des images n-canoniques des courbes dans

~g,01,.... Puisque ~~,~2,... rencontrent M -M en une sous-variété de
codimension au moins deux dans M , on vérifie aisément que ô~,~2,... descendent

à des classes sur M g,reg correspondantes aux classes des diviseurs A..,A-,....
D’autre part, si B est la base de la déformation universelle d’une courbe



correspondante à un point général de ~1, le morphisme naturel B+Mg est un

revêtement de degré deux ramifié le long àe 01. Il s’ensuit que

et que 6 l ne descend pas à M g,reg . Si on note E la composante elliptique de

C, F l’autre composante, et 03C6 l’automorphisme non trivial de C, il est clair

que 03C6 agit par -1 sur l’unique section de Lu qui s’annule sur r, et agit d’une

façon triviale sur les sections qui s’annulent sur E. Donc ~ agit par -1 sur

ne descend pas à M 
g,reg 

, mais 2À descend, et a +ôl aussi.

2. Plan de la démonstration

On suppose toujours que g > 4. Notons K la classe canonique sur M 
.

LEMME 2.1. Dans Pic (M ) on a
g,reg

L’idée de la démonstration est la suivante. Soit f:H le morphisme naturel.

Si [C] est un point de Mg et B est la base de la déformation universelle de C,

f se factorise, sur un ouvert U de Hg, de la façon suivante:

Nous rappelons que l’espace tangent à B en un point correspondant à une courbe

r s’identifie à est le faisceau des différentielles de

Kähler. Par dualité, l’espace cotangent est H (0393,03A910393 ® et on a donc un iso-

morphisme entre f’*(03A93g-3B) et 3g-3 3 03C0*(03A91 ® 03C9) , où nous avons écrit, pour

simplifier, 03A91 et (i) au lieu de 
,.., 

et 03C9Zg /Hg . Puisque h est un iso-

morphisme (sur un ouvert de M ) si est un point de M0g, tandis qu’il est
un revêtement double ramifié le long de ~1 quand [CJ est un point général de

~ , 1 on conclut que, sur M 
, 

, on a

Puisque 0 =0 pour toute courbe stable r, pour calculer le côté droit

on peut employer le théorème de Riemann-Roch de Grothendieck, qui donne

dans A(H ) ®~. " On obtient sans difficulté que cl (’~* (S~1 ®c~) ) est égal à

1303BB - 203A303B4., d’où la thèse.
i



Venons maintenant au point central de la démonstration de Harris et Mumford.

On suppose désormais que g est impair et on écrit g =2k-l. On note D le lieu

dans Mg des courbes qui sont des revêtements de 1P1 de degré ~k. Autrement

dit, D et le lieu des points [C] de M tels qu’il y a sur C un faisceau in-

versible L de degré k avec ~2; il s’agit donc d’une sous-variété fermée
de M. On peut facilement montrer (comme on verra au numéro suivant) qu’un point

général de D correspond à une courbe k-gonale, c’est à dire une courbe qui peut
être représentée comme revêtement de IP de degré k. Le lieu D est donc

l’adhérence de l’image dans M de l’espace de Hurwitz des revêtements simples de

genre g et degré k de JP (on rappelle que simple signifie avec un point de

ramification simple, au plus, au dessus de chaque point de IP1). Comme l’espace de

Hurwitz est irréductible [7] [10], D aussi est irréductible. La formule de Hurwitz

entraîne qu’un revêtement de TP de genre g et degré k a exactement

points de ramification. L’espace de Hurwitz en question est donc de dimension

3g-4. Il n’est pas immédiat, mais cependant connu [19], qu’un point général de D

peut être représenté comme revêtement k-uple de JP d’un nombre fini de manières

(en effet, d’une seule [3]): cela va suivre, en tout cas, des résultats du numéro

suivant. Le lieu D est donc un diviseur dans M ; il s’agit maintenant d’en
calculer la classe. Remarquons que tout diviseur (pas nécessairement de Cartier)
dans M définit une classe dans PicG(H); il suffit d’observer que son image

réciproque dans Hg est un diviseur (de Cartier, puisque Hg est lisse) G-in-

variant. En particulier, on peut définir la classe [D] de l’adhérence àe D dans

M . Harris et Mumford prouvent d’abord le

LEMME 2.2. Il y a des nombres rationnels a, b~, bl,... tels que

Ce résultat, dont ils donnent une démonstration "ad hoc" est un cas particulier du
théorème suivant, dû à Harer [12], et de son corollaire.

THÉORÈME 2.3 [Harer] est un groupe cyclique infini si g 5.

COROLLAIRE 2.4. Les éléments 03BB,03B40,03B41,...,03B4[g/2] sont une base de

Bien entendu, le théorème de Harer et son corollaire sont valables pour tout g,

pair on impair. On verra directement plus tard que 03BB,03B40,03B41,... sont indépendants.
Pour démontrer le corollaire remarquons que Pic(Y ) s’injecte dans Pic(M ) ,

_ g ~ _ 

puisque M est normal. Comme le complémentaire de M dans M est lag 
_ g ~ réunion des à., i Pic(M 
g,reg 

) est engendré par Pic(M0g) ,à o ,...,ô lg/2] , donc est

de dimension [g/2] +2 et égal à Q.
.g



Pour calculer les coefficients a,bO,bl’... qui apparaissent dans l’énoncé

de 2.2 on "évalue" [D], ~,5~,~1,... sur des familles convenables de courbes

stables. Nous verrons comment par la suite. En tout cas le résultat final est le

suivant.

PROPOSITION 2.5. [D] = 3i (2k-i-1) ôi)

Cette formule, unie à celle pour la classe canonique, donne

où a est une combinaison à coefficients positifs de ôl,...,sk-1. . Comme on sait

[1] [17] qu’un multiple assez élevé de a donne un morphisme birationnel de M
dans un espace projectif, et 2[D] + a est la classe d’un diviseur effectif, cette

formule permettrait de conclure que M2k-1 est de type général pour k >12 si

elle n’était valable que sur l’ouvert M 
g,reg

. Le résultat qui permet de surmonter

cette difficulté est le suivant.

LEMME 2.6. Si g >4, toute forme n-canonique sur une forme n.~

canonique sur une désingularisation de Mg.
Soit V un espace vectoriel de dimension h et soit G un sous-groupe fini de

GL(V). Notons Vp l’ouvert de V sur lequel l’action de G est libre. Du

point de vue local le problème de démontrer 2.6 est un cas particulier du

problème de décider quand les formes n-canoniques sur s’étendent à une

désingularisation (V/G) de VÎG. Si g E G, ses valeurs propres sont de la forme

al ah
03B6 ,...,03B6, où 03B6 est une racine m-ème primitive de l’unité et  m pour

tout i. On pose

On démontre 2.6 en vérifiant, par des calculs élémentaires mais très longs et

pénibles, que les conditions du critère suivant, dû pour l’essentiel à Reid [18]

et Tai [22], sont satisfaites par l’action de Aut[C] sur la base de la déforma-

tion universelle d’une courbe stable C de genre g > 4.

LEMME 2.7. Soit w une forme n-canonique sur Vo/G. Si, pour tout g E G tel

que v (g) holomorphe sur les diviseurs de (v/G) se projetant sur

l’image dans v/G du lieu des points de V fixés par g, 03C9 s’étend à une forme

n-canonique sur (V/G).

On a dit que la démonstration de 2.5 à partir de 2.2 consiste à évaluer [D],

,... sur des familles convenables. Nous allons montrer dans un exemple ce

qu’on entend par là.



Exemple 2.8. Soient S une courbe générale de genre g-1 et q un point général

de S. Soit Y la surface obtenue de S xs par éclatement de (q,q). On note E

la droite exceptionnelle, £ et r les transformées propres de la diagonale et

de {q} X S. Soit X la surface obtenue de Y en identifiant les points de Z et

A ayant la même projection sur le deuxième facteur de S X S. Notons aussi f:X ~ S

la projection sur le deuxième facteur de S X S. On obtient ainsi une famille de

courbes stables dont la fibre sur p ~ q est S avec p et q identifiés, et la

fibre sur q est obtenue en recollant à S en q une courbe rationnelle avec un

point double ordinaire. Notre famille est donc contenue dans ~~, rencontre A
en un point (de façon transverse) et ne rencontre pas A, si i >1. Par conséquent

Quant à À, il y a sur S une suite exacte

où y est le résidu sur r. Il s’ensuit que À =0 sur S. On va calculer le

degré de ô0 au moyen de l’observation suivante. Soit C une courbe stable avec

un seul point singulier de type i (i.e. séparant C en deux composantes de

genres i et g-i, ou ne la séparant pas, pour i=0). Si B est la base de la

déformation universelle de C, le diviseur dans B paramétrisant les courbes qui
sont dans ~i est lisse et son espace normal en [C] s’identifie à

où p est le point de type i sur C. Par conséquent, si f’:X’ -~S’ est une

famille de courbes stables dont chaque fibre a un seul point singulier de type i,
et si on note W le lieu des points de type i, le degré de -ô, sur S est le

degré de 2f’*(03A91X’/S’ ~ OW). Dans notre exemple on a donc

Il reste à calculer le degré de [D]. Puisque notre famille est contenue dans

Mg-Mg il faudra décrire d’une manière explicite l’intersection de D avec ce

diviseur. On le fera au numéro 4.

La famille de l’exemple précédent est la première des familles considérées

par Harris et Mumford. La deuxième s’obtient de la manière suivante. Choisissons

S et q comme dans l’exemple précédent et soit Y une surface lisse avec une

fibration elliptique Y:YT, telle que chaque fibre singulière soit une courbe
rationnelle irréductible avec un point double ordinaire. On suppose aussi que y
a une section B, ne rencontrant pas les points singuliers des fibres. On note d



le degré du fibré normal à B dans Y. On obtient une famille de courbes stables

de genre g sur T en recollant S XT et Y le long de {q} XT et de B. Les

autres familles s’obtiennent par le procédé suivant. On fixe un entier i entre

1 et [g/2] et on choisit deux courbes générales CI et C2 de genres i et

g-i, plus un point q général sur CI. On obtient une famille de courbes stables

de genre g sur C2 en recollant C1 C2 et C 2 x C2 le long de {q} x C2 et de

la diagonale. On omet, pour ces familles, les détails des calculs des degrés de

À et des 0, qui sont d’ailleurs aussi faciles que dans l’exemple 2.8. On se

contentera de résumer les résultats dans le tableau suivant.

degré de Ire famille 2e famille (i+2)e famille

À 0 d 0

03B40 2-2g 12d 0

> 1 0 ’ -d -2(g-1-i)03B4ij8j, j > 1 0 0 l.J

(6.. est le symbole de Kronecker)

Le tableau montre, en particulier, que la matrice des degrés de À, 00’...
est inversible Par conséquent, À,oO’... ,0[9/2] , sont indépendants,

comme on avait déjà annoncé dans la démonstration de 2.4, et il suffira de calculer

les degrés de [D] sur les familles qu’on vient d’introduire pour déterminer a,

dans 2.2.

La plupart du plan de la démonstration qu’on a ci-dessus exposé est indépen-

dante du choix particulier qu’on a fait du diviseur D. Il est donc naturel

d’essayer d’adapter ce plan à d’autres diviseurs dans M. C’est ce que Barris

[13] a fait dans le cas de genre pair g =2k-2. Le diviseur qu’il choisit est

l’adhérence du lieu des courbes lisses qui sont des revêtements k-uples de JP
avec un point de ramification double.

3. Revêtements admissibles

Un revêtement admissible de degré k avec m points de ramification est la

donnée de:

i) Une courbe connexe E de genre arithmétique zéro (c’est à dire une courbe

à points doubles ordinaires dont toutes les composantes sont rationnelles lisses et

le graphe dual est simplement connexe) avec m points lisses marqués xl,...,xm.
On veut que (E,x ,...,x ) > soit stable au sens que toute composante de E doit

contenir au moins trois des points marqués ou bien singuliers de E. Cela revient

à dire que (E,x ,...,x ) n’a pas d’automorphismes non triviaux.

ii) Une courbe connexe à points doubles ordinaires C et un morphisme



f:C-~E, partout de degré k, avec les propriétés suivantes. Au dessus de chaque

point marqué de E, C est lisse et f a un seul point de ramification simple.
Au dessus des autres points lisses de E, f est étale. Si p est un point double

de E et f(q) =p, au voisinage de p et de q, C, E et f sont de la forme

suivante:

C:xy =0; E:uv =0; f:u v =y

pour un r convenable.

On définit également la notion de famille de revêtements admissibles para-
métrée par une variété S. On veut qu’une telle famille

soit de la forme

où a est une fonction sur S, au voisinage d’un point singulier d’une fibre de a

et de son image dans P.

Si E est lisse, un revêtement admissible C-~E n’est qu’un revêtement

simple de plus un ordre fixé sur les points de ramification. Harris et

Mumford construisent une compactification H de l’espace de Hurwitz paramétri-
sant ces revêtements, et l’emploient pour décrire D, qui est manifestement l’image
de Hmrk dans M pour g =2k-1, m =2g+2k-2. L’espace Hk,m est un espace

grossier de modules pour les revêtements admissibles de degré k avec m points

de ramification. Les propriétés de qu’on va employer sont contenues dans

l’exemple qui suit et dans le lemme 3.5.

Exempte 3.1 (déformation universelle d’un revêtement admissible). Soit f:CE

un revêtement admissible de degré k avec m points de ramification. Il est évident

que toute déformation localement triviale de ce revêtement s’obtient en faisant

bouger, sur les composantes de E, les points de ramification (y compris les

points de ramification multiple dans les points doubles). En tenant compte des

automorphismes des composantes de E on peut ainsi construire une déformation

localement triviale universelle +E’, ayant pour espace des paramètres un

polydisque A de dimension

m +2V -3u = m -3 -V

où V est le nombre des points doubles de E et p le nombre des composantes.
En construisant une déformation universelle de f, à partir de tp’, on se bornera

au cas V = 1. C’est d’ailleurs le seul cas dont on aura besoin dans la suite, et

la construction générale est essentiellement la même. Notons P la section



singulière de E’ et Pl’... ,Ph celles de C’. Au voisinage de ces sections, C’,

E’ et ~’ sont des produits. Autrement dit, au voisinage de P et de Pi, C’

et E’ sont de la forme

et tp* est donnée par u = xrl, Soit S la courbe analytique définie par

dans l’espace de h+1 coordonnées complexes t,tl,...,th. L’espace des paramètres
de la déformation universelle de f sera 0394  S. La construction se fait

de la manière suivante. On note U le complémentaire dans E’ xs de

et U’ le complémentaire dans C’ xs de

On écrit encore

On obtient E en recollant U et V X 0 par

et C en recollant U’ aux V, par
i

La restriction de 03C6 à U’ est 03C6 lS et la restriction à Vi est

On peut facilement constater que celle que nous venons de construire est en fait

la déformation universelle de f. En effet, le produit de 0394 avec le disque

A ={t: Itl l} est la base de la déformation universelle de E avec les m

points de ramification marqués. Donc toute déformation f’:C’ +E’ de f donne

lieu à un morphisme a de l’espace des paramètres dans A xA. Si f’ est



donnée localement par

r

la composition de a avec la projection sur ~l est Il y a alors un seul

relèvement de a à un morphisme dans A X S qui induise f’, c’est à dire celui

qu’on obtient’en posant t i = T i pour tout i.

Il est important de remarquer que, si r. i =1 pour tous les i, sauf au plus

un, S, et par conséquent l’espace des paramètres de la déformation universelle de

f, sont lisses.

Pour le moment, la seule conséquence de la construction de la déformation

universelle d’un revêtement admissible que nous allons employer est que tout

revêtement admissible a des déformations arbitrairement petites qui sont des

revêtements simples de Cela permet de démontrer plusieurs propriétés du

diviseur D que nous avons seulement énoncées lors de son introduction.

Remarque 3.2. Soit
1

f:C -~ 

un revêtement de degré k et genre g. Supposons que f ne soit pas simple.

Nous allons associer à f un revêtement admissible f’:C’-~E’, tel que le point de

Mg correspondant à 
i 

C’ soit [C]. Compte tenu de 3.1 cela montre qu’un revête-

ment général de 1P1 est simple. Nous allons nous limiter, pour simplifier, au

cas où il y a un seul point q de E sur lequel f n’est pas simple. Soient

ql’..’’qh les points de f 1(q), et les ordres de ramification

correspondants pour f. La courbe E’ est E avec une copie P de IP attachée

en q. Soit p le point d’attachement sur P. On choisit, pour chaque i, un

revêtement de P de degré m, avec un point de ramification (m,-1)-uple Pi au

dessus de p et m,-1 points de ramification simple au dessus de points généraux

de P. C’est obtenue en identifiant Pi à qi, pour chaque i.

Remarque 3.3. Nous allons montrer qu’un point général de D correspond à un

revêtement simple k-uple de Ipl. D’après la remarque précédente et 3.1, il

suffira d’attacher à chaque revêtement admissible f:C-~E de degré k-1 un revête-

ment admissible de degré k f’:C’ +E’ tel que [C’] =[C]. Pour cela on choisit

d’abord un point général q de E, et on note points de f-1(q).
Puis on choisit une copie P de Ipl et un revêtement double Q de P ramifié

en deux points; on choisit aussi un point général r sur P, on note F une

copie de E, et q’ le point de F correspondant à q. La courbe E est obtenue

en identifiant le point q de E avec le point r de P, tandis que C’ est

obtenue en identifiant le point ql à un des deux points de Q au dessus de r

et q’ à l’autre, et en recollant ensuite des copies de P à 



Remarque 3.4. On va démontrer, inductivement sur le genre, que la sous-variété

de Mg des courbes h-gonales, pour quelque h~k, est de dimension

Comme cas particulier, on obtient que D est un diviseur. Pour g =2 il n’y a

rien à démontrer. Pour passer du genre g-1 au genre g il suffit de construire

une famille de revêtements admissibles de degré k C’ +E’, où [C’] parcourt une

sous-variété de M -M de dimension min(3g-3,2g+2k-5)-1. Pour le faire, soit
g g

un revêtement de degré k et genre g-1. L’hypothèse d’induction dit que C

dépend de min(3g-6,2g+2k-7) paramètres. En plus, si 3g-6 2g +2k -7, C peut

être représentée comme revêtement k-uple de 1P d’une infinité de manières. On

construit E’ en recollant une copie P de IP à E en un point général p, et

C’ en recollant un revêtement double rationnel de P à deux points de 

et une copie de P aux autres.

On a dit que H est propre. Cela suit du résultat suivant.

LEMME 3.5. Soit à le disque ouvert {t E 1  1}, et soient

des sections, disjointes sur Ze disque épointé 0394* =0394 - {0}. Toute famille

de revêtements admissibles de degré k, ramifiées le long de P1, ... ,Pm, s’étend à

une famille 03C6:C~D, après un changement de base t =Th, pour un h convenable.

Démonstration. Par éclatements successifs de IP1 X D en des points de la fibre

centrale on obtient et des sections disjointes Zi ne rencontrant pas les

points singuliers des fibres. En contractant des composantes de ~~, si nécessaire,

on peut supposer que la fibre centrale avec les points Z1(0),...,Zm(0) marqués

est stable. Le morphisme ~* peut s’étendre à un morphisme fini où C

est normal. Ce morphisme peut être ramifié le long de quelque composante de ~~,
mais, quitte à remplacer t par th, pour un h convenable, et à normaliser, on

peut supposer que tel n’est pas le cas. Le morphisme est donc ramifié seule-

ment le long des sections Zi et sur les points singuliers de V. Ce sont là

des singularités du type uv =tr. Comme le revêtement universel d’un voisinage

épointé d’une telle singularité p est

il s’ensuit que, pour tout point q de C au dessus de p il y a des entiers s

et w tels que ws = r et que x = ~w, y t sont des paramètres locaux sur C.



Par conséquent, au voisinage de q, C est de la forme xy = tW et cp est donnée

par La famille est donc une famille de revêtements

admissibles.

4. Le degré de D

On suppose toujours que g =2k-l. Nous sommes maintenant en mesure de décrire,

à l’aide de la notion de revêtement admissible, l’intersection de D et de M -M ,
ou, du moins, les points de cette intersection qui peuvent apparaître comme fibres

d’une des familles envisagées à la fin du numéro 2. Le résultat principal est le

suivant.

PROPOSITION 4.1. Soit C une courbe stable singulière de genre g.

i) Si c est irréductible, [C] appartient à D si et seulement si il y a

sur C un faisceau sans torsion de rang un F tel que

ü) Si C est la réunion de deux courbes irréductibles Ci et C2, attachées
en un seul point p, c appartient à D si et seulement si il y a des

faisceaux sans torsion de rang un, Flet F2, sur CI et C2 et un

entier Q tels que

Nous allons démontrer seulement i). Le lieu des courbes stables sur lesquelles il

y a un faisceau F sans torsion, de rang un, satisfaisant les conditions de i),

contient D et est fermé dans M , d’après la théorie de la compactification de
la Jacobienne. Soient donc C et F comme dans i); en plus on va supposer, pour

simplifier, que C n’a qu’un point singulier et est donc obtenue de sa normalisa-

tion C par identification de deux points p et p2. Pour démontrer i) il

suffit d’associer à C un revêtement admissible f’:C’ -~E tel que [C] _ [C’]. On

choisit deux sections indépendantes sl,s2 de F et on note F’ le faisceau

qu’elles engendrent. Les sections sI’ s2 définissent un morphisme 

Les points p et p2 on la même image si et seulement si F’ est inversible.

Dans ce cas, on voit sans difficulté que deg(f) ~k. Pour construire C’ et f

à partir de f on applique d’abord la construction de la remarque 3.2 à tous les

points de JP (à l’exception de f(pl) = f(p2)) sur lesquels f n’est pas simple
et on obtient Cil +E’. On fait la même chose pour f (pl) sauf que, si l1 et
sont les ordres de ramification de f en p et p2, on recolle à p et p2 un

revêtement rationnel du ü~l recollé à f(pl), avec un point de



ramification d’ordre Qi dans le point de recollement avec pi, pour i = 1,2.

Enfin, par le procédé de la remarque 3.3, on élève le degré de f’ jusqu’à k.

Si, par contre, F’ n’est pas inversible, on voit facilement que le degré de

f ne dépasse pas k-1, et on construit f’ par un procédé semblable à celui qu’on

vient de décrire. La seule différence est la suivante. On recolle à f(PI) et

f(p ) deux droites Pl et P2. Si L et Q2 sont les ordres de ramification

de f en pl et P2 on choisit un revêtement P’ 1 de Pi de degré avec

un point de ramification p’ d’ordre L, au dessus de f{Pi) et on note p"
l’autre point au dessus de f(p.). On identifie ensuite p i et pt et on recolle

une copie de E à pî et p2.
COROLLAIRE 4.2. Soit c’ une courbe lisse de genre g-1.

i) Si C est obtenue en identifiant deux point p,q de C’, fC] appar-

tient à D si et seulement si il y a sur C’ un faisceau inversible L

de degré k tel que

ii) si C est obtenue en identifiant un point p de C’ avec un point
lisse d’une courbe elliptique ou rationnelle avec un point doubleordinaire, alors appartient à D si et seulement si il y a sur

C’ un faisceau inversible L de degré k tel que

Revenons à la famille f:X+S de l’exemple 2.8, dont nous reprenons les

notations. Il reste à calculer le degré de [D] sur S. Puisque S est une

courbe générale de genre g-1, y il y a sur S un nombre fini de faisceaux in-

versibles L.....L de degré k tels que 2; cela résulte du fait que

M et l’espace de Hurwitz des revêtements de degré k et genre g-1 de IP
g-1
(qui domine M ) ont la même dimension

Puisque q est un point général de S, aucun de ces faisceaux n’a des sections

s’annulant doublement en q. Donc la partie ii) du corollaire 4.2 montre que la

fibre dégénérée de la famille n’est pas dans D. En plus, les remarques 3,2 et

3.3 montrent que, pour chaque i, on a:

a) h0 (L,) = 2.

b) IL,I n’a pas de points fixes.

c) Si on note le morphisme associé à est un revêtement

simple et n’est pas un point de diramation pour cpi.

Pour chaque i il y a donc k-1 points p tels que



Puisque q est général, les (k-1)a points ainsi obtenus sont distincts. Par

conséquent la famille f:X+S a exactement (k-1)a fibres dans D. Il reste à

évaluer a et à montrer que la contribution de chacune de ces fibres au degré de

[D] est exactement égale à un.

LEMME 4.3. a = (2k-2) !(k-l)!k!

Démonstration. Si C est une courbe lisse de genre y, on note la sous-

variété de Picd(C) dont les points sont les faisceaux inversibles L de degré
d sur C tels que h~ (L) >r + 1. Nous devons calculer le nombre des points de

W~(S). On sait [15] que est de dimension au moins

et n’est pas vide si pO. En plus, si W~(C) est de dimension p, on sait en

calculer la classe dans l’anneau de Chow de Picd(C) [15]. Dans le cas où p = 0,
on a la formule suivante, due à Castelnuovo [4].

Comme cas particulier on obtient

La thèse suit du théorème que, si C est générale, est réduite (et de

dimension min(y,p)) [11] ; dans le cas particulier de W~(S) ce fait est presque
trivial (voir [2], par exemple). q.e.d.

Choisissons un point p sur S tel que C = S/p-q soit dans D, et notons

C -~B la déformation universelle de C. On peut choisir des coordonnées

tl’~..’t3g-3 sur B de manière que C soit de la forme xy = tl au voisinage de

p =q; en plus on peut supposer que t4,...,t3g_3 soient des coordonnées locales

sur l’espace des paramètres de la déformation universelle S -~T de S, que t2,
t3 soient des coordonnées sur S au voisinage de p et q, et que la fibre de

C sur le point (O,a2,...,a3g_3) s’obtienne en identifiant les points tels que

t2 =a2’ t3 = a3 dans la fibre correspondante de S-~T. Dans ces coordonnées, les
équations de la courbe tracée par f:X+ S dans B sont donc les suivantes:

Comme [C] est dans D, il y a un seul revêtement simple de degré k



tel que tp(p) Il y a un seul revêtement admissible de degré k,

+E

tel que [C’] =[C]. Ce revêtement peut être construit, à partir de tp, par le

procédé de la remarque 3.4, c’est à dire en recollant une copie P de JP à

un revêtement double Q de P, ramifié en deux points, à p et q, et des

copies PI,...,Pk-2 de P aux autres points de c~ 1(c~)). Soit

la déformation universelle de ~’. On peut choisir des coordonnées s ,

s~,...,s~ . sur B ’ de manière que s-,...,s- ~ soient des coordonnées sur

l’espace des paramètres de la déformation universelle de S, et que C’, E’, ~

soient de la forme

au voisinage de p ou de q. En plus, pour sI = 0 et pour toute valeur fixée de

varier s2 correspond à faire bouger sur ~l le point de

recollement de P. Les équations s2 
= 

s3 
= ... = 

s3g_4 
= 0 définissent une

surface lisse dans C’. Sur cette surface, la courbe Q peut être contractée à

une singularité de type A1 et les courbes P ,...,P à des points lisses. Si

on fait de même pour toutes les surfaces d’équations

on obtient de C’ +B’ une famille de courbes stables paramétrée par B’, dont

les singularités sont du type xy =s . Comme tp(p) n’est pas un point de rami-

fication de cQ, pour un choix judicieux des coordonées, le morphisme naturel de

B’ dans B est donc donné par

Il s’ensuit que l’équation de D dans B est simplement t2 = t3, et que la

courbe dans B tracée par f:X-~S n’est pas tangente à D en [C]. En tenant

compte de 4.3 on obtient le

LEMME 4.4. degs[D] = (2k-2)!/(k-2)!k!.

Notre analyse de la famille de l’exemple 2.8 est ainsi complète. Des raison-

nements semblables, que nous ne décrirons pas, s’appliquent aux autres familles

envisagées par Harris et Mumford et permettent de démontrer la proposition 2.5.

Remarquons seulement qu’une conséquence immédiate de 4.2 est que aucune des

fibres de la deuxième famille n’est dans D.
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