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Séminaire BOURBAKI
36e année, 1983-84, n° 631 Juin 1984

NOMBRES DE CLASSES DES CORPS QUADRATIQUES IMAGINATRES
par Joseph OESTERLE ‘"

En 1934, Heilbronn démontre que pour tout entier h =21 il n'existe qu'un nom-
bre fini de corps quadratiques imaginaires de nambres de classes h ([Hei]). Cet
énoncé est précisé en 1936 par Siegel, qui montre que, si h(-d) désignhe le nom~
bre de classes d'un corps quadratique imaginaire de discriminant -d , log(h(-d))
est équivalent & log/d lorsque d tend vers +o ([Si]). Ces résultats répon-
dent & des questions explicitement posées par Gauss dans le langage des formes
quadratiques ([Ga], 302 et 303).

Le théoréme de Siegel n'est malheureusement pas effectif : il ne permet pas,
pour un entier h 2 1 donné, de résoudre "le probléme du nombre de classes h ",
i.e. de déterminer la liste des discriminants pour lesquels h(-d) = h . On sait
cependant (cf. [Ta]) que ces discriminants, sauf au plus 1'un d'eux, sont majorés
par 2100 h2log2(13h) . (On pense qu'il n'y a en fait pas d'exception ; ce serait
une conséquence de 1l'hypothése de Riemann généralisée.)

Des tables donnant les nambres de classes des corps quadratiques imaginaires de
discriminant -d , pour d < 4.106 , ont &té construites par Buell ([Bu]). Dans
la limite de ces tables, le nambre de corps, dont le nombre de classes est 1, 2,
3, 45,6, 7,8, 9, 10, est respectivement 9, 18, 16, 54, 25, 51, 31, 131, 34,
87, et le plus grand d correspondant est respectivement égal & 163, 427, 907,
1555, 2683, 3763, 5923, 6307, 10627, 13843 (ce qui semble suggérer que tous les
corps quadratiques imaginaires de nambre de classes < 10 se trouvent dans cette
table) .

Le probléme du nombre de classes 1 a été résolu indépendamment par Heegner,
Stark et Baker (cf. [He], [St1], [St2] et [Ba]) ; ces deux derniers ont ensuite
donné une borne effective trés grosse, d<101°3°, pour les d tels que h(-d) =2 ;
finalement, le fait qu'il n'y a pas de d pour lesquels h(-d) = 2 et
427 < d < 1070°3° 3 &té démontré indépendamment par Stark d'une part ([St 31),
Montgamery et Weinberger de l'autre ([M,W]).

En 1977, Goldfeld démontre que si 1'on dispose d'une forme modulaire parabolique
f , propre pour les opérateurs de Hecke, dont la série de Dirichlet associée
L(f,s) admet au centre de la bande critique un zéro d'ordre assez grand (supérieur

(1) Le texte écrit a été revu et complété depuis 1'exposé oral.
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J. OESTERLE

ou égal & 3 ou 4 suivant les cas), on peut, pour tout h > 1 , fournir une majo-
ration effective des d tels que h(-d) =h (cf. [Gol).

Le probléme était alors de rmontrer qu'au moins une forme modulaire posséde les
propriétés requises pour appliquer le théoréme de Goldfeld. En poids 2, on con-—
naissait de bonnes candidates : en effet, étant donnée une newform f nor-
malisée de poids 2, fonction propre des opérateurs de Hecke, et a coefficients
rationnels, il existe une courbe elliptique E définie sur @ (unique & Q-isogé-
nie prés d'aprés un théoréme de Faltings (cf. [De])) dont la fonction L , notée
L(E,s), est égale & L(f,s) (y compris aux mauvaises places d'aprés [Cal). La
conjecture de Weil affirme que toute courbe E définie sur { s'obtient de cette
facon, et, pour une courbe E donnée, ceci peut en principe se tester par un cal-
cul algorithmique sur ordinateur (cf. [C 11]). D'autre part la conjecture de Birch
et Swinnerton-Dyer affirme que L(E,s) aen s =1 un zéro d'ordre p égal au
rang r de E(Q) et 1l'on connait des courbes E pour lesquelles ce rang est
assez grand (le record actuel étant une courbe, obtenue par Mestre, dont le rang
r est 2 14 ). Compte tenu de ces remarques, on est capable de construire des
formes f de poids 2 dont on a tout lieu de penser que L(f,s) aen s=1 un
z8ro d'ordre assez grand ; malheureusement si la non nullité d'une dérivée d'ordre
supérieur de L(f,s) en s =1 peut en principe se prouver par un calcul sur or-
dinateur, il n'en est pas de méme de la nullité de cette dérivée.

En 1983, Gross et Zagier cbtiennent une trés jolie formule permettant pour cer-
tains caract@res quadratiques x d'exprimer la valeur en s =1 de la dérivée de
L(f,s)L(f ® x,s) comme produit d'une expression non nulle (essentiellement un
produit de périodes) par la hauteur de Néron-Tate d'un point, déduit des points de
Heegner, sur une variété abélienne (cf. [G,z]). Lorsque ce point est de torsion et
que L(f ® x,1) est non nul, on a L'(f,1) =0 . Si de plus la fonction
A(E,s) = (2m) °r(s)N*/>L(f,s) vérifie 1'équation fonctionnelle A(f,1-s)=-A(£,s),
on en déduit que L(f,s) admet en s =1 un zéro d'ordre p = 3 .

Ce résultat a permis i Gross et Zagier d'exhiber une forme modulaire satisfai-
sant les hypothéses du théoréme de Goldfeld. Les majorations de d en fonction de
h(-d) qu'on en déduit s'énoncent alors de la fagon suivante, en notant P(Q)
1'ensenble des nombres premiers divisant d , & 1l'exception du plus grand d'entre

eux, et en posant 9(d) = || (1 - —[%_/P—l—]) :
. PEP (d) P
THEOREME 1.— 1L existe une constante C > 0 , effectivement caleulable, telle que

L'on ait
9(d) log d € C h(-d)
pour tout discriminant -4 d'un corps quadratique imaginaire.
D'aprés la théorie des genres (cf. [B,§]) , le cardinal de P(d) est inférieur

3 la valuation 2-adique de h . Campte tenu du fait que 1 - [;{1] est respec-
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~ 1 1 1 3 [2vp]
tivement égal & =, 7' 3¢ § bpouwr p=2,3,57 et que 1'on a 1—p—21—2

pour p 2 11 , on déduit du théoréme 1 que l'on a, avec la méme constante C ,

N =~

h(-d) impair = log d < C h(-d) ,
h(-d) = 2mod. 4 = log d < 4C h(-d) ,
h(-d) = 4 mod. 8 = log d < 12C h(-d) ,
h(-d) = 8 mod. 16 = log d < 36C h(-d) , etc...

Les numéros 1 et 2 sont consacrés a des rappels, sur les corps quadratiques ima-
ginaires et les formes modulaires. Au numéro 3, on trouvera une démonstration trés
simplifiée du théoréme de Goldfeld. La construction d'une bonne forme modulaire f£
est exposée au numéro 4. Enfin, au nuwéro 5, on signale divers coampléments et on
indique l'ordre de grandeur de la constante C intervenant dans le théoréme 1.

1. Corps quadratiques imaginaires et formes quadratiques binaires (cf.[B,é])

1.1. Soit Kc @ un corps quadratique imaginaire. Notons =-d son discrniminant, 0
1'anneau de ses entierns, X = :d— le caractene quadratique associé (on pose par
convention X(n) = 0 lorsque n n'est pas premier & d ). Un nambre premier p
est décomposé, namifié ou inerte dans ( suivant que X(p) vaut 1 , 0 ou -1 .
La fonction zéta du corps K est QK(s) = C(s)L(s,x) ol T est la fonction zéta
de Riemann et L(s,X) la série L de Dirichlet associée au caractére ¥ . lLe
groupe des classes d'idéaux de O est un groupe fini dont l'ordre, noté h (ou
h(-d) ), est le nombre de classes de K .

1.2. Notons Qd 1l'ensenble des formes quadratiques binaires ax2? + bxy + cy? 3
coefficients entiers rationnels, définies positives, de discriminant 4ac - b2
égal & d . On construit une bijection du groupe des classes d'idéaux de ( sur
1l'ensemble des clfasses (modulo changements linéaires de coordonnées, 3 coefficients
entiers, et de déterminant 1) de fonmes quadratiques de Q. , de la fagon suivante :
étant donnés une classe d'idéaux & , un idéal a €¢ , une base directe (w4,w2)
de a sur Z , la forme quadratique q(x,y) =%txm—2)- appartient a Qd ; sa
classe, qui ne dépend que de € , est 1'image de % par la bijection précédente.

Avec ces notations, £a éonc,ti.on zéta partielle T(g,s) = tEG Nc ° est éqgale 3
w‘1(m'n)ezzg{(0’0)}q(m,n) S,00 w désigne £'ondre du groupe des unités de 0
(gal & 6, 4 ou 2 suivant que 1'ona d=3, d=4 ou d>4). La fonction
Cx st somme des fonctions zéta partielles associes aux différentes classes
d'idéaux de 0 .

1.3. Chaque classe de formes quadratiques de Q d contient une unique forme

qd(x,y) = ax2 + bxy + cy? qui est xéduite, c'est-3-dire telle que l'on ait simul-
tanément
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(1) Ibl <a<c ;

(i) b>0 si a estégald |bl oud c
Pour une telle forme, on a as@, %Zczéa (et méme c>-'%—a- si d#4).
Le nambre Nq(t) des couples (m,n) € Z x N* tels que gq(m,n) < t est nul pour

t <c (et a fgortioni pour t < @ ) ; 1l est équivalent a % lorsque t tend
A A

vers + o . On peut montrer (cf. [Oe]) que 1'on a I Ng(t)dt < J TE gt pour
o ,/a'/

va
tout Az-‘é—a. 2

Compte tenu de ce qui précéde, 1l'ensemble Q(ried des formes quadratiques q € Qd
qui sont réduites a un cardinal égal & h ; si 1'on note a(q) le premier coef-

ficient d'une telle forme ¢ , la fonction zéta du corps K s'écrit, lorsque
a>4,

=S -S
(1.3.1) e q&_gﬁéd(a(q) ceo T g )
d'od 1'on d8duit 1'identité
(1.3.2) K& _ L4p7  _ 5 (a(q)'s+ s gqm n)‘s> )
C(2s) p l1-x(p*> quged () EZx T ’
pgcd (m,n)=1

1.4. Le fait que le narbre de classes h soit petit pour un corps K de grand
discriminant se traduit par le fait que "beaucoup de petits nambres premiers sont
inertes dans 0", ou encore, en introduisant la fonction multiplicative

A N* — {-1,1} telle que A(p) = -1 pour tout nombre premier p , par le fait
que "pour beaucoup de petits entiers n , ona A(n) = X(n) " . Voici deux expres-
sions quantitatives de l'assertion qualitative précédente :

a) Si un nombre premier p est décomposé dans XK, on a ph > % : en effet il

existe alors un idéal premier g de 0 de norme p ; l'idéal ph est principal,

engendré par un élément de la forme a+2b/cT avec a € Z et b€ IN* et on a

h _az+db2 _ d

P z 71

b) Posons KL - T\ S L ona = < h : ceci résulte de 1'égalité
T(28) ~ 2, 00 (/" "

(1.3.2) et des propriétés élémentaires des formes quadratiques réduites rappelées

en 1.3.

2. Formes modulaires de poids 2

2.1. Série de Dirichlet associée (cf. [S-D,B])

Pour abréger, nous appellerons newform honmalisle de poids 2 et de niveau N une
newform (au sens de foc. cit.) f = n°§1 ancf1 (avec q = 2MT ) e poids 2 pour
le groupe To(N) , fonction propre des opérateurs de Hecke Tp (ptN) , dont le
premier cooeofficient ai est égal 4 1. La sénie de Dinichlet associée

S

L(f,s) = Z ann- a alors une décomposition en produit eulérien :
n=1
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1"25) -1

(2.1.1) L(£,s) = ]—r(l—app-s)—1 W(l-app‘s+p
pIN piN
On a lapl < 2/p pour tout nombre premier p . Lorsque p2 divise N, ap est

nul ; lorsque N est multiple de p mais pas de p=2 , ap est égala 1 oua -1.
Il existe € € {-1,1} tel que f(ﬁ_rl—) = —eNt2f(t) . La fonction

s — N°/2(2n) "I (s)L(£,s) se prolonge en une fonction entitre A(f,s) sur C ,

a décroissance rapide a £'ingini dans toute bande verticale, vérifiant 1'équation

gfonctionnelle A(f,1-s) = eA(f,s) . Lorsque N est sans facteurs carrés, on a

€= -T[(-ap) .

pIN
2.2. Torsion par un caractére quadratique (cf. [Vil)

Soient f une newform normalisée de poids 2 et de niveau N (cf. 2.1) et X un
caractére de Dirichlet (primitif) quadratique de conducteur d . Il existe alors
un entier NX > 1 et une newform normalisée f @YX de poids 2 et de niveau Nx
telle que ap(f ® x) soit égal a ap(f)x(p) pour presque tout nonbre premier p
(en notant an(f) le n-iéme coefficient de Fourier d¢ f ). Ces conditions déter—
minent d'ailleurs NX et £®yx de facon unique ; £ ® x s'appelle la forme tor-
due de f par ¥ .

Lorsque pgcd(N,d2) est sans facteurs carrés, Nx est le plus petit cammun mul-
tiplede N et d* ,ona a (f @y = a, (f)x(n) pour tout entier n 21 et la
constante €(f ® x) intervenant dans 1'équation fonctionnelle de A(f ® x,s) est
donnée par la formule

e(fE®%) = x(-Nq).TT (-a (£)) .e(£)
pINz
ol 1'on a écrit N =N4N, avec N, premier 3 d et N, diviseur (sans facteurs

carrés) de d ; cette formule s'écrit plus simplement e(f ® x) = x(-N)e(f) lors-
que d est premier 3 N .

2.3. La série de Dirichlet L(Sym?f,s)

(-]
Soit £= I anqn une newform normalisée de poids 2 et de niveau N (cf. 2.1).
= o
Par analogie avec 2.2, on note L(f ® A,s) 1la série de Dirichlet n§1 ank(n)n S ’
ol A :XN* — {-1,1} est la fonction multiplicative introduite en 1.4. Posons

(2.3.1) Lisyret,s) = TT(-p 9 'LEHLE @A, ) .
PN
On a (cf. [Sh])
(2.3.2) L(symef,s) = T[(1+p' =)' T a%n S .
pr n=q1 N

La fonction A(Sym?f,s) = Ns(m)-SP(s)n—S/zI‘(;—)L(Syan,s) se prolonge en une fonc-
tion entiére (cf. [Sh] et [G,J]). D'aprés un résultat d'0gg ([Oggl, p. 304), on a
(2.3.3) A(SymRf,2) = N” £(T)£(T) ldr A dTl

Do (N)
en notant Do (N) un domaine fondamental du demi-plan de Poincaré pour l'action de
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To (N)

Lorsque N est sans facteurs carrés, la fonction A(Sym?f,s) vérifie 1'équa-
tion fonctionnelle (Loc. cit., th. 6)

(2.3.4) A(Sym?f , 3-s) = A(Sym?f,s) .

(Ceci s'étend au cas ol N a des facteurs carrés, 3 condition de modifier conve-
nablement les facteurs eulériens aux places divisant N ; cf. [G,J]).

3. Le principe de la démonstration

Dans ce numéro, K désigne un corps quadratique imaginaire, -d son discrimi-
nant, X = (%d> le caractére quadratique associ&. On suppose d > 4 . Si
A= n§1 ann‘s et B= n§1 bnn's sont deux séries de Dirichlet, la notation
A <B signifie que 1'on a lanl < bn pour tout n>1 .

Supposons connues des séries de Dirichlet ¥ et G etunnombre réel M > 0 vé~
rifiant les conditions suivantes :

Tx(s= (1/2))V? o
(Cl) On a ¥(s) <T(2s-1)2 et G(s)< (W) ; en particulier ¥ (resp.

G ) est absolument convergente pour Re(s) > 1 (resp. pour Re(s) > % ).

(C2) La série de Dirichlet G admet un produit eulérien ];TGP ol, pour chaque

~s -S

nambre premier p , G (s) est de la forme (1+ap_ ) (1+Bp _) , avec a , a' ,
P (1+a'p™) (1+B'p™S)

B , B' nonbres camplexes de valeur absolue < vp .

(C3) La fonction dsY(s)‘IJ(s)G(s) , 00 Y(s) = Msl"(s)2 , se prolonge en une fonc—
tion entiére sur € , § décroissance rapide 3 1'infini dans chaque bande verticale,
invariante par la substitution s — 2-s et admet en s =1 un zéro d'ordre

2 3 (donc d'ordre 2 4 wvu 1l'équation fonctionnelle).

(C4) La fonction ¥ admet un prolongement holomorphe sur un voisinage du demi-
plan {s/Re(s) 2 1} , a un zéro simple en s =1 , et la fonction Y¥ est & dé-
croissance rapide & 1'infini dans toute bande verticale du demi-plan précédent.

Nous allons montrer dans ce numéro qu'alors on peut majorer de fagon effective d
en fonction de h=h(-d) , ¥ et M. Nous verrons au numéro 4 comment les formes mo—
dulaires de poids 2 permettent de construire ¥ , G et M come ci-dessus et
nous déduirons le théoréme de Goldfeld des majorations obtenues dans ce numéro.

3.1. L'égalité fondamentale

Le point de départ consiste 3 remarquer que l'on a, pour <3>é ’

2
joo
(3.1.1) rﬂ &Y (8)¥(s)G(s) (s-1) % =0.
O-i O+ico 1+ieo
En effet si w désigne la forme différentielle 3 intégrer, on a w = Jl L
-jco

O-io
d'aprés le théoréme des résidus, et cette dernidre intégrale est nulle vu 1'équa
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tion fonctionnelle satisfaite par « (condition (C3)).
Pour tout nombre réel U 2 1 , posons

(3.1.2) G(U,s) =TT G.(s)
pu P
(3.1.3) G(U*,s) = G(s) - G(U,s) = G(U,s)((TT G (s)) —1) .
pu P

3

oo oy -3 ds PP
Notons J(U) 1'ingégrale J .4 Y(s)¥(s)G(Y,s) (s-1) i et définissons de

O~iow
facon analogue J(U*) , de sorte que (3.1.1) s'écrit

(3.1.4) J(u) = =J(U%) .
3.2. Etude de J(U) v
Considérons le chemin orienté A représen- 1+in'
té ci-contre, ol n s% et n' sont choisis '
assez petits pour que ¥ soit holamorphe dans 0 1-n] '1 o X
la région comprise entre A et la droite !
[N
{s|Re(s) = o} . 1-in'
Campte tenu du théoréme des résidus, on a
A
(cf. (C4))
= G'(U,1)
(3.2.1) J) = c1G(U,1)(log a+ TG + c2> + J, (V)

ol ci1 (resp. c2 ) désigne la valeur en s =1 de la fonction (resp. de la dé-
rivée logarithmique de la fonction) s k— Y of o J,(u) est 1'intsgrale
analogue 3 celle définissant J(U) , mais évaluée sur le chemin A . Il existe une
constante c3 > 0 , ne dépendant que de ¥ et de M , par exemple

Ca = J 1Y(s)¥(s) (s~ 1)'3I—I§2;51—I telle que 1l'on ait
A

(3.2.2) 134 (0) | £ c3 suplG(U,s) ] .
SEA

3.3. Sur certaines intégrales

Lemme 1.— Sodient m un entier 22, a et o des nombres rZels tels que a<o. Alors
O+l _ . I

X+ I(x) = J X S(s-a)™ —-st est une fonction positive sur RE . ELLe est
O=1c0

décroissante et convexe 84 a 20 .

m1
En effet I(x) est égal & x-a% pour x<1 et3d 0 pour x21 .

Les hypothéses étant celles du lemme 1, soient Wu4,...,Ur des mesures positives
sur Ri‘ pour lesquelles la fonction t +— t° est intégrable. Posons

joo
- _ -s X _ _ -~ - -S,.__.\-m ds
”‘j (s) = *t u.j (l<j<r,Re(s)=0) et JX)= ’o_iwm (s)...lyp-(s)x “(s-a) =y

Grace au théoréme de Fubini on déduit du lemme 1 que 1l'on a

Lemme 2.— J est une fonction positive sun RE . ElLe est convexe et décroissante
84 ax=0.
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Dans les applications que nous avons en vue, les mesures }. sont soit les ima-
ges par l'homéomorphisme t +— t~' de mesures de la forme e—t—U-ige , avec
- ol
u<o, auwuel casona u.(s) =T(s-u) , soitde la forme X a b , o0 &
J n=1 nhn n

est la mesure de Dirac au point n et (an) nE* Une famille de nambres réels posi-
tifs telle que la famille (ann_o) NEIN* soit sammable, auquel cas ﬁj (s) est égal
© -
a X an°.
n=1 n

Lemme 3.— Soient W (1<3<x) des mesunes positives sur RY vérifiant Les
mémes hypothébe}é{ que Les uj et definissons J' de gagon analogue & J . Supposons
que L'on ait ou.j([o,t])dt < j wi(lo,tl)at pour tout x 20 et que a s0it 20,
Alons J est majonée pan J' .

I1 suffit de traiter le cas ol uj est différente de “5 pour un seul indice
j . Grace au théoréme de Fubini on se raméne alors au cas ol r est égal & 1 .
Mais dans ce cas on a J(x) = JI(xt)u1 , J'(R) = jI(xt)u: , et la fonction
t > I(xt) est positive décroissante et convexe sur RY (lemme 1). Le lemwe en
résulte, campte tenu des hypothéses faites sur ws et uj .

Exemples.— 1) Soit g une forme quadratique réduite de discriminant d (cf. 1.3).
Si u est la somme des mesures de Dirac aq(m n) ( (mn) € ZxX* ) et U 1la
mesure somme de la mesure ~6/5/2 et de la mesure de densité /L_ par rapport a

X
la mesure de lebesgue sur [£,+oo] , ona [ u(lfo,t])dat < J uw'([o,that pour

tout x>0 (Loc. cit.). Pour Re(s) =o>1 ,ona u(s) = (m,n) S
~, _ n( s a )-s ) ! (m,n)EZxN*q !
st W) =351\2) -

2) Soient v la mesure n§1 Gn et V' la some de la mesure de Dirac &4 au point
1 et de la mesure de Lebesgue sur [1,+=[ , et soient u et W' les images de v
et v' par l'application t+ t2 . Ona v([0,t]) <v'([0,t]) pour tout t> 0,
d'od wu([0,t]) < u'([0,t]) pour tout t> 0 . Pour Re(s) =o>1, on a
ii(s) =T(2s) et B'(s) = g(iygy -
3.4. Majoration de |J(U*)|

Pour majorer |J(U*¥)| , nous partirons de l'expression suivante de J(U*¥) (dé-
duite de la définition par le changement de variables s +— (s + %)) : pour tout

o>1 .
joo

—(1/2) 1 1 1 1,-3 ds

(3.4.1) J(@UH = [:imds V2 y(s + (s + HCUHs + D) (s - P 0 £

Otieo

D'aprés le lemme 2 de 3.3, g2

O=ico
tout x > 0 , de sorte que 1'on a
joo
(3.4.2) 1" | < Jm V2 y(s + Do) s - 7
O-ico
pour toute série de Dirichlet « absolument convergente pour Re(s) > 1 telle que
Y(s + %)G(U*,s + %) < @(s) . D'aprds la condition (Cl) et les formules (3.1.3) et

Y(s + %)x"s(s - %)_3 '2%?1— est positif pour

211.1
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(1.3.2), ceci s'applique en particulier lorsqu'on prend pour ¢ la série de

. -s -s
Dirichlet obtenue en élevant qezréd(a(q) C(2s) + (m,n)?ZxN *q(m,n) ) au carré

et en supprimant dans le résultat les termes de la forme a(q) ~a(q') SC(2s)2
lorsque a(ga(q') <U .

Compte tenu du lemme 3 et des exemples 1 et 2 de 3.3, on augmente le membre de
gauche de (3.4.2) lorsque dans l'expression de ¢ 1l'on remplace

C(2s)2 par sz(s - -%)_2

a@ ®a@)™® par U® (pour a(g)a(g') 2U)
= q(m,n)"° par % sf T 2537872 (pour chaque qEQﬁéd) .
(m,n) EZxN*
On obtient ainsi la majoration
(3.4.3) IJ(U*) | £ Jq + T2 + Ja

ol 1l'on a posé, en notant h le nambre de classes de K ,

1 g1/ 1, - -s ds
(3.4.4) J4 = hzj(” & y(s + U5 - P S
o~ie
(3.4.5)  Jg = mn[ 2545 My 4 L Sz a@ s s - 97 =
2's 2 2
o—loon , oo Qd 2 ds
(346) 3=TEElm2 Y(S+ )S 1)( 2) 2,"._1'
PROPOSITION1.—a) Ona Jq<cy4 h—/;(llog %l +3)“ avee cy = % .
b) On a J2 < csh Eréda(q)_1 avec cs = %.- 2,
a€Qq
C) Ona Js <cele avec ce = dnzeM®? sup(2,1og(4M)) .

vd
On vérifie aisément (cf. [Oel), en utilisant le théoréme des résidus, que

l'on a, pour tout x> 0 et tout € >0 (avec o> 1),

ioo
S 2 1~5 dS 1 a4
(3.4.7) lo_lm (-3 "5z < [4—,- ds"( s%) + F-d?(x )]
(3.4.8) | 1wa —S (s )'3 ds _ gx
i O-jeo s-1 2 <
joco 2 €+l°° 2
1,-3 ds s [ 1,-3 ds
(3.4.9) | xs( 8 ) s -2 =< l X (s -7 =
i \S 1 2 2ni Oreico (s-1-€)(s-1+¢€) 2 2ni
<'*€ (1+s) ( )2 < 4x'*€

€
Utilisant le théoré&me de Fubini :
2
a) on déduit de (3.4.7) que J, est majoré par le produit de koM par la valeur

1 S=(1/2) S=(1/2)
en s=35 de 41, dds“ (I"( 1)2(d4) 52) 31, cfsz(l"(s + 2)2(%% ) et un

calcul élémentaire (cf. [Oel) montre que cette valeur est gale 3 o= P(log (dM))
ol P est un polyndme unitaire de degré 4, et que le coefficient du mondme de

degré £ de P (0 < £ <3) estmajoré par cﬁ3“'£ , d'olt a) ;
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b) on déduit de (3.4.8) que J» est majoré par csh reda(q)—1 avec
Q3

cs = 16mYT(2) = - w2 ; *
c) on dedult de (3. 4 9) que Js est majoré, pour tout € > 0 , par

2h2 €
4 n/gl M3/21"( + g)? MM) . En prenant pour € l'inverse de sup(2, log(4M)) ,
on a r‘(— + 6)2 <1 et M€ <e, d'on o).

3.5. Choix de U et théoréme technique

Nous prendrons pour U le nambre (iza—)“m ol m est le plus petit entier tel
que m2+m2—}'2l si h#4 et m=—g- si h=4 . Avec ce choix, on a :

Lemme 1.— 1L existe au pliws un nombre premier p < U décomposé dans K ; 54 un
tel p existe, ona p= (—) /b . Le plus grand diviseur premier de d est supé-
nleur @ U .

Si p et p' sont inférieurs & U et décamposés dans K , on a

-5 -s (s)
1+p > 1+p' S VAN AN\
1-pS 1-ps < T05) (cf. 1.4) et pp' 5 pour tout couple (£,£') € N2

tel que £+ £'<m' = [m] . D'apréds 1.4, b), on en déduit 1'inégalité
1+ 2w+ 2m + 4 B8 < qui contredit la définition de m . La deuxidme
assertion a été prouvée en 1.4, a). Enfin si T est le nombre de diviseurs pre-
miers de d , on sait (cf. [B,8], T, § 8) que 20 ! divise h , d'od 1'on déduit
< 2m . Comme soit d , soit ‘Z , est sans facteurs carrés, 1l'un au moins des di-

viseurs premiers de d est supérieur a (d) 1z etdonca U.

Notons P(d) 1l'ensemble des nombres premiers divisant d , & l'exception du plus
grand d'entre eux et posons V = ( 4 1/M ote tenu du lemme 1, de (1.3.2), et
des conditions (Cl) et (C2) du debut du numéro 3, on a

1
(3.5.1) 1x zréda(q)—1 <o TT A+3d avec o= (1+ E) 1+:}’_1>
€ PER(d) P 1-v —=1/2\2
(3.5.2) IG(U, 1)1 2 asz]l;Td IGp(l)I avec Oz = (W)
] -1/2
G'(U,1) Ep(l)_ _aw" v
(3.5.3) Re(G—(U—;‘-l—)—) P peg(d)Re<Gp(l) Gs avec O3 =T log
et avec les notations de 3.2
1G(U,s) | /-2 _ (+v /3?2
(3.5.4) sup ——-———IG(U ol O‘upgd) (1-p~"*) avec Oy oy

THEOREME 2.— I£ ex{ste une constante ce > 0 dépendant de M et ¥ (mais pas de
G,K,h et d) telle que £'on ait

(1)
Ceh 2 :mf(l, T | _1|>log a.
pep(d) '1*P
On déduit de la proposition 1 et des inégalités (3.4.3) et (3.5.1) que 1l'on a
(3.5.5) IJ(U%) | < csosh T (1 + %)

pEP (d)
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avec . N
= Cs h a Ce O
Qs = Q4 +c5 m(llog U,+3) +c5 V-
On déduit de 3.2 et des inégalités (3.5.2), (3.5.3), (3.5.4) que 1l'on a
(3.5.6) 13U 2 leqlas logd [T 1G, (1) |
PEP(d)
= E'(l)) - _ G304 L V2N —2) -1)
Qe = Qg2 (1 + (pEPE(d)Re(Gp(l) as + c2 Teil pG'IPT(IVd) (l-p ) (log 4) .

Campte tenu du fait que le cardinal de P(d) est majoré par la valuation 2-adique
de h , on vérifie aisément que si A € Ry est suffisamment grand (disons 2 Ao )
et si d=2 eAh , les expressions as et ae ci-dessus satisfont

Qs
>0 t - 1+ A
Qe e < c7(A)

ol c7(A) dépendde A, ¥ et M, maispasde G, K, h et d, est effecti-
vement calculable, et tend vers zéro lorsque A tend vers + « . Le théoréme 2 se
déduit de (3.5.5), (3.5.6) et de 1'égalité J(U) = -J(U*¥) (cf. 3.1.4) : il suffit
de prendre c6=sup()»,lg—‘:’l(l+c7()\)) pour un quelconque A = Ao . ;

3.6. Conclusion.— Soit K une famille de corps quadratiques imaginaires et D
1l'ensemble des d tels que -d soit le discriminant d'un corps K € K . Supposons
que 1l'on connaisse un nambre réel M > 0 , une série de Dirichlet ¥ , et pour
chaque corps K € K , une série de Dirichlet GK , vérifiant les conditions (Cl) a
(C4) du début du numéro (relativement au corps K). Comme la constante ce inter-
venant dans le théoréme 2 ne dépend que de M et V¥ et pas de GK,nide K,

le théoréme 2 permet, pour tout h 2 1 , de majorer de facon effective les d € D
tels que h(-d) =h .

4. Construction d'une bonne forme modulaire

4.1. Soit f une newform normalisée de poids 2 et de niveau N (cf. 2.1). Po~
sons M=l et ¥(s) = L(E,S)L(E®A,s) (cf. 2.3). Notons K, 1'ensenble des
corps quadratiques imaginaires dont le discriminant est premier 3 N et dont le
caractére quadratique X associé vérifie x(-N) =1 , ou ce qui revient au méme
X(N) = =1 . Pour un tel corps K , posons G = L(f ® x,s)L(f ® A,s)~" (cf. 2.2).
Pour tout nambre premier p ramifié dans K, on a Gp(l) =1+ ap(f) + p avec
ap(f) €z , Iap(f)l < 2/, d'od IGp(l)I 21+p-[2/].

PROPOSTTION 2.— Les conditions (C1) & (C4) du début du numdro 3 sont satisfaites par
M, ¥,G 444La fonction L(f,s) admet en s =1 un zéro d'ondre = 3 .

Cela se déduit aussitdt des propriétés des formes modulaires rappelées au numé-
ro 2. En particulier le fait que le signe de 1'équation fonctionnelle de
dsY(S)\P(s)GK(s) = A(f,s)A(f @ x,s) soit égal & +1 résulte du fait que X(-N)
est égal a3 1 (cf. 2.2).
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La proposition permet d'appliquer les résultats de 3.6 4 la famille de corps
quadratiques K;] . Dans les minorations des nambres de classes de ces corps ainsi
obtenues, la constante la plus importante est 'g;' et les minorations obtenues
seront d'autant meilleures que cette constante est grande. D'aprés (2.3.3), (2.3.1)
et la définition de ¢y (cf. 3.2) et de cs (cf. 3.4, prop. 1, b)), on a

i=2nTT (5-%)” £(OEM latadrl ,
pIN Do (N)

cs = 1_n2 N3/2 |

4.2. Ies résultats exposés ci-dessus s'&tendent aux corps quadratiques imaginaires
dont le discriminant n'est pas premier & N mais dont le caractére associé X est
tel que e(f®x) =e(f) (notations de 2.2), modulo les modifications mineures
suivantes, nécessaires a la validité des conditions (Cl) & (C4) du numéro 3 : on
prend pour ¥ la série de Dirichlet ayant mémes facteurs eulériens que L(f® ¥x,s)
en les nombres premiers p tels que p2|pgcd(N,d?) et mémes facteurs eulériens
que L(f,s)L(f ® A,s) en les autres nonbres premiers. On pose

G(s) = L(f,s)L(f ®X,s)¥(s)”" et M= 71% , 00 Ny désigne le niveau de £ ® x.
(Lorsque K varie, M décrit un ensemble fini.)

4.3. La fagon dont les travaux de Gross et Zagier permettent de prouver que, pour
certaines newforms f de poids 2, L(f,s) aen s=1 un zéro d'ordre = 3,
a été décrite dans 1'introduction. Pour plus de détails, voir [G,Z]. Nous nous con-
tenterons ici de décrire une telle situation : la courbe elliptique E, d'équation
y2+y=x3+x2 - 23x - 50 est une courbe de Weil, de conducteur 37 , de rang
nul ([M,5-D]) et la forme modulaire f, associée est 1'unique newform de poids

2 et de niveau 37 vérifiant fo(- 3—%?) = =3712f(t) . La courbe E; déduite de
Eo, par "torsion par -139 " est une courbe de Weil, de conducteur 37.1392 , de

rang 3 , et la forme modulaire associée est f1 = fo ® X0 avec ¥o = :ﬁg- .
Gross et Zagier ont prouvé que L(f,,s) aen s=1 un zéro d'ordre 3 . Les
constantes €(fo) et e€(f4) sont respectivement égales 3 1 et & ¥o(-37) = -1 .

Soit X le caractére quadratique associé 3 un corps quadratique imaginaire de dis-
criminant -d . Si ¥(-37) est non nul, on a
e(fq ® x) €(fo @ XoX) = XoX{=37) = -x(-37) . Si ¥x(-37) estnul, on a
e(f1 ® ¥ e(fo ® xoxX) =-1 (cf. 2.1 et 2.2).
Lorsque ¥x(-37) =-1, i.e. Xx(37) =1, on a 109%2 h log 37 d'aprés 1.4,
a). Lorsque ¥x(-37) # -1 , on vient de vérifier que 1l'on a €(f4 ® %) = e(£q) ,

]

de sorte que la théorie exposée en 4.1 ou en 4.2 s'applique. Il convient de pren—
dre pour ¥ la fonction

¥(s) = L(£4,8)L(£4 ® A,s)L1ae(fo ® XoXsS) ,
ol
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® (1£4 13975 + 1397728)™ si 139 |d et (XoX) (139) = %1
L4ag (fo XoX,S) —{ 1 si 139+d )

3791398 1 si 37+4

Inz ~ avec “={1/2 si 3714 °©t

et de prendre pour M le nambre

g {2 si 139+a
“10 si 13914

Ceci démontre le théoré&me 1 dans tous les cas.

5. Quelques compléments

5.1. Dans [M,W], Montgomery et Weinberger montrent que le nambre de classes d'un
corps quadratique imaginaire de discriminant -d est différent de¢ 3 si

907 < d < 1025090 | On peut se demander si les constantes numériques intervenant
dans le théoréme 1 sont suffisamment petites pour montrer que l'on a h(-d) # 3
pour d > 102500 | En utilisant la fome modulaire £, introduite en 4.3, on mon-
tre (cf. [Oe]) que 1'on peut prendre C = 7000 dans le théoréme 1, ce qui est in-
suffisant.

Si par contre on utilisait la fonction L d'une courbe elliptique E de conduc—
teur 5077 trouvée par Brumer et Kramer, le théoréme 1 s'appliquerait avec C=55, &
condition de se restreindre aux discriminants d premiers & 5077 (restriction
sans importance si l'on suppose h(-d) impair) : mais pour pouvoir utiliser cette
fonction L , il faut vérifier que la courbe E est de Weil (ce que Mestre vient
de faire) et que L(E,s) aen s =1 un zéro d'ordre = 3 : les calculs en
cours seront exposés dans [Oe].

5.2. La connaissance de la liste des corps quadratiques imaginaires ayant un nom-
bre de classes égal & 1,2 ou 4 permettrait de déterminer la liste (finie) des
entiers n € N* qui admettent exactement une représentation de la forme
n=x2+y2+22 avec x2y=2z20. Cela se déduit de la fornule de Gauss~-
Hermite donnant le narbre de telles représentations d'un entier n .

5.3. La connaissance de la liste des corps quadratiques imaginaires ayant un nom-
bre de classes <h (h entier donné) permet de déterminer la liste (finie) des
ordres non maximaux de corps quadratiques imaginaires, dont le groupe des classes
de modules inversibles est d'ordre inférieur 3 h (cf. [B,é], pP. 277, ex. 20).

5.4. Le théoréme 3 est trop faible pour permettre de déterminer les discriminants
pour lesquels chaque genre de formes quadratiques (entidres définies positives)

comprend une seule classe et en particulier de déterminer la liste (finie d'aprés
le théoréme de Siegel) des "nambres convenables" d'Euler (cf. Loc. cit., p. 271).
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