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RECONSTRUCTION DES PHASES EN CRISTOLLOGRAPHIE

PAR MAXIMUM D’ENTROPIE

[d’après G. Bricogne]

par Didier DACUNHA-CASTELLE

Séminaire BOURBAKI

36e année, 1983-84, n° 628 Juin 1984

I. INTRODUCTION

Le problème de la reconstruction des phases en analyse par rayons X d’un cris-

tal de grosses molécules d’origine biologique, à géométrie compliquée, est un pro-
blème dont la maturation a été lente, en particulier par non-utilisation des con-

cepts probabilistes et statistiques adéquats. Si le modèle probabiliste a été in-

troduit vers 1955 ([1-lL [I-2]), son exploitation est restée naïve du point de
vue mathématique. Nous allons présenter (mathématiquement) certaines idées, notam-

ment de G. Bricogne, indiquant le cheminement de l’outil sans doute transformable

en bulldozer par des raffinements mathématiques encore à venir et par l’usage de

gros myens de calculs.

[La bibliographie est donnée par thèmes, relevant de chaque paragraphe.] ]
Cet exposé porte sur l’application d’idées (aussi fondamentales qu’ élénentaires )

de la statistique à la résolution d’un problème essentiel de la cristallographie
X . La méthode du maximum d’entropie n’a évide~m~ent que des fondements physiques.
Ici, ils consistent à traiter le problème cristallographique came un problème de

mécanique statistique. On doit donc considérer que l’on traite mathématiquement
une heuristique physique.

T. MODÈLE SIMPLIFIÉ ET PROBLÉMATIQUE

La protéine oonsiste en une répétition périodique d’un motif à identifier, com-

pliqué, hautement "asymétrique", constitué de Na atomes d’éléments différents.

On trouvera en appendice des éléments mathématiques sur la cristallographie et les

groupes finis associés. L’exposé serait de manière non essentielle compliqué par
l’introduction de la notation algébrique convenable. Notons cependant que le tra-

vail numérique actuel comme le travail mathématique peuvent intégrer cet aspect.
Par diffraction rayons X , on mesure les modutu des coefficients de Fourier de



de Fourier de la densité électronique du motif, appelé molécule. On peut penser
cette densité comme définissant la position des atomes dans une naille élémentaire,

notée V donc comme une approximation d’une mesure décrivant la position des ato-

mes X,...X~ , soit1 LB)~

(le problème théorique qui vise à reconstruire P~ par la connaissance exacte des

modules est classique). ,

En fait les mesures sont bruitées et donc les modules des coefficients sont con-

nus avec une incertitude et de plus, sont en nombre limité, ce nombre est quantifié

par le degré de résolution (mesuré en A) de l’expérience.
On cherche donc une densité électronique q~ approchant P~ par des estimations

donnant des cartes de niveau de probabilité sur la position des atomes du type

avec des motifs caractéristiques, ces cartes étant dessinées à différents niveaux

de résolution. Dans la suite, P,Q seront des probabilités sur le tore = V.

Le modèle simplifié peut paraître stupéfiant : on suppose d’abord les 

distribués au hasard suivant la loi q~ dans le volume indépendamment les uns des

autres, c’est-à-dire que l’on néglige au départ tout ce que l’on sait des contrain-

tes de la stéréochimie, en particulier les contraintes topologiques.

Il semble d’ailleurs que Na ne doit pas être interprété strictement comme le

nombre d’atomes, qu’il s’agit plutôt d’un paramètre mathématique lié au nombre

d’atomes, de façon peu précise au départ, nous le noterons N .

m. PRELIMINAIRE : L’ INFORMATION DE KULLBACK ET SA 

Soient P et Q deux probabilités, D une mesure dominante quelconque

dP = pdv , dQ = qdv . . L’information de Kullback de Q par rapport à P est

On a 0 ~ K ~ co , P = Q . Si dQ = qd~ , ~ loi uniforne sur V,

alors K(Q,À,J = -H(Q) , H entropie de Q . Nous ne parlerons pas en général

seulement Soit P une probabilité, résumant un modèle

mathématique avant de faire une expérience. L’expérience impose une contrainte :

rechercher Q dans un ensemble ~ de probabilités. L’information apportée par

l’expérience est



Remarque.- K est une (la seule) infonnation parce qu’elle a les propriétés sui-
vantes : K > 0 , K diminue par image, K est additive

P2 , Qz) = Q1) + Q2) , propriétés naïvement indispensables
à toute infornation.

Dorénavant nous ne travaillons qu’avec des probabilités sur 1~ telles que

~(t) = j~ et.x pour tout t On supposera P ~ à de sorte que

log 03A6 est strictement convexe et l’on pose pour tout a

(voir [m-1], [m-2], [m-3]). h est la transformée de Cramer de P (et carac-
térise P ). On pose

et on note G = et G° II intérieur de G. Pour a E G° , on définit t

par ltJ(ta) = a , alors

Soit P tel que. xdP(x) = O , et a E G° , À£ exlôte un poÀnt unique
P~ te£ que = inf K(Q,P) , Ù = (Q , xdo(x) =a) , et £’on aQEùa . ~ 

Changement de probabilité sous contrainte

Soit P la probabilité avant l’expérience, le résultat de l’expérience impose
une contrainte du type ùo : = Co où C : IRk ~ IRp .
Nous appellerons C-arc exponentiel issu de P la famille de probabilité

~~ ~~ ~~ 
Supposons (pour simplifier), 1 0~. défini sur 1~ , et 

’

E E grad log ~ et soit to tel que = Co .

COROLEAIRE.- La probabilité Pto,C est la seule probabilité de la classe o
que

où CP e~~ .~’.i.ma.ge de P pan C,et (grad log0)(to) = C o .
Le problème de changement de probabilité après expérience est alors dit bien

la nouvelle probabilité est . Elle est donc obtenue (par minimax)
comme la probabilité respectant la contrainte expérimentale et apportant le moins



d’information par rapport à P .

Remarque.- L’idée de changement de probabilité est une clé essentielle des mathé-

matiques expérimentales modernes. Si par ex~emple, on veut décrire une dynamique de

très faible probabilité comme un changement de phase dans un modèle mathématique
de la mécanique statistique, on sera amené à accélérer la simulation en changeant
la probabilité de manière à amener une forte probabilité à la situation que l’on

veut observer [IE-4].

Comme nous l’avons vu, les contraintes sont en général plus floues que celles

indiquées.
Nous appelons contraintes en tâches co,03C32 des contraintes du type

et contraintes type X2 des contraintes non sphériques du type

où ~ o sont données, o > 0 ; enfin on peut définir un modèle de con-
trainte statistique 

.

où e est une loi gaussienne centrée, de oovariance E donnée (nous

n’utiliserons pas cette contrainte par souci de simplicité).

Remarquons par exemple pour la contrainte en tâche que le résultat précédent

s’étend. Supposons B(co,a2) alors

La fonction atteint son minimum sur la boule en un point co,a et on a

encore une solution

On indiquera en appendice les difficultés mathématiques dans le cas où

~ n’est pas tout l’espace, (c’est la fermeture de l’enveloppe convexe du

support de ~) et les propriétés de semi-continuité de K.

IV. LE PRINCIPE D’ENTROPIE MAXIMUM ET SON UTILISATION EN CRISTALLOGRAPHIE

Ce principe a une double origine : en théorie de l’information et en statistique

(où il est plus utilisé sous des variantes comme le maximum de vraisemblance) et

en physique (Jaynes).
En mécanique statistique, on peut décrire un "mod~e de fabrication" des lois fon-

damentales de la manière suivante (voir [IV-1] pour des détails) : soit P la

probabilité uniforme sur l’ensemble fini des niveaux e d’énergie possibles des



différentes configurations d’un système régi par une contrainte d’énergie moyenne

du type E = c . Alors la distribution donnant la loi des états sous cette

contrainte est celle qui minimise K(Q,P) sous contrainte, elle est donc de den-

sité exponentielle par rapport à P ocmne nous l’avons vu.

Un principe de la physique pourrait être le suivant. Soit un phénomène décrit

par une loi de probabilité P inconnue. La théorie (ou l’expérience) permettent
de connaître une caractéristique C de P . Alors le principe de maximum d’entro-

pie définira P de sorte que l’entropie de P soit maximum parmi les lois véri-

fiant C . Remarquons que cela nécessite le choix d’une mesure de référence dont

le choix peut être soit une mesure uniforme considérée comme décrivant une "igno-
rance absolue", soit une mesure invariante pour un certain groupe lié au problène

physique. La théorie des gaz parfaits est l’exemple classique.
Un exemple, qui est probablenent l’utilisation première du principe, est celui

du modèle de Gibbs-Ising sur ~2 . Soit V c ~2 , x la oonfiguration de V

( x E {-1,1} V dans le cas du magnétisme) , y celle de Z2 - V , IV (x 1 y) le ha-

miltonien donnant la distribution d’énergie de x lorsque y est fixée. Cher-

chons la densité p de probabilité sous la contrainte d’énergie moyenne fi-

xée, soit j = C . Par maximum d’entropie, on obtient

p(x) = -- exp - où Z est la fonction de partition nonnalisante et a
lié à C. Des utilisations [IV-lJ ] du principe aux phénomènes irréversibles sont

importantes.
En cristallographie, l’argument de base est que dans un virus de 104 à 106 ato-

mes, du point de vue de la diffraction X , les atomes H ne tant pas, les

atomes C , N , 0 ont à peu près le même poids atomique. Le modèle des cristal-

lographes qui traite ces atomes comme des variables aléatoires indépendantes et

équidistribuées à la manière de la mécanique statistique part de cette constata-

tion. L’inpasse est donc faite sur la dépendance due aux contraintes de la chimie.

La méthode d’entropie a deux autres avantages : elle s’adapte très bien aux néces-
sités de rechercher des mesures invariantes pour certains groupes, et de plus, en

cristallographie, des oonnaissances de phases à 30° près sont significatives. En

premier certaines phases sont des signes, ensuite on connaît des "motifs" des car-
tes électroniques et leur ombre est relativement limité. Une image floue permet
quand-même de classer le motif. La mise en oeuvre de la méthode d’entropie sera
essentiellement de réaliser le découpage du mégaproblème en microproblème.

Dans le problème cristallographique nous utiliserons ce principe de deux manières
différentes que nous allons décrire.

Soit M = 1,...K une famille croissante de parties finies de 713 avec

Card AM = M, N = AMB AM-1 . On désigne par M la famille de probabilités sur
V c]R3 , r



On se donne Qo et l’on définit par récurrence ~ par

Nous verrons plus loin que la oontrainte ~M est bien réalisable au sens du pa-

ragraphe n. Il résulte alors de la première partie que :

OU t ~ R2M, CM(x) = {cos 03B1x, sin 03B1x, -M (t) = e. (x) avec

Donc la connaissance de nouveaux coefficients de Fourier amènera à changer QM-l
en QM suivant la voie indiquée. Indiquons que suivant la remarque déjà faite,

il est possible de bruiter les mesures sans changer la méthode, ce qui donne une

grande souplesse.

Il reste à décrire le principe de reconstruction des phases. A l’étape M - 1 on

suppose disposer d’une probabilité Q ~1 . . Mais ici on ne mesure pas de nouveaux
coefficients de Fourier, seulement leur module. On a donc pour passer de Q.. à

d. à choisir l argument de 
,. -

connaissant le module

Soit alors DM l’ensemble des lois de probabilités Q telles que

Il y a plusieurs points de vue pour faire la reconstruction qu’il est bon de cla-

rifier :

1) La méthode strictement analytique. On choisit les E X~ telles que

2) Le modèle probabiliste des cristallographes. Il oonsidère en fait que les c~
sont de la manière suivante. Soit les positions de N atomes

identiques, positions tirées au sort suivant la loi ~~1 . Soit C la fonction

V -~ définie par x -~ (sin ox , cos ax , a E Rj et soit

La loi de ÉF est notée CNQ si X a la loi Q . Un point de vue intéressant est

de chercher Q minimisant sous la contrainte donnée par

a E N , et É donnée Par a E 1+1 .



Si l’on interprète cette méthode, elle consiste en fait à minimiser sur les pha-
ses la distance d’information des lois oonditionnelles de C’Q et lorsque

ICâI est donnée.

Le modèle est physiquement raisonnable. N est considéré comme le nombre de de-

grés de liberté du système et sera finalement estimé (ce n’est pas nécessairement

le nombre d’atomes). En pratique la précision sur |N03B1| dépend de N .

La transformation de Fourier calculée sur des éléments de ~3 fait perdre de

l’information par image. La oonvolution renormée en regagne par addition de v.a.

indépendantes. Nous verrons dans le dernier paragraphe en quoi, pour le problème
de recherche de maxima la méthode analytique est l’asymptotique pour du

modèle probabiliste, absolument indispensable à traiter, pour justifier l’asympto-

tique et aussi pour suivre le traitement numérique. Il y a de gros obstacles à la

mise en pratique :
a) Analytique d’abord car il n’y a pas nécessairement unicité de 0r.1, le pro-

blème n’étant pas convexe. Rien n’indique que lorsque, faisant du de

on travaille de manière séquentielle en ajoutant les contrain-
tes de un choix de minimum sur B.. ait vraiment de bennes propriétés globa-
les pour l’algorithme entier (i.e. lorsque M varie) ;

b) les problèmes sont de toute manière de telle taille que des approximations
seront indispensables.
Le reste de l’expose sera donc consacré à la description de l’algorithme et

aux fondements des approximations faites. Ceci nous permettra d’éclaircir plusieurs

points. Les approximations quadratiques des deux méthodes amènent au même problème
d’optimisation qui est un problème de maximum de vraisemblance sur des lois gaus-
siennes. Les approximations non quadratiques sont utiles : les méthodes ne sont

pas équivalentes et des problèmes nouveaux se posent.

V. APPROXIMATIONS NÉCESSAIRES A LA MISE EN OEUVRE

Nous aurons besoin de trois types d’approximations :

a) L’approximation de -~-8 , pour N grand où dA est la mesure de Lebesgue
sur ~t~ . . Le nombre d’atomes joue dcnc le rôle de coefficient de l’asymptotique
du modèle probabiliste.

b) L’approximation de K(Q,Q) lorsque Q est paramétrée sous la forme

avec q~ = q(0,...,0) , ’ ~L~M) Petit donne l’ asynptotique. °

c) Pour M grand, soit la matrice de Toeplitz de Q = qdÀ ,



avec Card AM corme infiniment grand.

Nous aurons besoin d’approximations du type Szegô du genre

est une fonction analytique, les approximations ayant lieu en norme nuclé-

aire par exemple.

V.1. Le développement d’Edgeworth indirect. Le cadre du cas direct est le suivant:

Soient U1...UN , U N v.a. indépendantes de même loi, de densité f

telle (t) = E etU existe pour t Comnençons par le cas k = 1 . Soient

K~ les cumulants de f , qui sont les coefficients du développement en série en-

tière de Dans le cas gaussien Kl = 0, l > 2 , K1 est la moyenne,

K2 la variance. On pose

On note gn la densité de Sn et Hx les polynômes d’Hermite. Un argument sim-

ple d’inversion de transformée de Laplace donne

développement que l’en peut poursuivre à un ordre quelconque.

Ce développement a plusieurs graves défauts. Sa bonne qualité en 0 se perd ra-

pidement quand x croît, le terme en 1/n est prépondérant, et l’échelle cris-

tallographique pourra exiger de travailler avec des x de l’ordre de n où

l’approximation gaussienne classique n’a plus de sens.

On passe alors au développement d’Edgeworth indirect obtenu à partir du change-

ment de probabilité déjà introduit.

et soit gn,t(x) la densité de Sn = 
U1 + 

... pour U de densité Sous
n,t n ~n

Sn est centrée en x , on peut lui appliquer la formule précédente, calcu-

lée pour x = 0 , d’où 
_ ._ .. _ v v

développement à l’ordre n pour x fixé, mais qui vaut pour x de l’ordre de ~S .

On a à travailler sur le cas multidimensionnel où les approximations sont du même



type [V-l]. Nous ne détaillerons pas l’utilisation critiquable faite par les cris-

tallographes des approximations gaussiennes, mais indiquons un point essentiel :

la nature mené des contraintes imposées dans le problème de reoonstruction des

phases par minimwn d’entropie implique de chercher des approximations type

Edgeworth. Si p et q sont deux densités, le problème peut être éclairé par
une analyse fine de la différence

entre l’information et ses approximations pour des lois gaussienoes.

V. 2 . Développement de l’ infonnation &#x26; Kullback

Soit urw famille de probabilités dP03B8 = p03B8d  , indexées par O E lÙ , telles qtw
l’application ° ~ Àa = fli soit définie presque partout pour U>W version COn-

venable de p03B8 et p03B8o p03B8o E L2 (p03B8o) . On çelle alors information de Fisher I (OE)

matrice

On a, sous de faibles conditions de régularité [IV-3]

I(0o) définit la métrique locale d’information que nous utiliserons plus loin.

V.3. L’homomorphisme asymptotique de Toeplitz

Un énoncé faible mais pratique est le suivant [V-3] :

Soit A l’algèbre des fonctions dont les coefficients de Fourier satis-

font

Sur les natrioes (n,n) soit b la nonne b(A) = Soit T l’opéra-
teur de Toeplitz 

~

Alors pour E A ,

On en déduit aisément des approximations pour



VI. INVARIANTS ASSOCIES AU GROUPE SPATIAL CRISTALLOGRAPHIQUE

Nous ne détaillerons pas cette partie (bien mathématisée ! ) .
Un point important est le suivant : dans la oonstruction par maximum d’entropie

de la densité électronique à partir de la loi uniforme comme loi a priori, on ob-

tient des relations algébriques sur les coefficients de Fourier, résultant des

propriétés d’invariance de la densité électronique pour le groupe spatial. Le for-

malisme adéquat est d’utiliser l’expression de la fonction de partition à l’aide
de multiplicateurs de Lagrange (formalisme qui occulte en partie le problème comme

nous l’avons présenté). La fonction de partition ~ est donc exprimée à l’aide des

multiplicateurs On a 
"

Soit maintenant h = 03B1 = 1,...M} un ensemble f ixé de ZZ3 . Soit u un élé-

ment du groupe cristallographique (spatial) G ’ ua = â) où R est une

transformation unitaire et â une translation.

On oonsidère les éléments de ZIG notés m(g).g. On pose

éléI0153nt de a = 

__

Soient J03B1 les fonctions de Bessel, exp z cos t = I03B1(z)exp i03B1t,

formule contenant les propriétés d’invariance par G de q et de ses coefficients

de Fourier. Ces formules seront plus utiles pour de la qualité des solutions

du problème de phases que pour la recherche elle-même, et aussi pour interpréter
les méthodes utilisées jusqu’à ce jour, comme des approximations.



VU. L’ÉTAT ACTUEL DES ALGORITHMES

On est loin d’être capable d’exploiter numériquement l’approche précédente dans

tout ce qu’elle doit apporter, et il reste beaucoup à faire. Le principal problème
est de chercher, à chaque pas, dans des espaces de taille raisonnable et de oon-

trôler la croissance de la taille de l’arbre des solutions possibles, croissance

due à la non-convexité.

Dans l’état actuel des choses, la solution utilisée est un algorithme quadrati-

que utile en restauration d’image et modifié pour faire face à la non-convexité

peu traitée semble-t-il, dans ce type de situation par les professionnels de l’op-
timisation.

Le travail se fait pour sortir du quadratique en utilisant des apports plus
fins de géométrie différentielle.

va.1. L’ algorithme de minimum d’information en restauration d’image

On mesure l’intensité (de gris) d’une image en ses divers points notés i (par
exemple un carré 26 x 26 ) .

Un modèle élémentaire~ intéressant en restauration est

où f est la vraie densité, k un filtre numérique d’étalement (donné par le pro-
cédé d’imagerie employé) et e un bruit blanc par exemple gaussien, de variance

f en i (o. pouvant croître avec fi ).
Partant d’une distribution gaussienne de moyenne oonstante, on va chercher par

minimum de distance d’information (minimum de "dissemblance") la moyenne f d’une

distribution inconnue.

Soit A la valeur choisie pour la distribution uniforme. On supposera E fi = A
("oonservation de l’énergie") et il faut ajouter une contrainte (de type statisti-

que) pour ne pas chercher f "trop loin" de l’observation d .

Si N est le nombre de points de l’image et x2(N) la distribution du X2 à

N degrés de liberté, X95 le quantile à 95% de ce X2 , la proximité est assurée

par la contrainte d’ obs ervation

On peut, et c’est un problème intéressant, utiliser d’autres distances associées
à la distribution des résidus ei sous l’hypothèse que (*) est vérifié.

L’algorithme d’image consiste donc à minimiser la dissemblance entre

la gaussienne de moyenne uniforme A et celle de moyenne f * g , ce qui revient
à minimiser la forme quadratique



En fait le problème majeur est de limiter l’espace de recherche de f. En effet,
le problème étant convexe, il n’y a aucune difficulté majeure à appliquer la mé-

thode des multiplicateurs de Lagrange agrémentée de la méthode du gradient.
Le choix technique est différent de celui du problème de l’espace de recherche

cristallographique.

Remarquons qu’en général la solution est unique et astreinte au bord des con-

traintes.

VE.2. L’algorithme précédent modifié en cristallographie

Soit QM à une étape I~i donnée la probabilité a priori. ~r~(P) sera une appro-

ximation de avec les notations du chapitre n. Soit â , a E A..
les coefficients de Fourier sur lesquels on a une information sur d = 1 ci, , et
pour lesquels on recherche la phase , 

= 

~ 

A partir de l’algorithme précédent, on globalise la contrainte en prenant

où d (obs) est le module observé.

Contre précédemment la recherche de P minimisant YM(P) sous la contrainte ci-

dessus, se fera par des méthodes de gradient (améliorées), à condition de limiter

l’espace dans lequel on cherche P . L’algorithme le plus simple consiste à para-

métriser le problène à Card AM dimensions, en cherchant simplement

on cherche a tel que soit minimal.

Pour calculer une approximation de où a toujours pour

densité , on peut utiliser l’approximation d’Edgeworth des densités

de et en ne retenant que le terme gaussien. Ce calcul amène sim-

plement à la minimisation de l’approximation au 2e ordre de K(P,~) soit

qui vaut 2 03B8I (0)03B8 + (03B82) , où est la matrice d’ information de Fisher du

problème paramétrisé

Ici ~ ~~~ ~M~I~É~ où ~M est la un calcul 

que. Sous cette approximation on remarque que la quantité à recherche n’est autre

que le maximum de vraisemblance Ô du mdèle Po à calcUler sous la contrainte

non convexe



Ces estimations font douter de l’utilité du modèle probabiliste un peu sophisti-

qué introduit par les cristallographes et le signification de N. En fait, le pro-

cessus d’optimisation se fait donc sur le modèle macroscopique obtenu par passage
à la limite (pour N = oo) . Ce passage à la limite est justifié par le résultat

(déjà esquissé) suivant, soit Q la probabilité initiale Q + ô la probabilité per-

turbée de façon à réajuster les modules de certains coefficients, à étant petite en

nonne L , alors si P est la loi de Y1+...+Yn n lorsque P est la loi de

X., Y. = a E A} on peut montrer à partir des approximations indiquées que

la perturbation ô étant centrée on a, lorsque le nombre de coefficients de

Fourier perturbés permet d’appliquer convenablement l’homomorphisme asymptotique
de Toeplitz, QoN) = + o ~ + o ~ ~ ~ ~ ~ 2 - r

où G~, G sont les lois normales limites. On sait que si la perturbation est fi-

nie, la (Q) est la matrice d’information de Fisher et la (Q) = T~ ( f) où A est

le nombre de coefficients de Fourier perturbés. De plus on peut borner en fonction

de N, M l’erreur faite.

L’application {X --~ eiax, amené, notamment quand A est petit, du

fait que les a sont des éléments de S , une perte d’information par manque de
"bijectivité" dans l’image. Asymptotiquement pour N et M grads l’information

perdue est évidemment très petite, et contrôlable. Ceci explique donc que le pro-
cessus d’optimisation puisse être mené sans tenir compte du nombre d’atomes N.

Par contre, la situation devient plus caplexe lorsque l’on voudra sortir du

quadratique. Le facteur N intervient devant les vraisemblances des différentes

solutions qui vont intervenir dans le problème de reconstruction de phases, ensem-

ble dû à la non-convexité des contraintes.

En effet dans la procédure séquentielle, à chaque étape il faudra prendre en

compte les minima locaux. Pour cela, on fLec.a1e à chaque étape QM+-l sur la loi

uniforme, on obtient pour chaque minimum de une loi de

~ a E sous ou plus exactement une approximation.

On obtient donc la loi conjointe du module et de la phase et finalement la loi

marginale du module. Le de la procédure se fait en calculant la vraisem-

blance au point observé du module, ce niveau de vraisemblance dépend de N, il

servira de test pour supprimer des branches de l’arbre des solutions éventuelles .
N est donc essentiellement estimé à cette étape par maximum de vraisemblance.

Le passage au non linéaire est difficile. La contrainte est pour chaque coeffi-

cient de Fourier du type "quartique en cul de bouteille", la contrainte globale
pourrait être traitée par déployement des singularités, l’approximation quadratique
globale étant probablement insuffisante. L’approximation gaussienne est également
insuffisante vu l’ordre de grandeur des observations. Le développement Edgeworth
sous la forme utilisant la transformée de Cramer permet d’analyser précisément



des développements d’ information à l’ordre 3 par rapport à la norme de la pertur-
bation.

Branchement et non convexité des contraintes (résumé)

La contrainte n’étant pas convexe, il est nécessaire de tenir compte à chaque

étape de la procédure séquentielle de tous les minima locaux. On développe donc un

arbre dont les noeuds à la hauteur M sont des minima locaux. La taille de l’ar-

bre doit être contrôlée. On utilise pour ce faire

1) l’arrêt lorsque le gain d’information est inférieur à un seuil donné ;

2) le test sur les relations algébriques ;

3) des oonsidérations externes au problème (utilisant par exemple des informa-

tions stéréo-chimiques) impossibles à introduire dans l’état actuel des choses

dans le modèle d’optimisation.

CONCLUSION

Les idées statistiques nécessitent encore des années de travail technique pour

être toutes utilisables. Il faudrait introduire dès à présent dans le processus,

notamment au niveau branchement, des idées topologiques qui rendraient impossibles

certaines solutions, incompatibles avec la stéréo-chimie, et aideraient à la lec-

ture des cartes. D’autres problèmes mathématiques importants se posent dans le do-

maine esquissé ici.
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