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Séminaire BOURBAKI
36e année, 1983/84, n° 627 Juin 1984

SUPPRESSION DES SINGULARITES DE CODIMENSION
PLUS GRANDE QUE 1 DANS LES 'FAMILLES DE FONCTIONS
DIFFERENTIABLES REELLES

[ d'apres Kiyoshi Igusa ]

par Jean CERF

Introduction.

L'étude des groupes d'homotopie des groupes de difféomorphismes des variétés
compactes conduit aussitdt a introduire, pour toute variété M (compacte, Cm) le
groupe C(M) des "concordances" ou "pseudo-isotopies" de M . C'est par définition
le sous-groupe de Diff (M x [0,1]) formé des difféomorphismes laissant fixes
Mx {0} et d3Mx [0,1]. Des relations entre ni(C(M)) et la K-théorie algébrique
sont connues ou conjecturées (cf. par exemple 1'exposé de Loday [8]). Mais la
méthode dite "fonctionnelle" , introduite dans [2] pour montrer que C(M) est
connexe lorsque M est simplement connexe et de dimension assez grande, et par
laquelle Hatcher et Wagoner, Volodine et Igusa (rétérences dans [8]) ont réussi a
calculer le m, et le L& de C(M) en termes de K-groupes, semblait, dans le cas
des groupes d'homotopie supérieurs, devoir se heurter & d'inextricables difficultés
liées aux singularités de grande codimension. C'est cet obstacle que K. Igusa a
surmonté dans [5] .

La méthode fonctionnelle est fondée sur deux remarques. La premiere, c'est
que C(M) a le type d'homotopie de 1'espace €(M) des fonctions Mx (0,1] »+ [0,1] qui

(1) coinhcident sur le bord avec la 2e projection ;

(2) n'ont aucune singularité.

La seconde remarque est que 1'espace (M) défini par la seule condition (1)
est contractile.

Donc, pour tout i : wi(C) o ni(e) = "14-1(3'&) .

La preuve de 7,(C(M)) = 0 (pour 1r1(M) =1 et dimM=5) consiste par exemple
a montrer que tout lacet relatif (ft) de & mod € peut &tre poussé dans € (avec
extrémités fixes) ; en d'autres termes : on peut supprimer par une suite de déforma-
tions toutes les singularités des f, .

t
K. Igusa démontre dans [5] le résultat suivant :

S.M.F.

Astérisque 121-122(1985)
247



J. CERF

THEOREME. Soit M une variété compacte. Soit ®(M) 1'espace des fonctions
Mx [0,1] » [0,1] vérifiant la condition (1) ci-dessus et

(2') f n'a pas de singularité de codimension =2 . [En d'autres termes, les

singularités de f sont soit de codimension zéro, i.e. du type de Morse, soit de codi-
mension un , i.e. du type naissance-mort | .

Alors, 1'application naturelle :

m 0, e0) -+ 7 (e ()

est surjective dés que k= dimM+ 1.

11 résulte de ce théoreéme que tout élément de nk_1(C (M)) peut &tre représenté
par une famille 3 k parametres de fonctions réelles n'ayant pas de singularité de
codimension =2 . Igusa a commencé a développer les conséquences de ce fait dans [6].

La méthode utilisée par Igusa dans [5] est la suivante. Il généralise un peu
le probléme en considérant une variété compacte N de dimension (m+1) , sur laquel-
le il définit les espaces & et ¥ analogues a ceux définis ci-dessus (mais pas
1'espace &, qui serait vide sauf dans le cas particulier on N =Mx[0,1]). Parla
méthode de la chirurgie sur les strates de Thom-Boardman, il démontre le résultat
suivant (voir au §4 1'énoncé précis du théoréme principal) : pour k< m+1,
1'obstruction a pousser dans ¥ un générateur de wk(3 ,H#) se trouve dans le m
relatif des espaces de sections des espaces de jets correspondant respectivement a
F et ¥ . Il est facile ensuite de vérifier la nullité de cette obstruction dans le cas
particulier ou N =Mx[0,1] .

Au §1, on rappelle la définition et les principales propriétés de la stratification

de Thom-Boardman des espaces de jets (dans le cas des fonctions numériques réelles).

Au §2, on donne deux lemmes de déformation sur lesquels est fondée la méthode
de chirurgie sur les strates de Thom-Boardman .

Au §3, on montre comment supprimer par chirurgie une sphere de singularités
ayant toutes le m&me germe : c'est une version de la "hole punching construction"
d'Igusa.

Enfin, au §4 on donne une esquisse de la démonstration du théoréme principal,
et on aéduit de ce théoreme le corollaire relatif aux pseudo-isotopies.

§1. La stratification de Thom-Boardman (cas des fonctions numériques réelles).

Dans [11], Thom stratifie le lieu singulier d'une application différentiable

"géndérique" f: V + W d'une variété dans une autre. Il définit d'abord El(f) comme
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(627) SUPPRESSION DES SINGULARITES

1'ensemble des points de V ol le corang de f est i . Pour un ouvert dense de
1'espace des applications de V dans w, Z (f) est une sous-variété de V . On peut
alors définir T ’J(t) en ne considérant que les restrictionsde £ a = Yf) ; ce sera
une sous-variété pour un ouvert dense de fonctions contenu dans le précédent, et ainsi
de suite. L'idée qu'il existe une stratification au niveau des espaces de jets telle que
Di(t) , Ei’j(f), etc, en soient 1'image réciproque pour f "générique" est explicite
dans le cours de Thom a Bonn rédigé par H. Levine [7] . La définition générale des
sous-espaces Stk ges espaces de jets, la démonstration du fait que ce sont
des sous-variétés et le calcul de leur codimension sont dus & Boardman [1] . On va
suivre la présentation de Mather [9] dont le point de vue s'inspire en partie de celui
de Morin dans sa thése. On se place dans le cas réel qui est celui qu'on utilisera
dans les paragraphes suivants.
On rappelle que 1'espace des k-jets Jk(n) (k=1,2,...,%) estpar définition

le quotient de 1'espace des germes d'applications c®: (R",0)+ (R,0) par l'idéal des

germes (k+1)-plats. Soit Al ~R[[x X 1] 1'algebre des séries formelles an
variables sur R . J™(n) s 1dent1f1e a l'1deal max1mal m de A et J \n\ a
m /‘Ihk+1 . On note m la proJectlon de J7(n) sur J (n) et ’Ifk ¢ (pour ¢ =k) la

projection de .J (n) sur J (n)

Les dérivations de AL sont les applications linéaires D : An - An qui sont

de la forme : 3
(usyeooou €A) .
1 n 1 n n

Soit 3 un idéal de An , S unentier > 0 . On appelle extension jacobienne

d'ordre s de J et on note As:'J 1'idéal J + U'S , ol ’J'S est 1'idéal engendré par
tous les déterminants ID1 fJ ll 1, s ou les Di sont des dérivations de An et les
vees

j=1,..,s
fJ. des éléments de 4 .

Soit ¥ un idéal de A supposé propre (i.e. ¥U# An) . On appelle rang de
Y la dimension de (Z+ W )/ I'(2 ; en d'autres termes, c'est la dimension du sous-
espace vectoriel de (]R )* engendre par les parties lindaires d'un systéme (quelconque)
de générateurs de ¥ .

On constate aussitét que si ¥ est de rang r , seules sont propres les exten-
sions jacobiennes AS(5 ) tellesque s>r.

L'opérateur 6§ . Soit ¥ un idéal propre de A, . Par définition :

6d =4 .Y

7, avec r=rang ¥ .

D'apreés la remarque qui précéde, §4 est encore un idéal propre ; on note
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J. CERF

5(6%) =6%Y, etc, et J =8%.

On appelle symbole de Boardman de J et on note I(J) la suite infinie non
croissante d'entiers (i1 yeeasliye..) OU 2

iy = n-rang &7 (1= j<w)

1l est clair que I(8J) estle "shift" (12,...,ij_1,...) de I1(%) .

Considérons maintenant J (idéal propre de A ) comme idéal de J°°(n) .
Le symbole du saturé de J pour la projection L ( n) -+ J ( n) s'obtient en rempla-

cant ik+1’ik+2’ ... par zéro.

Soit J' un idéal de Jk(n) 5 le symbole de Boardman de J' est par définition
celui de n;15' (ou de tout idéal ¥ de J * (0 tel que 9 =/J') tronqué au-dela de i, ;
c'est donc une suite (non croissante) 11 seeeady o Si U" est un idéal de gt (n) (e=k)
tel que nk’ea" =, alors I(J') est aussi L(I") tronqué au-dela de i -

Autre maniére (équivalente) de définir le symbole d'un idéal ¥ de Jk(n,) 1 on
constate que pour tout idéal & de J°°(n) , saturé pour LI 57 est saturé pour
M1 ? et on pose :

s - g s(nk_15') .

k-1
La suite ', &§¥', ... s'arréte a sK-Ta ; le symbole est la suite i,,...,i, ,
ol ij = n - rang § T , 1<js<k.

Symbole d'un jet. Strates de Thom-Boardman dans Jk(n) et dans Jm(n) .

Soit z €J (n) ; le symbole de Boardman de z est par définition celui de
1'idéal J(z) de J (n) engendré par z ; c'est une suite non cmlssante de k entiers.
Inversement, pour toute telle suite I = (11, . ,1k) la strate E de J ( ) est par
définition 1'ensemble des z dont le symbole est I . Ainsi J (n) est réunion disjointe

des EI . Si z e..lk(n) est non singulier, ona: i, =i,=...=i =n-1. Ce cas
est sans intérét ; on suppose désormais z singulier ; dans ce cas, i 1= n . Inver-
sement, pour tout suite I non croissante d'entiers = O telle que i 150 Z est

non vide, comme le montre 1'exemple :

2 2 3 3 k k
XS+ oo XD +X oo+ X Lt X oo +X L
1 n-i, = “n-i 2+1 n-iz n-i, 4 +1 n-i,
Exercice. tx?i.,,txze 0 ; * fi...txrzl_1+x € 1r-~;10
2, .2 3. ¢2,1,0 ., .2 2 ¢ 52,151
X7 +Xx 1x2+x2€}3 ; x1+x1x26 . )

Soit =l une strate de Jk(n) et soit ¢ >k ; alors, n;:a(EI) est réunion de

1
toutes les strates EI telles que I soit le tronqué de I' ; il y a une seule telle
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(627) SUPPRESSION DES SINGULARITES

l - s . .
strate et par conséquent EI = "k1e(21) si et seulement si i = 0 . Dans ce dernier
’

cas, on dit que EI est une strate complete.

Un jet singulier z € J%(n) est dit de Thom-Boardman si son symbole n'a qu'un

nombre fini de termes # 0 . L'ensemble de ces jets est la réunion des images récipro-

ques des strates complétes des .Jk(n) , k fini=2 . Soit b une telle strate (i.e.

1= (11, .. .,ik) , n-i1 = ik =0), on note ﬂ;’(EI) = EL . 1l est clair que
L -Eh®- ... . sii_ #0, onditque k estle degré de la strate I,

Quelques propriétés de la stratification de Thom-Boardman.

1) Soit k fini= 2 ; I ,I' désignent des suites de Boardman de longueur k ,
et > 1'ordre lexicographique sur 1'ensemble de ces suites :

!
a) U EI est fermé dans Jk(n) ;
I'>1

]
b) =1 est fermé dans 1'ouvert Jk(n) - I'U ! ;
>1

-«

c) ‘.,I est une sous-variété lisse (et sans bord) de Jk(n) .

Les points a) et b) sont immédiats mais trés importants : ils permettent dans la
suite de supprimer des singularités par récurrence sur l'ordre lexicographique décrois-
sant de leurs symboles, et ceci en dépit du fait que la stratification de Thom-Boardman
ne satisfait pas 4 1'axiome de dimension. (Un exemple dii essentiellement a Whitney
montre qu'au voisinage d'un point z € EI peuvent se trouver des points d'une strate

]
=" de codimension dans Jk(n) plus grande que celle de o ; cf. [1], p. 48.)

Le point ¢) (di a Boardman) est loin d'étre évident ; on trouvera en appendice

a ce paragraphe un bref aper¢u de sa démonstration suivant Mather [9] .

2) Relévement d'une strate incompléte.

Soit EI une strate de Jk(n) . Pour tout z_ € ot , 1'idéal ék(zo) est engendré

par s‘b1(zo), ... ,¢q(zo) , ol @1 e ,‘Dq sont des opérateurs différentiels. Si z appar-
tient a une strate EI', avec I' <1 (pour 1'ordre lexicographique), 1'un au moins des

‘bj(z) est inversible. Donc, d'aprés 1.a) ci-dessus, des équations locales de EI au

voisinage de z, sont :

@), .., (2)(0) = 0

Supposons EI non complete (i.e. i #0) . La strate EI’O est définie dans
JkH(n) par : ‘

I
1 «
M ke €T
o
t ' -
e rang(axi(z Djz1,..,q@ =n
i=%,...,n
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] 1
Or cette derniére condition exprime que g_)z(_ yeens %—i— engendrent dans Jk(n)
1 n

Gl .
un n-plan transverse a I en "k,k+1(z ).

De ceci résulte en particulier que £1° st ouvert dans "k K _H(E ) , et que
la codimension de =ho dans Jk* 1(n) est égale a celle de ! dans J (n) .

Une autre conséquence est la suivante : soit toujours z' € Z Lo et z= k k+1( .
Alors, pour tout germe f tel que _]lf) 1f =2z', 1'application x ¥ Jk 1f est transverse

a E en z' , et cette transversalité provient de celle de xHJ fazsenz.

Posons : codimension Z‘ =n+d, etsoient Qs - -5y des polynomes de degré
, a 1 1
k complétant &, ceey -gz— en une base de 1'espace transverse a E en z . Alors,

K+1 g Z g

pour tout f tel que J , posons pour t € Rd

ft = f+t1q1+...+t Ay

L'application (x, t)n-oJ 115 de R™x R dans J¥*1(n) est alors transversale a

T‘I’o

= en z' pour (x,t) = (0,0) (1'espace transverse est engendré en totalité). On dit
que (q1 b ,qd) est un déploiement de z' relatif & ot

3) Dans Jk(n) s EI est stable pour 1'action du groupe (noté Lk(n)) des k-jets
inversibles (R",0) - (]Rn,O) .

Ceci permet de définir, pour toute n-variété N, et pour tout symbole de
Boardman I, la strate EI de l'espace Jk( N,R) (espace des k-jets des fonctions
N+ R) comme réunion des strates définies sur chaque fibre par identification de celle-
ci a Jk(n) . (On rappelle que Jk(N,]R) est un fibré de base N, de fibre Jk(n) .)

Toutes les propriétés de 1) et 2) ci-dessus sont conservées ainsi que la codimen-
sion de EI

4) Mise d'une famille de fonctions sous forme transversale a la stratification de
Thom-Boardman.

Soit f: N X ]Rk + R une famille & k parameétres de fonctions sur la n-variété
N. On munit 1'espace Jw(N X ]Rk,]R) de la stratification image réciproque de celle
de Thom-Boardman par la projection p : JP(N x Rk,]R) + J7(N,R) . Par le théoréme
de transversalité de Thom, on peut déformer £ (la déformation étant arbitrairement
petite) d'abord de fagon que it évite 1'ensemble résiduel (de codimension infinie) des
jets dont la projection sur J”(N,R) n'est pas de Thom-Boardman, puis de fagon a
rendre jwf transversal a toutes les strates p_1(2£°) . Pour toutes celles dont la
codimension est plus grande que n +k , cela consiste a les éviter ; pour celles, en

nombre fini, dont la codimension est <n+k , il existe un entier s tel qu'elles
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(627) SUPPRESSION DES SINGULARITES

proviennent toutes de strates complétes de J5(N,R) . Soit £l une telle strate, les
résultats du 2) ci-dessus permettent de préciser comment se fait 1'intersection de

§° f(N x Rk) avec =! . Soit v, la codimension de EI dans JS(Nx]Rk,R) ; pour

tout z € EI , la dimension du ééploiement de z relatif a EI est d = UI -n, etil
existe au voisinage de 0O dans Rk des coordonnées locales (u,v) € RY x Rk‘d telles
que, pour toute valeur de v , 1'application (x,u)er j)s( f(x,u,v) soit transversale a

=" en (0,0) . L'image réciproque de EI par ;ji est une sous-variété de dimension

k-d de Nx Rk

o«

AQ' pendice. La lissité de ..,I selon Mather.
Pour 0<i<n, onnote g _ l'idéal e Jk(n) engendré par X, ..., X . ;
tout symbole de Boardman I = (i1 yoeeady ) , onpose :

= g + oo + & .
gI n 511, ;z,n gkk,n
On vérifie que le symbole de Boardman de 1'idéal 91 n'est autre que I.

Dans ce qui suit, on suppose k=2 et i, =n . Pour tout 1deal J de J (n) , on pose :

s8I = :7+(6f7)2+ ...+(5k'15)

On vérifie les trois propriétés suivantes de 1'opérateur 8 :
i) 83 = BS et B2=p ;
ii) Pour tout idéal ¥ < Jk(n) , BY améme symbole que ¥ ;
ii) B =Y 51 et seulement si ¥ est équivalent & 91 par 1'action du
groupe L (n) (cf. 3) ci-dessus).

Pour tout zezh , posons 8(J(z)) =B(z) . Notons U 1'orbite de ‘?I pour
1'action de L (n) dans la grassmannienne des sous-espaces vectomels de (n)
de méme dimension que gl;n . Le groupe L (n) opére dans E et dans U de fagon
compatible avec B . De i), ii) et iii) ci-dessus découle le 1) de la proposition
suivante, le 2) étant conséquence immédiate du 1)

PROPOSITION. 1) B(ZY) =

2) B est une fibration localement triviale.

3) Lafibre V de B située au-dessus de Jp n estunouvert de
’
Zariski du sous-espace vectoriel de J¥ (n) formé des z tels que J(z) ,91.n . 0O
’

Le fait que EI soit lisse résulte immédiatement de la proposition ; car U est
lisse comme orbite de Lk(n) ; et V estlisse d'apres 3).

En outre, Mather retrouve facilement a 1'aide de cette décomposition la formule
de Boardman donnant la codimension de EI . Soit Hy la codimension de gl_n dans
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Jk(n) ; on voit facilement que cod V = K - Il reste a calculer dim U et le résultat
final est : I
cod T = B - (11—12) Bop -+ = (1k_1— lk)”ok‘ﬁ , ol o désigne

le "shift". (On rappelle que 11 =n) . Enfin, by se calcule facilement : ,uI+1 est le
nombre des suites non croissantes (i'1 yoose ’il'<) telles que iJ. 2 i} =20 pour j=1i,...,k .

§2. Deux lemmes de déformation préliminaires a la chirurgie sur les strates

de Thom-Boardman.

La chirurgie sur les strates de Thom-Boardman a été utilisée avant Igusa par
Gromov et Eliashberg ([3][4]) et du Plessis [9] dans le cas d'applications V + W
(le but est une variété quelconque, il n'y a pas de paramétre). L'introduction de para-
métres a amené Igusa a formuler deux lemmes de déformation qui me semblent &tre
également a la base du cas sans parameétre. Ces difficultés n'apparaissent pas dans
[2] car les strates de tres petite codimension se confondent avec des orbites du groupe

des difféomorphismes, ce qui rend les lemmes de déformation immédiats.

Premier lemme de déformation.

Soit EI une strate compléte de Jk(n) ; soit d la dimension du déploiement
correspondant ; soient f et g deux fonctions R" x ]Rd + R . On suppose :

1) que jgft = ;il(()gt pour tout t € RrY ;

gft de R"xRY dans Jk(n) est transversale

a 2l en (0,0) (d'apres 1) il en est alors de méme pour g).

2) que l'application (x,t)+ j

Il existe une déformation (') de f (A € {0,1]) telle que :
- le support de (t)\ ) soit un voisinage arbitrairement petit de (0,0) ;
- f1 coihcide avec g au voisinage de (0,0) ;
- au cours de la déformation, la condition 2) soit conservée, et qu'il n'appa-
raisse aucune singularité nouvelle de symbole I' =1 (pour l'ordre lexicographique).
Si en outre le couple (f,g) dépend différentiablement d'un parametre u € K

(K compact d'une variété différentiable), on peut choisir t>‘ dépendant différentia-
blement de u .

Indications sur une démonstration. La méthode suivante parait plus simple que celle,

un peu calculatoire, d'Igusa. Appelons déformation mod £ une déformation telle que

(tx ) ci-dessus. Il est clair que pour tout voisinage A de (0,0) dans Rr" , il existe

un voisinage V A de f dans 1'espace des fonctions vérifiant 1), tel que toute g € v A
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(627) SUPPRESSION DES SINGULARITES

puisse étre déformée mod T, avec support de la déformation dans A , en une fonction
ayant méme germe que f en (0,0) . Tout revient a montrer que cette propriété a lieu
uniformément, autrement dit qu'il existe un \ indépendant de A , si petit que soit
celui-ci : car la relation entre fonctions "étre déformable 1'une dans 1'autre mod L ,
avec support de la déformation arbitrairement petit" est une relation d'équivalence.
Or, un calcul simple montre que cette relation d'équivalence est ouverte ; donc, deux

fonctions ayant méme k-jet a 1'origine sont équivalentes au sens ci-dessus.

Application du lemme. Soif f vérifiant la condition 1) du lemme. La condition 2)

est vérifiée en particulier par la fonction :

ok 0 k+1
g(x) = J f(x) + 2% ,
dans laquelle jl:) ft est identifié au développement limité a 1'ordre k de tt a l'origine.
L'intérét de ce cas particulier provient du fait que la singularité de g, al'ori-

gine est de codimension finie et par conséquent isolée. [On sait en effet que la codi-

mension de la singularité présentée a 1'origine par un polyndme est au plus égale a
celle de sa composante de plus haut degré - On rappelle qu'on
appelle codimension d'un germe g la codimension de son idéal ""jacobien" : celui

engendré par aa—xg yoen ,aif- - En fait, la codimension d'un germe g ne dépend que de
1 n

son jet infini, la définition étant analogue a partir de celui-ci : codimension dans Jm(n)

de 1'idéal engendré par aa_xz Yooy aaTz ; elle est en général différente de la codimen-
1

n
sion de la strate de z lorsque z est de Thom-Boardman. C'est une conséquence

immédiate du lemme de Nakayama que si g est de codimension k , alors son idéal

Jjacobien contient tous les germes de k -jet nul , donc en particulier ceux de

K+1 k+1

Xp eeee X ; on en déduit aussitdt qhe la singularité de g a l'origine est isolée. ]

Second lemme de déformation.
d

Soit f une fonction R™ x R™ #+ R vérifiant la condition 2) du lemme précédent,
et en plus :
3) il existe une famille g = (gt) de polyndmes en x de degré borné ¢ , telle
que f coihcide avec g au voisinage de 0, et que g ait une singularité isolée a
1'origine.
Alors, pour tout chemin (gt'\) de polynSmes de degré ¢ , tel que :
jl:)gg e pour tout X € [0,1],
et que la singularité de g, al'origine soit uniformément isolée pour X € [0, 1],
il existe une déformation (f>‘ ) de f a support dans un voisinage arbitrairement

petit de (0,0) dans R" x rY , coincidant avec (gk) sur un voisinage plus petit,
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et telle qu'il n'apparaisse aucune singularité nouvelle de symbole I' =1 au cours de
la déformation.

En outre comme pour le lemme 1, tout ceci reste vrai avec un parametre variant
dans un compact d'une variété. a

Commentaire. Le premier lemme permet (aprés transversalisation sur la stratification
de Thom-Boardman) de ramener toute famille (ft) a vérifier la condition 3) du second
lemme. Malheureusement, celui-ci ne permet de relever que les seules déformations
de 1'espace des jets qui vérifient 1'uniforme isolement des singularités. Igusa a sur-
monté cette difficulté en construisant par des procédés métriques un raffinement de la
stratification de Thom-Boardman tel que cette condition d'uniforme isolement soit vraie
sur chaque strate. En toute rigueur, c'est ce raffineiient de la stratification de

Thom-Boardman qu'il faudrait utiliser dans les deux paragraphes suivants.

§3. Suppression d'une sphére de singularités de méme germe.
g

Soit (f ) cRk une famille de fonctions : Dn -+ IR . Dans l'espace des parametres,

on cons1der‘e la sphere standard S = R1+1 c ]R pour 0=i<k-1; onnote T le

voisinage tubulaire standard de rayon 3 de s' dans Rk défini comme image du
plongement ¥ : s'xD lk o Rk donné par la formule :
2
P(u,v) = ((1 —v1) u, ,'...,(1 —v1)uH_1 Vs aee ’Vk-i)
On suppose que tous les ft , pour t €Sl ontle méme germe en O ; on fait méme
1'hypothese plus forte :

(1) tzp(u V)(x) est indépendant de u€ S' pour tout x € DZ (e >0 assez petit).

Sur la singularité en 0 commune a tous les ft pour t € st , on fait 1'hypothese :
(2) £ (pour t € s" aen 0 une singularité de codimension finie =2 (donc

appartenant a une strate de Thom-Boardman complete, 1> (n,1,0)) .

On suppose en plus :
(3) La famille (t ) est transversale a la stratification de Thom-Boardman.
Soit EI(f) 1'ensemble des (x,t) € D" x Rk tels que f (x) soit une smgulamte
appartenant a z!. Vunos hypotheses, T (f) est une sous-vamete de D" xR¥ de
dimension inférieure ou égale a k-2 ; d'autre part, 0Xx s' est une sous-variété de

EI(I) (ce qui entraftne i< k-2) .

PROPOSITION. Sous les hypothéses (1), (2), (3) ci-dessus, et si enplus k=n,
on peut déformer la famille (ft) , le support de la déformation étant dans un voisinage
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arbitrairement petit de 0 x Di+1 , de fagon que Z I(f) change par chirurgie le long de

0 x Si , et qu'il n'apparaisse aucune singularité de symbole I' >1 au cours de la

déformation .

Principe de la démonstration. Soit h une fonction Drl + IR ayant en 0 une

EI-singularité. On dira que h est en O une perturbation mod EI s'il existe un

plongement ¢ de p" 1 x [0,1] sur un voisinage W de O dans 1l'intérieur de D"
tel que :

(1) Les feuilletages définis par h et par la fonction "cote" sur W (c'est-
a-dire la transportée par ¢ de la 2e projection) coincident au voisinage de d3W ;

(2) Soit h' la fonction sans singularité sur W, égale a h sur le complé-
mentaire de W, ainsi définie. Il existe une déformation h>‘ a support dans W , joi-
gnant h' a h de fagon que (sauf la singularité de h en 0) toutes les singularités

de h)‘ soient de symbole moins élevé que I .

Si en plus le chemin h)L est transversal en son extrémité a = I , on peut le
prolonger un peu sans qu'il apparaisse de nouvelle singularité de symbole =1 ; on dit

A

que le chemin ainsi obtenu est un chemin de perturbation transversal a uI en h.

Supposons que la singularité de h en 0 soit isolée, et soit W un voisinage de
0 difféomorphe a p™ 1 « [0,1], assez petit pour que O soit la seule singularité de
h|W . On peut déformer h en une fonction h' coincidant au voisinage de dW avec
la fonction cote sur W . Cette déformation peut se faire avec support dans un voisina-
ge arbitrairement petit de W , et de fagon a n'introduire que des singularités des
types Morse et naissance-mort. La fonction h' est en O une perturbation, le support
de la déformation pouvant étre W , et les seules singularités introduites sont de 1'un
ou l'autre des 2 types ci-dessus ; c'est donc une perturbation mod EI des que
1> (n,1,0) .

Revenons & la famille (f ) dela pmposition Utilisant ce qui precede on la
déforme d'abord au voisinage de 0xS' de fagon que pour tout u € s' le chemin
[0,1] am——-o1 f1 ) .
qui correspond a la fibre de T NR* passant par u , tout en restant indépendant
de u, soit désormais un chemm de perturbation transversal a EI en f , associé
a un certain plongement ¢ : D™ >< [O 1] adapté a f u/2 En partlculler, le collier
0x (TNR'™!

collier (c'est-a-dire O x aD1 1) ne rencontre pas I (f) (réunion de tous les

I (£)) ; en d'autres termes, pour tout t € 6D 1+1 , O est non singulier pour £,

A priori, ce n'est pas le cas pour t € D 1+1 . Mals on a supposé i+1<k=<n, donc

) est transversal a Xz (f) lelong de 0 x St , et le bord intérieur de ce
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(i+1) +k <k+n ; or, k estladimension de Z(f) . On peut donc disjoindre
i+1

0 x D1 de I (f) par une déformation arbitrairement petite, qui peut se réaliser par

une famllle de petites 1sotop1es On cherche alors a construire une famille (<pt) ,

i+1

te D1 , de plongements p™ x[O 1] » D", telle que @, =¢ pour t€ bD1 1+1

’
et que chaque ®; soit adapté a la fonction ft . Les théoremes classiques sur l'homo—
topie des espaces de plongements des disques montrent que la seule obstruction a

construire la famille (cpt) provient du fibré de Stiefel Vn_1(]Rn) + 8™, crest celle
que 1'on rencontre pour relever un (i+1)-lacet de la base en un (i+1)-lacet de ce

fibré, elle se trouve donc dans le noyau de 1 application ni(SO(n-1)) -+ ni(SO(n)) .

L'obstruction est donc nulle a priori dans tous les cas, sauf dans le cas i =n-2,
que je laisse de c6té (il n'intervient que pour supprimer les singularités de codimen-
sion 2 lorsque k =n). Une fois construite la famille (<pt) on déf.init a l'aide des
P 0P 1 une famille de chemins de perturbation transversaux a E , d'origine tous
les ft , teD |1+1 , et prolongeant celle donnée sur le bord. On fait alors dans

1'espace fonctlonnel la déformation schématisée ci-dessous ; elle réalise la chirurgie

, @

¢ (te DY
t 2 —. ----Chemin de perturbation

} T défini par .poo<p‘1

désirée.

[\S) § =

'\

S
—— e I
u K Image locale de Z" dans
\J 1'espace fonctionnel

3u
2

§4. Le théoréme principal et son corollaire relatif aux pseudo-isotopies.

THEOREME PRINCIPAL. Soit N une variété compacte de classe C°, de dimen-
sion n, etsoit g: N= [0,1] une application de classe c” sans singularité au

voisinage de oN .
Soit ¥(N,g) 1'espace des fonctions f: N+ [0,1] de classe Cc” telles que :

(a) f coincide avec g au voisinage de 3N ;
(b) £ n'a que des singularités des types Morse et naissance-mort.

Soit JS(N) le fibré des s-jets des applications de classe Cw: N+ R, etsoit
H5(N) le_sous-fibré de J5(N) formé des jets qui sont soit non singuliers, soit
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(o]
singuliers de 1'un des types Morse ou naissance-mort. Soit I' H5(N),g) U espace
des sections de classe C°°: N -+ HS(N) qui_coincident au voisinage de oN _avec celle

définie par le s-jetde g .

. . S © .S
L'application canonique j~ : ¥(N,g) — I (H°(N),g) est n-connexe
dés que s=3 .

Principe de la démonstration. Comme dans 1'introduction, on définit 1'espace

F(N,g) par la seule condition (a) ci-dessus. On considére le "carré" commutatif § :

B(N,g) —— I7(H(N),g)

l l

F(N,g) — I (0°(N),e)

Les deux espaces de la ligne du bas sont contractiles, de sorte que la n-connexité
de la ligne du haut équivaut a la (n+1)-connexité du carré, ce qui signifie ceci :
"Pour tout k tel que 1<k=n, l'espace des applications pointées du carré

Sk-1 —_— D

Sk — Dk+1
+ +
dans le carré & est connexe'.
Soit donc f: (Sk k-1

application

) + (5,H) telle que J o f soit la restriction d'une
o : O, 04 — @), re?)

Comme au §3 on définit = (f) comme 1'ensemble des (x,t) € N ><Sk tels que

t xezl . On définit de méme X (0) comme 1'ensemble des (x,t) € Nx D_lf_” tels
que 0,.x € E

Le type d‘homotOpie de I"oo(HS) étant indépendant de s des que s=3, on

choisit s assez grand pour que, apreés transversalisation sur la stratification de Thom-
Boardman, il existe un nombre fini de symboles I' , tous complets, tels que la réunion
des ZI'(O‘) soit 1'ensemble des (x,t) tels que 0,.X soit singulier (cf. §1, propriété4).
Soit I le plus élevé de ces symboles (pour 1'ordre lexicographique) ; EI(O)
est une variété compacte de bord EI(f) . On munit T I(0) d'une fonction de Morse h
nulle sur le bord, et 1'on fait une récurrence sur le nombre de points critiques de
cette fonction. Soit § le point critique le plus bas de h, soit i+1 son indice. Sa
1 4e £(0) dontlebord S' est dans T .

Du fait que s borde un disque dans EI(O) résulte que son image dans EI est

nappe descendante est un disque D!
homotope a zéro sur EI . Les lemmes de déformation du §2 permettent alors de se

ramener a la situation du §3, et donc d'effectuer la chirurgie de EI(f) suivant S'i

(pourvu que I> (n,1,0)) qui supprime le point critique & de h .

259



J. CERF

Le corollaire relatif aux pseudo-isotopies.

On suppose maintenant que N =M x [0, 1] eton prend pour g la 2e projection.
On prend les notations simplifiées ¥ , &, I-l3 , J3 ; comme dans 1'introduction, on
note € la partie de ¥ formée des fonctions sans singularité et on note E3 1'espace
de jets correspondant. On doit montrer (cf. introduction) que, pour tout

k<n, dans le diagramme :

Meer

| |

o3
m ) —— 0 _r760)

o 3
g) ————s nk_11‘ (E7)

la fléche de gauche est zéro ; or la fleche du bas est une injection d'apres le

théoréme principal ; on conclut a 1'aide du

C o, 3 o 3 . .
LEMME. L'application I' (E°) » I' (H”) est homotopiquement triviale.

Démonstration. En effet, entre la fibre de E3 , identifide a 1'espace des
polyndines de degré <3 & n variables sans terme constant, réguliers a 1'origine, et
celle de H” , on peut placer un espace contractile (invariant de surcrofit) : celui des
nolyndmes ayant a l'origine, soit un point régulier, soit un point singulier de Morse
d'indice zéro.
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