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Séminaire BOURBAKI
36e année, 1983/84, n° 626 Février 1984

PROBLEMES COMBINATOIRES POSES PAR IA PHYSIQUE STATISTIQUE

par Gérard VIENNOT

RESUME. - L'introduction d'une direction privilégiée dans un modéle de mécanique
statistique change les exposants critiques. Ceci explique la vague d'intérét ré-
cente chez les physiciens pour les modéles dirigés, en particulier depuis 1982 pour
les antmaux dirigés, (références [8] & [25]). Ceux-ci font 1'objet principal de cet
exposé.

Des résultats exacts en dimension d=2 (nambre d'animaux, largeur myexme}’?.)
ont été démontrés par Derrida, Hakim, Nadal et Vannimenus [17],[21], ainsi que par
Dhar [12],[13] en dimension d=2 et 3 . Ce dernier montre 1'équivalence avec le
modéle de gaz des hexagones durs récemment résolu par Baxter [30],[1] ,'/ chapitre 14.

D'autre part, l'orateur a montré dans [ 26],[27] et dans [28] avec Gouyou-
Beauchamps, que les méthodes modernes (bijectives) de la cambinatoire énumérative
permettent de dé&montrer, pratiquement sans aucun calcul, les résultats exacts sur
les animaux dirigés obtenus par des méthodes propres & la mécanique statistique:

Plusieurs questions restent ouvertes, en particulier sur 1'apparition sur-
prenante des célébres identités de Rogers-Ramanujan dans le modéle des hexagones
durs.

§ 1 - INTRODUCTION

I1 s'agit de modéles pour expliquer les phénoménes de transition de phase
(8bullition de 1l'eau, magnétisation des substances ferramagnétiques,...). On sup-
pose donné un réseau, c'est-a-dire un graphe dont les sommets sont des &léments de
74 . Ce graphe est infini et posséde suffisamment de "régularités". Dans cet exposé,
nous considererons les réseaux carré, triangulaire et hexagonal pour d=2 (voir
respectivement figures 1,2 et 9), et les réseaux cubique et cubique-centré pour
d=3 (voir § 8). Deux sommets joints par une aréte sont dits voisins.

En chaque samet i , une variable o5 peut prendre aléatoirement un nombre
fini q de valeurs. Par exemple 0= + 1 en terme de spins, ou encore 0= 1 ou
0 selon que le sammet i est "occupé" ou "vacant" (par un atome). Une fonction
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G. VIENNOT

fondamentale est la fonetion de partition. Elle s'exprime a partir des énergies
d'interactions.

L'interaction entre les somets i et Jj est une fonction des variables
95 et °j et de la température T . Eventuellement d'autres énergies sont a pren—
dre en compte (champ magnétique extérieur,...). Par différenciation de la fonction
de partition, on obtient les grandeurs physiques usuelles associées au systéme
(énergie libre, densité, susceptibilité, chaleur spécifique,...).

Une méthodologie consiste 3 idéaliser suffisamment les énergies d'interactions
afin de rendre possible le calcul exact de la fonction de partition. En général, on
se restreint aux interactions entre plus proches voisins. Le modéle le plus connu
est celui d'Ising. Depuis sa résolution par Onsager en 1944 (pour d=2 et champ
magnétique extérieur nul), une littérature considérable existe sur les modéles ré-
solubles. Le livre récent de Baxter [1] en présente une belle synthése.

Bien que ces modéles ne soient qu'en dimension deux, 1'intérét est qu'ils pré-
sentent, comme pour les systémes réels, une transition de phase. Pour une certaine
température critique Tc , les grandeurs physiques présentent une singularité. Le
camportement de la grandeur F(T) au voisinage de Tq est mesuré par un exposant
critique ) . Par exemple, lorsque T - T_ , on peut avoir F(T)'\:(T—Tc)—x. Ia nota-
tion AWB a le sens habituellement employé en physique, c'est-a-dire log A/log B
tend vers 1 . Les physiciens attachent une grande importance au calcul des expo-
sants critiques.

Soit D un domaine fini connexe, ayant N sommets, du réseau considéré. Soit
ZD (T) 1la fonction de partition du systéme fini associé. Celle-ci est en fait un
polyndme énumérant les qN oconfigurations possibles selon certains paramétres. Un
exemple d'un tel polyndme est donné au § 8 avec le modéle des hexagones durs. Pour

le modéle d'Ising, il s'agit de dénambrer les N configurations OjreeerOy =1 1,

sur un rectangle fini du réseau carré, ayant un nambre donné de paires de sammets
voisins i et j telles que o; 05 = -1. La grandeur fondamentale & calculer est
la limite de lei/N lorsque le damaine D devient, dans un sens & préciser, infi-

niment grand. Cette limite Z(T) est appelée la limite thermodynamique de la fonc-
tion de partition, ou encore fonction de partition réduite & un site.

Le rapport entre la conbinatoire et la mécanique statistique n'est pas nou-
veau. Par exemple, des solutions cambinatoires du modéle d'Ising existent depuis
longtemps [5]. Certains modéles reviennent d calculer des objets familiers de la
théorie des graphes (polyndme chromatique, polyndme de Tutte, voir [6]).

Ce qui est nouveau dans la résolution combinatoire du probléme des animaux
dirigés, est que 1'on utilise la méthodologie de la cambinatoire énumérative ac-
tuelle, 3 savoir les méthodes dites bijectives. Depuis (environ) les années 70, et
sous 1'impulsion de diverses &coles, notamment en France Schiitzenberger et aux
Etats-Unis Rota, on assiste 3 un renouveau de la cambinatoire nommée par les
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(626) COMBINATOIRE ET PHYSIQUE

Mathematical Reviews "classical cambinatorial problems" dans la section O5 A.

Il ne s'agit plus seulement d'énumérer mais aussi (par exemple) d'interpréter
des identités connues dans des damaines classiques des mathématiques, en construi-
sant une bijection entre deux structures finies qu'il s'agit de découvrir. De nam-
breuses interactions ont lieu vers les applications (statistique, informatique,...)
ainsi qu'avec d'autres branches des mathématiques (par exemple : fonctions symétri-
ques, géamétrie algébrique, fonctions spéciales et polyndmes orthogonaux). Le lec-
teur se fera une idée plus précise en lisant l'article de Cartier [58] & ce méme
séminaire, ou encore [54].

Peu 3 peu, des idées générales se dégagent et des "modéles" cambinatoires
apparaissent, permettant d'interpréter toute une famille d'identités & la fois. La
cavbinatoire sous-jacente aux animaux dirigés fait intervenir trois de ces modéles :
le monoide de commutation de Cartier, Foata [38] dans sa version modernisée (et
en relief) des empilerments de piéces de Dulucq, Viennot [40], le composé partition—
nel de Foata, Schiitzenberger [43],[46] (ou les espéces de structures de Joyal [50])
relatif aux séries génératrices exponentielles, les chemins de Motzkin valués pour
la théorie cambinatoire des polyndmes orthogonaux généraux et développements en
fractions continuées de Flajolet [42] et Viennot [55].

§ 2 - ANIMAUX DIRIGES

Notons I = ZxXZ 1l'ensemble des sommets du réseau carré. Un chemin de 1
est une suite w = (so,...,sn) de sommets s; de I . Le chemin va de So a S

sa longueur est n et (Si’si +l) est un pas élémentaire. Un chemin dirigé est un
chemin dont les pas élémentaires sont Nord ou Est, c'est-a-dire 8= (x,y) et res-
pectivement Si41= (x,y+1l) ou Siy1™ (x+1,y).

Un animal dirigé (sur le réseau carré) est une partie finie Acll camprenant
un ensemble S non vide de points situés sur une droite perpendiculaire & la dia-
gonale principale, et telle que pour tout aeA , il existe un chemin dirigé formé
de sommets de 1l'animal et allant d'un point de S & o . L'ensemble S est é&vi-
demment unique et ses éléments sont appelés points sources. La direction Nord-Est
est appelée par les physiciens direction privilégiée (voir figures 1,3,5).

La largeur (resp. longueur) de l'animal di-
rigé A est le minimum de |b-a| pour les
entiers a et b tels que A soit camwpris
entre les droites d'équations y = x+a ,

y = xtb (resp. y = -x+a , y = -x+b). Dans
les dénambrements, les animaux sont définis
d une translation prés. Soit a, le nambre
d'animaux dirigés de taille (ou cardinal)

Fig.l - Un animal dirigé ayant un
seul point source. |A]=n et ayant un seul point source. En
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supposant ces animaux équidistribués, soit . (resp. Ln ) la largeur (resp. lon—
gueur) moyenne. Pour n - « , les physiciens s'attendent & des relations du type
suivant :

Vv V,
n _ -6 1 7
(1) a vy n ;7 (2) Ly D i 3 Lyvn

Le probléme est de calculer les exposants v, et v (et démontrer aussi
leur existence !). Il ne s'agit pas a proprement parler d'un modéle thermodynamique,
mais celui-ci se camporte tout 3 fait came un tel systéme. La série génératrice
f(t) =12 antn joue le rdle d'une fonction thermodynamique avec un ou plusieurs
pointsné%'itiques réels. Le camportement de f(t) au voisinage de 1'un d'eux noté
tc (celui de plus petit module) permet (en général) de déduire (1), ainsi que les
valewrs de 6 et u = l/tC . Les exposants 6,v, et v jouent le rdle d'expo-
sants critiques. Ils sont reliés 3 certains exposants de modéles thermodynamiques.
D'autre part, on verra au § 8 que -f(-t) est exactement la densité d'un certain
modéle de gaz de Baxter. Aussi les animaux dirigés constituent un modéle pour ce
que 1'on appelle les polyméres branchés dans un solvant en mouvement. Ils sont re-
1i8s aux processus de Markov arborescents. Enfin, les animaux dirigés sont intime-
ment liés au modéle de la percolation dirigée (voir [7]).

Remarquons que la percolation classique correspond aux animaux (non dirigés).
Pour ces animaux, la notion de chemin dirigé est remplacée par celle de chemin pou-
vant avoir les quatre types de pas élémentaires Nord, Sud, Est, Ouest. Ils sont
connus en combinatoire sous le nom de polyominos (chague sammet est remplacé par
un carré élémentaire du réseau dual). On est encore trés loin d'avoir des formules
exactes pour ces animaux isotropes.

L'introduction d'une direction privilégiée change la classe d'universalité
du modéle (c'est-3-dire les exposants critiques). De plus, dans la percolation di-
rigée, came pour les animaux dirigés, deux exposants critiques v, et y  rem-
placent 1'exposant v des modéles non dirigés.

On peut aussi définir des animaux dirigés sur un réseau triangulaire. Ce ré-

seau peut &tre considéré comme un réseau

carré, auquel on a rajouté comme arétes les

diagonales des carrés élémentaires paralléles

1
|
¢ & la diagonale principale. Les chemins diri-

- gés ont alors trois pas élémentaires possi-

e g bles : Nord, Est, et le pas Nord-Est
47/ ;= (x,y) Si41™ (x+1,y+1) . On pourrait

| aussi généraliser la notion d'animaux dirigés
] d
sur Z

. On se reportera au § 8 pour d=3 .
s ' 5 L
Fig.2 - Un animal sur réseau les physiciens s'attendent & ce que les ani:

triangulaire. maux dirigés sur réseau carré et triangulaire
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aient les mémes exposants critiques : c'est 1'hypothése d'universalité. La classe
d'universalité dépend de la dimension. Par contre, le nambre p de la formule (1),
appelé constante de connectivité dépend du réseau particulier choisi.

§ 3 - METHODES PHYSIQUES POUR LES ANIMAUX DIRIGES.

Nous résumons briévement les différentes méthodes d'approche du calcul des
exposants critiques des animaux dirigés utilisées par les physiciens en 1982. Cel-
les—ci donnent un bon éventail des puissantes méthodes utilisées habituellement en
physique statistique, camme celles découlant du groupe de renormalisation. Remar-
quons que les résultats sont plus ou moins approchés. Une formule exacte donnée
pour un exposant critique n'implique pas forcément une preuve rigoureuse. Par
exemple, pour le modéle de liens sur le réseau plan carré, la valeur 1/2 pour le
seuil de percolation était acceptée par les physiciens dés 1963, alors que la preu-
ve rigoureuse (par Kasten) ne date que de 1980. Pour les animaux dirigés, deux mé-
thodes différentes donnaient y = 0,8185 + 0,0010 (Nadal et al. [21]) et
y = 0,800 * 0,001 (Redner et Yang [24]), alors que 1l'on n'a pas encore de preuve
rigoureuse de l'existence de Y (depuis Redner et Yang ont amélioré cette valeur).
Nous distinguerons donc "montrer" et "démontrer".

La théorie des champs permet d'obtenir pour les animaux dirigés une théorie
de champ moyern. valable au dessus de la dimension critique supérieure dc , des dé-
veloppements perturbatifs des exposants critiques en e =d - d et des lois d'é-
chelles. Pour d 2 dc +les exposants critiques ne dépendent plus de d . Ainsi Day
et Lubensky [11] donnent d =7 ainsi que des développements en ¢ = 7-d , pour
les animaux dirigés sans boucles intérieures, c'est-d~dire que deux chemins dirigés
différents de 1l'animal ne peuvent arriver au méme sommet. Ces animaux semblent &tre
dans la méne classe d'universalité que les animaux dirigés (quelconques). Il vient
v, = 1/4+e/36 , y = 1/2+¢/24 et 0=3/2-¢/12 .

Breuer et Janssen [9] et Cardy [10] ont montré 1'équivalence du modéle des
animaux dirigés en dimension d avec un modéle de Lee et Yang en dimension d-1 .
Ce modéle est un modéle d'Ising avec champ magnétique imaginaire, le temps est
considéré comme la direction privilégiée. Il fait partie des modéles appelés cri-
tiques dynamiques. Cette équivalence donne la loi d'échelle 6 = (d—l)vl (voir

aussi Family [15]) et montre que 8 = v, = 1/2 en dimension deux. L'exposant cri-

tique dynamique 2z est relié par la reiation z = M /v Lt Sa détermination est
réputée fort difficile, méme en dimension 1. Remarquons qu'une équivalence analo-
gue a été mise en évidence par Parisi et Sourlas [36] entre les animaux non diri-
gés en dimension d et le modéle de Lee et Yang de dimension d-1 . Ceci montre
que 1l'exposant critique v N des animaux dirigés en dimension d = 2 est le méme
que l'exposant v des animaux non dirigés en dimension d+1 .

L'approximation dite de Flory fut 3 l'origine proposée pour les polyméres
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linéaires (c'est-a-dire les chemins ne se recoupant pas avec eux-mémes). Elle a
&té adaptée au cas directionnel par Lubensky, Vannimenus [ 19] et Redner, Coniglio
[23]. On retrouve la dimension critique supérieure d=7,etpour d2d, les
exposants de champ moyen, & savoir v =1/4 et vy = 1/2 .

L'énumération des animaux sur un arbre de Cayley (pouvant &tre considéré
comme la limite d'un réseau "Zd pour d -+ « ) redonne également les exposants de
champ moyen, voir Nadal [20].

Remarquons que les animaux sur un arbre d'arité deux ne sont pas autre chose
que les arbres binaires de la cambinatoire. Leur nombre est le classique nombre de
Catalan C = Fll' ( Zg ) , ayant pour série génératrice ‘2% [1-(1-4t) Y 2] et la for-
me asymptotique C ~ 4" 32

D'autres méthodes sont d'ordre numérique. En connaissant les premiers ter-
mes des séries génératrices, une méthode d'approximants de Padé permet de donner
des estimations des exposants critiques, voir Stanley et al. [25], Redner, Yang
[24], Dhar et al. [14]. Les énumérations directes ont conduit Dhar, Phani et Barma
a conjecturer de remarquables formules exactes pour le nambre d'animaux dirigés
sur réseau carré et triangulaire (dimension deux).

§ 4 - ANIMAUX SUR UN RUBAN BORNE. (D'aprd@s Derrida, Hakim, Nadal, Vannimenus
[171, [20], [21]).

Une méthode classiquement employ&e pour la résolution exacte des modéles so-
lubles est celle des matrices de transfert (voir par exemple Baxter [1]). Celle-ci
est particuliérement bien adaptée pour le dénambrement des animaux bornés sur un
ruban de largeur k , camme indiqué sur la figure 3. L'animal est canpris entre les
bords (lignes en zig-zag) notés Lo et Lk—l sur cette figure. En coupant 1l'animal
) Lk—l par les droites Dn d'équation y = -x+m ,
on obtient une configuration CIn de points.

- Ilya 2k configurations possibles. On dé-

n.. finit une matrice Ty (x) dite de transfert,
N i L, dont les lignes et colonnes sont index8es par
NS _ . ces 2K configurations. Le terme (C,C')
C N est x|c| si C et C' sont deux tranches

O £ consécutives Cu et G

1
dirigé, ce terme est nul dans le cas con—

d'un méme animal

N BN traire. On a noté par |C| le nonbre de som-

L « "Dun mets "occupés" de la configuration. En iden-

) D tifiant les bords L, et L,_; ,on pourrait
aussi définir les animaux sur un ruban cir-

Fig.3 - Un animal dirigé sur un . . =
ban borné. culaire et une matrice de transfert Tk(x) .
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Notons aX(C) (resp. 3\(C)) 1le nombre d'animaux dirigés de taille n , de
source C , bornés dans un ruban (resp. ruban circulaire) de largeur k . La série
génératrice nio é'kn(c) " est une fraction rationnelle dont le dénominateur est le
déterminant @ét(I,~ T, (x) , en motant I, la 2%
me asymptotique
(@) @~ G"EO .

x2k matrice unité. On a la for-

Le calcul de 'ﬁk (comme celui de 1'analogue My ) , revient a un calcul de
plus grande valeur propre. Nadal et al. [21] démontrent le résultat remarquable

(5) Wo=1l+2cos Z,
ce qui implique p = lim W= 3 . Ils donnent aussi une formule explicite pour a(C),
qui est aussi vecteurkﬁopre de la matrice de transfert pour la valeur propre
)‘k x) =1.

Les méthodes de renormalisation phénoménologique leur permettent de donner
des estimations précises de v , et v, et de conjecturer v, = 9/11 .

Pour une source circulaire, notons Ni le nombre de trous de largeur i ,
c'est-d-dire le nambre de séquences de i sites consécutifs "vacants" encadrés
par deux sites "occupés" de la source.

PROPOSITION 1.- (Hakim, Nadal) En notant o =(2ptl) %z , ona
el N
. k-1 [ sinl(i+5)a 1\ i _
(6) a_(Cc) = i $ (-1)P sina_ TT o (1+2cosa )™ 1 .
n k P o a P
P i=1 . P
sin 2

Cette formule conjecturée par Nadal et al. [21] est dé&montrée par Hakim et
Nadal [17] en considérant la matrice de transfert camme un opérateur agissant sur
un espace de spins et en s'inspirant de techniques standard sur les systémes inté-
grables. Ils donnent également une formule analogue, un peu plus campliquée, pour
at() (bords libres). |

En faisant tendre k vers 1l'infini, on peut alors déduire de la proposition
1 les remarquables formules exactes suivantes

7 = n-1 i
™ RN FERL FV R
1/2
n_1,. 1+t _
(8) nio at=3lG=p -U.,

d'ol 1'on déduit la forme asymptotique (1) avec u=3 et 6=1/2 . La formule (7)
avait été devinée par Dhar et al. [14]. Avec 1l'analogue de la proposition 1 pour
les bords libres, Nadal [20] démontre v REZE

On trouvera au § 8 une autre preuve de (8) par Dhar [12], utilisant un mo-
déle de gaz de Baxter. La formule exacte (6) permet d'engendrer par ordinateur des
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animaux aléatoires
ayant plusieurs mil-
liers de points.
ﬁﬁ ‘ég Chaque animal de
taille n est en-
direction privilégiée gendré avec la méme
probabilité l/an.
W"% ta figure 4 rend
bien campte du fait
que 1'interdiction
de boucles dans les

animaux dirigés ne

Fig.4- Animaux dirigés aléatoires de taille changerait pas la
500,1000,2000 (d'aprés Nadal, Derrida, cla a'uni
Vannimenus) . sse d'universa-

bilité.

§ 5 -~ BIJECTION ENTRE LES ANIMAUX DIRIGES DE DIMENSION DEUX (SUR RESEAU CARRE) ET

CERTAINS CHEMINS DE DIMENSION UN (d'apré@s Gouyou-Beauchamps et 1'orateur [28]).

Soit Fn 1l'ensemble des chemins o = (so= 0,...,sn) sur Z ayant des pas
&lémentaires vérifiant |Si+1_ sils 1. I1 y a en somme trois types de pas. Notons
F; les chemins restreints & N , c'est-a-dire s,z 0.

Un calcul immédiat montre que la série génératrice des nombres IF;_ll est
celle domnée par (8). Une bijection élémentaire montrerait aussi que IF;l_ll est
donnée par (7). Le probléme revient donc & trouver une bijection entre Fr';-l et
1'ensemble A des animaux dirigés sur réseau carré ayant un seul point source.
Une telle bijection ¢ est construite dans [28].

Une source sans trous est dite compacte (voir figure 5). En fait, nous cons-
truisons une bijection plus générale y entre Fn—l et les animaux dirigés de
taille n ayant une source campacte.

Notations. Soit A un animal dirigé (quel-
conque) . Le nambre de ses points sources est
, noté s(d). Soit B le point source d'or-
donnée minimum. Soit b 1l'entier tel que B8
soit sur la droite d'équation y = xtb . La
demi-largeur inférieure de l'animal A , no-

P

tée ¢ inf (A) est le minimum de b-a pris

parmi les entiers a tels que l'animal soit

~d droite d'équati = x+a.
Fig.5 - Un animal dirigé a source au-dessus de la ite d'équation y = xt+a

compacte avec s(a) =3, Pour un chemin w = (so,...,sn) de F o
Line(@® =2
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notons m(w) le minimum des entiers s; pour O<isn et soit d(w) =8 - m(w) .

PROPOSITION 2 - (Gouyou-Beauchamps, Viennot). Il existe une bijection 1§ entre
l'ensemble des chemins F et 1l'ensemble des antmaux dirigés sur réseau carré, d

source compacte, de taille nt+l , vérifiant la relation suivante

(9) m(w) = Qinf(w(w)) et 1l+d(w) = s(y(w)) pour weF .

En particulier les animaux ayant un seul point source correspondent aux che-
mins de Fo tels que S.= m(w). Par renversement du temps, ces chemins sont en
bijection avec F; . On déduit ainsi la bijection ¢ annoncée. Pour tout chemin
w = (so,...,sn) de F; , la demi-largeur inférieure des animaux A =¢(w) est
égale a s, * I1 est alors aisé de déduire (analytiquement ou bijectivement) la
formule suivante conjecturée par Dhar [12].

2.3771
%

COROLLAIRE 3. L= -2 .

n

De la relation (1) avec u=3 , e=%— , on dé&duit "f% . Notons S, p le
’
nombre d'animaux dirigés de taille n ayant une source campacte de cardinal p .
On déduit aussi de la proposition 2 une autre conjecture de Dhar, démontrée aussi

par Hakim et Nadal & partir de la relation (6), & savoir

(10) cn+l,p = Cn,p—1+ cn,p+ Cn,p+l .

Remarquons que as= cn'1 est aussi le naombre d'animaux dirigés & source campacte,
de taille n et ayant une demi-largeur inférieure nulle.

La formule la plus intriguante est probablement celle donnée par le corol-
laire suivant.

S

COROLLAIRE 4.- Le nombre d'animaux dirigés 4 source compacte sur réseau carré de
taille n+l est 3.

Je ne connais aucun moyen simple de le démontrer. la bijection ¢ est obte-
nue en cambinant trois opérateurs U,V,W agissant sur les animaux dirigés 3 sour-
ce campacte. Ces opérateurs rajoutent un point & l'animal A . L'opérateur U
ajoute un point source, V laisse invariant s(A) et W diminue d'une unité ce
nombre, sauf si s{A)=1, auquel cas s(W(A))=1 . L'opérateur V est le plus dé-
licat a définir.

Certaines propriétés des animaux sur ruban ont une traduction simple en ter-
me de chemins. Par exemple, le fait d'étre sur un ruban revient 3 dire que le che-
min o est restreint & un segment borné de Z . En remarquant qu'un animal dirigé
(général) peut étre obtenu en enlevant les points sources d'un animal 3 source com—
pacte, on pourrait envisager de redémontrer 1'expression de Hakim, Nadal pour aﬁ(C) .
Ceci serait assez délicat avec la seule bijection ¢ . Il vaut mieux utiliser les
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§ 7 et 8. Ceux-ci donnent la véritable structure cambinatoire sous-jacente aux
animaux dirigés.

§ 6 - EMPILEMENTS.

L'orateur a montré dans [26] que la bijection ¢ pouvait &tre obtenue en
canposant trois bijections. Chacune de ces trois étapes utilise des outils intro-
duits par ailleurs pour d'autres problémes variés de cambinatoire.

Soient X et P deux ensembles et w une application de P dans 1'ensem-
ble des parties de X . Un empilement étiqueté (sur X avec pi€ces dans P ) est
un ensemble (partiellement) ordonné (E,<) muni d'une application 6 : E >~ P vé-
rifiant les deux conditions suivantes
(i) pour tout xeX , {0€E , xem(6(a))} est une chaine de E ,

(ii) pour tout o,BeE , a<f , il existe une chaine a = al<u2 cee gy = B telle

que n(e(ai) )nﬂ(e(cti_*_l));»é # pour Il<is<k-1 .

L'ensable X est la base, P 1'ensemble des piéces. la relation " a<B "
est dite " o est en-dessous de B ". Cette définition formalise la notion intui-
tive d'empilements de pidces camme celui formé par des daminos sur un échiquier
dessiné sur la figure 6.

Dans cette figure X =R x R , les piéces sont
les intérieurs des réunions de deux carrés
élémentaires 3 coordonnées entiéres. L'appli-
cation m est 1'indentité, 6 associe a tout
domino de 1'empilement sa "position" projetée
Q_—' sur 1'échiquier. En général les pieces seront
! 1 / des parties de X et r est alors 1l'identité.
/'{ \\A\"‘\ y Q2 Nous avons introduit = dans la définition
',/\\&y /\(\\i\ : ‘ " générale car nous aurons besoin d'empiler des
parties d'un ensemble X ayant une structure

canbinatoire (cycles ou chemins). En général
X et P seront infinis. L'ensemble E sera

Fig.6 - Un empilement de piéces toujours £ini.

On définirait facilement la notion d'isamorphisme entre deux empilements ayant
les mémes triplets (X,P,7). On appelle empilement sur X avec piéces dans P (ou
type d'empilement) un empilement étiqueté sur X avec piéces dans P défini a un
isomorphisme prés. Pour une définition plus rigoureuse, on se référera aux "espéces
de structures" de Joyal [50]. Les empilements &tiquetés forment une espéce. Les
empilements sont les types de cette espece. Par abus de language, nous dirons que
les éléments d'un empilement sont des piéces.

Dans les problémes de dénambrement on utilise les séries ordinaires pour les

empilements, et les séries exponentielles pour les empilements étiquetés. Pour ces
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derniers on supposera toujours que E est un segment {1,...,n}.

Premidre étape : Animaux dirigés - empilements. Prenons X =% . Appelons domino
une paire (i,i+l) pour ie%Z . Prenons pour P 1'ensemble de ces daminos et pour
m 1'identité de X . Comme indiqué sur la figure 7, un animal dirigé sur réseau
triangulaire devient
un empilement de do-
minos sur %Z . La
direction privilié-
giée est le Nord.
Chaque point de 1'a-
nimal est remplacé

direction privilégiée

par un damino.

Fig.7 - La correspondance animaux dirigés - empilements.

LEMME 5 - Cette correspondance entre animaux dirigés et empilements de dominos
sur Z est bijective.

Aux points sources correspondent les piéces minimales (rien en dessous). En
particulier,aux animaux dirigés n'ayant qu'un seul point source correspondent les
pyramides, c'est-a-dire les empilements n'ayant qu'une seule piéce minimale.

Un empilement E est dit strict lorsque la condition suivante est vérifiée

(11) a,BeE , a<B , m(6(a)) = w(6(B)) =IyeE , oky<B .

Dans la bijection du lemme 5, aux animaux sur réseau carré correspondent les
empilements stricts (de dominos sur Z ).

Deuxiéme étape : Empilements - chemins. Ici la base X est quelconque. Soient u
et v deux éléments de X . Les piéces sont maintenant de deux sortes : les cycles
(ou permutations circulaires vy : I'»T sur une partié IcX ) et les chemins

w = (s°= Uree.rs = v) allant de u 3 Vv et ne se recoupant pas avec eux-mames.
On définit n(y)=r et n(w) = {so,...,sn}.

LEMME 6 -~ Il existe une bijection entre les chemins w de X allant de u 4 v
et les pyramides E sur X dont les piéces sont des cycles, sauf la piéce mini-
male qui est un chemin (allant de u d V et ne se recoupant pas avec lui-méme).
De plus, pour tous sommets X et y de X , le nombre de pas élémentaires (X,y)
de w est égal au nombre de pas élémentaires (X,y) du chemin de la pyramide,

augmenté du nombre de cycles vy de la pyramide tels que y=y(x).

En particulier pour X=Z , un chemin allant d¢ 0 & v appartient & Fn
(défini au § 5) si et seulement si la pyramide associée est du type suivant : le

chemin formant la piéce minimale est la séquence (0,1,2,...,v) si v20 (resp.
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0,-1,-2,...,v) si v<0) ; les cycles sont de longueur un ou deux, ces derniers
étant formés de deux points consécutifs. Ces cycles sont identifis respectivement
aux piéces appelées monomino {i} et dominos {i,i+l}. Si le pas statiomnaire
Si41= S; est interdit pour le chemin w , les empilements ne sont formés que de
daminos.

En cambinant ces remarques avec les lemmes 5 et 6, on dé&duit que le nombre
bn d'animaux de taille n , sur réseau triangulaire et ayant un seul point source
est

(12) b = £ ()

Cette formule avait été conjecturée par Dhar et al. [14], puis obtenue par
Dhar [12] en utilisant un modéle de gaz de Baxter (voir § 8). Asymptotiquement,
-1/2

bn'\' 4" n et 1'hypothése d'universalité est bien vérifiée.

Troisiéme &tape : Empilements -+ Empilements stricts. C'est une bijection assez
technique transformant un empilement strict de dominos sur N en un empilement de
monaminos et daminos sur les entiers positifs pairs (voir figure 8). Cette bijec-
tion est inspirée d'une autre, beaucoup plus simple, provenant du modéle combina-
toire pour les polyndmes orthogonaux généraux de [55] et &voqué au § 7.

En combinant les trois étapes ci-dessus, on retrouve alors trés exactement la
construction de Y(w) du § 5 dans le cas ol me}?":l (c'est-a-dire !Linf(up(m)) =0).

Trés peu reste alors & faire pour définir ¢(w) dans le cas général.

!
|
|
|
|
'
|

: v

! iz +
Fig.8 - La correspondance chemin -+ animal dirigé,dans le cas man .

Empilements et monoides de. commutation de Cartier et Foata.

Cartier et Foata ont introduit en [38] les monoides de commutation, en liai-
son avec le céldbre "master theorem" de MacMahon et les propriétés de réarrangements
de suites. Foata [44], [45] a montré que cet outil fournissait un modéle combinatoi-
re pour les preuves bijectives de théorémes classiques d'algébre matricielle (inver-
sion de matrice, identité de Jacobi, ...). Dans le cas des chemins et cycles (lem-
me 6) Dulucq et l'orateur [40] ont introduit les empilements afin de simplifier et

d'unifier ces considérations bijectives. Ce formalisme s'applique aussi a d'autres
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domaines combinatoires (polynémes orthogonaux [55]1 et polyndmes de couplage d'un
graphe [391).

Les monoides de cammtation sont définis comme suit. Soit Mo(P) (noté aussi
P*) le monoide £ibre engendré par P . Soit C une partie de PxP . Le monoide
de commtation engendré par P et C est le monoide quotient de Mo(P) par la
ocongruence engendrée par les relations de commtation oB=Ba pour (a,B)eC . Pour
toute application mw: P+X on associe l'ensenble C des paires (o,B) telles que
m(a)n 7(B) =@ . Chaque élé&ment du monoide de commutation associé est en bijection
avec un empilement sur X de pieces dans P . Chaque mot de longueur n d'une mé-
me classe d'équivalence est en bijection avec un empilement &tiqueté (E={1,..,n},%4)
tel que i<j d@s que la piece i est au-dessous de j . Le lemme 6 est simplement
une version déguisée d'un théoréme de Cartier, Foata [38] .

§ 7 - INVERSION

Dans ce paragraphe, on suppose que la base X et l'ensemble P des piéces
des empilements sont finis. Soit K un anneau commutatif unitaire et v une appli-
cation P~ K appelée valuation. En pratique K est l'anneau des entiers ou l'an-
neau des polyndmes cammutatifs 3 plusieurs variables et a coefficients entiers. lLa
valuation d'un empilement (E, ,6) est le produit aELEV(e(“)) . Un emwpilement estdit
tuivial lorsque les éléments de E sont deux d deux incamparables. Ceci revient &
dire que les ensembles m(8(a)) sont deux & deux disjoints. Notons D(x) le poly-
nfme défini par la relation

(13) DG =& (1) Bl @& xEl,

ol la samation est parmi les empilements triviaux sur X avec piéces dans P .

LEMME 7 - La série génératrice des empilements valués sur X avec piéces dans P
est ™
Bl _ _1

(14) EV(E) x 56 -

Ce lemme est une réécriture du théoréme 2.4 de [38] donnant la fonction de
MSbius des monoides de commutation. La notion de fonction de MSbius d'un ensemble
(partiellement) ordonné, généralisant celle bien connue sur les entiers, a été po-
pularisée par Rota [52]. Elle joue un grand rble en cambinatoire.

L'avantage de la version présentée ici est de pouvoir émoncer un lemme plus
fort sur la série génératrice des empilements dont les piéces minimales sont fixées
a l'avance. Celle-ci prend la forme suivante

Fl - NG
(15) %‘V(F) X Dix) '
ol N(x) est un certain polyndme de Kx].

L'idée de la preuve est la suivante. Soit N(x)= I (-1) ‘Elv(E)v(F)x
(E,F)

|| +[F|
’
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avec E eampilement trivial, F empilement ayant les contraintes demandées. Par
"transport" d'une piéce maximale d'un empilement & l'autre, on définit une involu-
tion groupant deux par deux les termes de méme valuation et de signes opposés. Il
reste un nombre fini de termes donnant le numérateur N(x). Ceux-ci correspondent
aux paires (E,F) pour lesquelles ce "transport" n'est plus possible.

On applique la relation (15) aux empilements de daminos sur un segment
X={1,...,k}. La valuation d'un domino est prise égale & 1. Notons Uk(x) le poly-
nfme de Tchebycheff de deuxiéme espéce. Il est défini par sin(k+l)g=sing U (cosg) .
Le polyndime D(x) défini par (13) est alors le polynime réciproque F;(x) du po-
lyndme orthogonal Fk(x) = Uk(x/2) . Une simple application des lemmes 5 et 7 montre
que la série génératrice des animaux dirigés bornés sur un ruban de largeur k dans
un réseau triangulaire est l/F]: (x). Si les points sources sont imposés, on est
alors dans le cas de la relation (15). Le numérateur N(x) est un produit de poly-
ndmes F; (x) dont les indices i correspondent aux largeurs des trous de la sour-
ce. Lorsque la base X est un cycle Ck ayant k sammets, on a les animaux sur
ruban circulaire, et il suffit de remplacer le polyndme Uk(x) par le polynSme de
Tchebycheff de premiére espéce Tk(x) défini par cosk £ = Tk(cosg) .

A nouveav, le cas des animaux bornés dans un ruban sur réseau carré est obtenu
en cambinant (15) avec la troisiéme étape du § 6. L'apparition des monominos dans
les empilements revient a remplacer x par x-1 . Il ne reste plus beaucoup de cal-
culs pour retrouver la proposition 1 et son analogue & bords libres.

Modéle combinatoire pour les polyndmes orthogonaux.

Les considérations précédentes font partie du modéle combinatoire pour les po-
lyndmes orthogonaux généraux de Flajolet [42] et Viemnot [55]. Ce modele est en ter-
me de chemins valués dits de Motzkin. Nous rappelons 1'idée principale, traduite en
terme d'empilements. Soit v({i})=bi et v({i-1l ,i})=>\i les valuations respectives
des monominos et dominos de IN . Les polyndmes Dk(x) définis par (13) avec
x={0,...,k-1} sont les réciproques des polyndmes Pk(x) définis par la récurrence
linéaire
(16) Pk+l(x) = (x—bk) Pk(x) = A Pk_l(x) ' P= 1,p= x-b; .

Une bijection (en fait la méme que celle prouvant (15)) montre que ces poly-
nfmes sont orthogonaux pour la suite de maments Mn= 12) v(P) , ou la sammation est
pami les pyramides sur N , formées de n monaminos ou daminos et dont la piéce
minimale contient 0 . La série génératrice de ces pyramides admet un développement
en fractions continuées du type Jacobi-Stieltjes. Borner les empilements sur
un segment {0,...,k-1} revient 3 prendre les réduites de ces fractions continuées.
_Celles-ci ' se mettent sous la forme (15). Le cas des polyndmes de Tchebycheff ci-

dessus revient a prendre bk= o, )\k= 1. Pour les animaux sur réseau carré on a
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bk= 1, )‘k= 1 . On retrouve alors la suite de polyndmes orthogonaux considérée par
Nadal et al. [21] dans leur preuve de la relation (5) et du calcul du vecteur pro-
pre a(C). Les maments correspondants deviennent des nambres d'empilements (ici
les nambres dits de Catalan et de Motzkin). Signalons que la bijection de la troi-
siéme étape du § 6 est inspirée d'une bijection (beaucoup plus simple) expliquant
les propriétés dites de contraction dans les fractions continuées.

Autres remarques : La relation (15) apparait aussi dans bien d'autres problémes
canbinatoires. Si les piéces sont des cycles valués & partir des éléments d'une ma-
trice A, D(x) = dét(I-A) et le lemme 7 est une forme déguisée du "master theo-
rem" de Mac Maton [51], tandis que la relation (15) devient la formule classique
d'inversion de la matrice (I-3a) .

Si les piéces sont des daminos (valués par 1) sur un graphe fini (paire de
deux sammets voisins), alors le polyndme D(x) défini par (13) est appelé poly-
ndme de couplage du graphe. Le calcul de ce polyndme pour un réseau planaire (du
moins sa "limite thermodynamique") est un célébre probléme ocuvert de mécanique
statistique. ILe calcul du coefficient de plus haut degré (nambre de couplages par-
faits) est équivalent & la résolution du modéle d'Ising (d=2 , champ magnétique
extérieur nul). Ces polyndmes de couplages ont des zéros réels. Une preuve (presque
entiérement) bijective est donnée par de Sainte-Catherine [39] en cambinant (15),
le lemme 6 et une idée de Godsil [48].

§ 8 - ANIMAUX DIRIGES EN DIMENSION 3 ET MODELES DES HEXAGONES DURS.

Soit D une partie connexe finie du réseau triangulaire. Notons h(n,D) le
nombre de fagons de choisir n sommets deux 3 deux non reliés par une aréte (voir
figure 9). La fonction de partition du modéle dit des %exagones durs est

(17 z,(t) = h(n,D) t" .

z
n30

] Rappelons que la limite thermodynamique lorsque D devient grand (dans un
sens a préciser) et

18) Z(t) = lim (ZD(t))l/,DI )
"Dw"

En supposant 1'existence de cette li-

mite, Baxter a récemment résolu ce
modéle [ 30],[1] chapitre 14, et Baxter
Pearce [33]. Dans les deux premidres
références, il suppose de plus cer-
taines propriétés d'analycité de la
fonction 1logZ(t). Le mod&le posséde

Fig.9 - Une configuration de points
contribuant & h(n,D).
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une transition de phase pour tc=% (11+5V5) ~ 11,09.

Notons RRI(q) et RRH (@ la valeur camune des deux membres des identités
de Rogers-Ramanujan

(19) L 8 = ST S
120 (1-q)...(1-gM 120 Q- 1>
2
n“+n
(20) L = = 1

I
120 (1-q) ... (1gH) 1m0 (1-°72) (1)

Pour 0<t<tc , la fonction Z(t) est obtenue en éliminant g entre les
deux équations suivantes

@15
(21) t = -q[l;[IITC_{)_] ,

2 +
22) - (1) (1 gf3)2 (1 S0H) () SmHL 2 SNt 2y 52 .
n20 (1-T) 1-") 142 1"™)3 a3

La résolution est basée sur la méthode des matrices de transfert "par qua-
drant". Baxter introduit un modéle plus général avec deux paramétres L et M sur
un réseau carré avec interactions diagonales. La variable t , considérée camme une
variable formelle dans les séries génératrices ci-dessous, est ici un nombre réel
positif appelé activité (ou fugacité) du gaz. Baxter détermine alors des relations
entre les paramétres L, M et t pour que les matrices de transfert commutent.
Une relation biquadratique est obtenue entre eL et eM , permettant une paramé-
trisation avec des fonctions elliptiques théta. Le modéle initial des hexagones durs
correspond au cas limite du régime I de Baxter, soit I~0 , M » -= .

Dhar [12] a montré que la série génératrice des animaux dirigés (carrés ou
triangulaires, d=2) pouvait se ramener, par changement de variables, au modéle des
hexagones généralisés ci-dessus. Les paramétres ne vérifient pas la relation qui
rendrait le moddle soluble, mais Baxter [32] démontre qu'il s'agit alors d'un pro-
longement pour des valeurs non physiques de l'activité (t<0) d'un modéle résolu
par Verhagen [37] (modéle d'Ising avec champ magnétique sur réseau triangulaire
avec certaines relations entre paramétres). Dhar en déduit la série génératrice (8)
et celle correspordant a (12).

Dans un autre article [13], Dhar considére la série génératrice g(t) des
animaux dirigés sur 'Z3 (avec quatre pas diagonaux autorisés pour les chemins di-
rigés dans la direction (1,1,1)). Il prouve avec des méthodes probabilistes (modéle
de "croissance de cristaux") que g(t) est liée a la densité du gaz

p(t)=t —% logZ(t) du modéle hexagonal de Baxter par la relation

(23) £(t) = -p(-t)

Une démonstration purement combinatoire de cette relation est donnée par
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1'orateur en [27]. En effet, le polyndme (17) est du type (13). Les pidces sont for-
mées par les six sammets des hexagones Elémentaires du réseau hexagonal (voir fi-

gure 10). -1
Le lemme 7 interpréte Z “(t) came empile-
ment d'hexagones. On passe aux séries expo-
W nentielles avec les empilements é&tiquetés.

On peut alors appliquer la technique du com-
posé partitionnel de Foata, Schiitzenberger

[43],[46] (ou sa version modernisée par Joyal

[50]) pour interpréter logZ -

génératrice de certaines pyramides étiquetées.

_< On peut alors bien camprendre le passage i la
Fig.10 - Une pidce pour les limite (15). Il s'agit des "effets de bords"
empilements d'hexagones. dans les pyramides bornés dans un "tube" de

(t) comme série

section D . Ensuite appliquer 1'opérateur
t % revient d "supprimer" les é&tiquettes des pyramides. En revenant aux séries
ordinaires, -p(-t) est ainsi la série génératrice des pyramides d'hexagones. De
maniére analogue d la dimension deux, ces pyramides sont en bijection avec les ani-
maux dirigés sur réseau cubique avec pas diagonaux.
Dhar déduit de (23) et de la solution de Baxter, le camportement asymptotique
du nombre d'animaux. Il correspond 3 un point critique non physique du systéme

tp= -1/t . On dgduit u =% (1145V5) et 6 = 5/6 . Remarquons que % (114575) =

(y_\2/_5)5 provient de la fraction continuée (g=1) de Rogers-Ramanujan
(q)
(23) RII( an 1 _
R
s

Remarque : Une preuve bijective fort simple de cette céldbre identité peut &tre
faite avec les empilements de daminos sur N en prenant pour valuation
v({i-1,i}) = ~g*. En fait Ri(@ et R (9 sontdes cas particuliers des poly-
ndmes D(x) et N(x) apparaissant dans (15).

On pourrait aussi considérer avec Dhar les animaux dirigés sur le réseau dit
"cubique centré" et montrer cambinatoirement 1'équivalence avec le modéle dit des
carrés durs. Ce modéle est aussi le cas limite du modéle de Baxter i deux paramé-
tres, correspondant & L=M=0 . Pour ces valeurs le modéle n'est pas résolu. Les py-
ramides correspondantes sont certaines pyramides de carrés.

Enfin remarquons que le modéle des hexagones durs (resp. carrés durs) revient
d un modéle de Potts q=2 (resp. g=3). D'autre part, Andrews et Baxter [29] vien—
nent d'étendre la résolution du modéle hexagonal avec param@tres dans le cas ou les
variables 0= 0 ou 1 attach@e & chaque sammet du réseau triangulaire peuvent
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prendre p valeurs différentes. Des analogues multilinéaires des identités du type
Rogers-Ramanujan sont démontrées. Une équivalence avec certains modéles de vertex
est démontrée.

§ 9 — DERNIERES REMARQUES.

I1 serait fort intéressant d'avoir une preuve cambinatoire directe du fait
que la série génératrice des pyramides d'hexagones est donnée par les relations (21),
(22) ,(23), et de comprendre ce qui fait la différence avec les dénambrements de py-
ramides de carrés.

Le calcul de la densité et du "paramétre d'ordre" pour les différents régimes
du modéle hexagonal (avec paramétres) fait apparaitre, outre les identités de
Rogers-Ramanujan, douze autres identités du méme type. Six sont nouvelles. Elles
avaient été devinées par Baxter et sont démontrées par Andrews [57]. Le fait sur-
prenant est qu'elles sortent de la classification usuelle des fonctions hypergéo-
métriques. Il serait particuliérement intéressant de comprendre pourquoi les iden-
tités du type Rogers-Ramanujan interviennent sans cesse dans la résolution du mo-
déle hexagonal (voir Baxter [31]).

Les identités de Rogers-Ramanujan peuvent &tre interprétées en terme de par-
titions d'entiers, que 1l'on représente habituellement par un certain animal dirigé
appelé diagramme de Ferrers, (voir Andrews [56]). La recherche d'une preuve bijecti-
ve a fait couler beaucoup d'encre chez les combinatoristes, voir Garsia, Milne [47].
Ces identités ont une interprétation en termes d'algébres de Kac-Moody (voir 1'exposé
de Mac.Donald 3 ce méme séminaire [59]). Ces algébres semblent aussi avoir un rdle
3 jouer dans la compréhension de la résolubilité d'un modéle. Des idées générales
sont avancées (relation triangle-étoile, relation d'imverse). On verra par exemple
Baxter [1] ou Jaekel, Maillard [34], [35].

Des produits infinis en (1-qi) apparaissent dans beaucoup de modéles réso-
lubles. La fameuse fonction A apparait dans le modéle dit des boucles planaires.
Bien qu'une &tude cambinatoire des fonctions elliptiques de Jacobi soit camencée
(Dumont [ 41] ,Flajolet [42] ,Viennot [53]), celle des fonctions théta et formes mo-
dulaires reste i faire. ILes modéles résolubles de la mécanique statistique consti-
tuent peut-&tre un bon point de départ pour cette étude.

Enfin les physiciens s'intéressent aux animaux dirigés croissants (modéle
d'agrégation dirigée, voir par exemple Nadal et al. {22]). Ce sont des animaux di-
rigés étiquetés par les entiers 1,2,...,n , de fagon que les étiquettes aillent
en croissant le long des chemins dirigés. Les célé&bres tableaux de Young [58] cor-
respondant aux animaux "diagramme de Ferrers'en sont un cas particulier. Trois types
de forme d'animaux dirigés conduisent & des formules appelées en combinatoire for-
mules d'équerre. Ce sont les seuls types de telles formules connues actuellement :

tableaux de Yourng, tableaux de Young tronqués, arbres (binaires) croissants corres-
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pondant aux animaux sans boucles. Y a-t-il d'autres formes donnant d'autres formules
d'équerre ? Les tableaux de Young sont associés aux représentations du groupe sy-
métrique. Quelle structure algébrique joue un réle analogue pour les animaux dirigés

croissants ?
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