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Séminaire BOURBAKI
36e année, 1983-84, n° 625 Février 1984

COURBES SUR UNE VARIETE ABELIENNE
[d'aprés M. Raynaud]

par Joseph OESTERLE

INTRODUCTION

Soient A une variété abéliemne définie sur un corps K de caractéristique 0,
X une courbe propre absolument intégre de A définie sur K et non elliptique, T
un sous-groupe de type fini de A(K) .

Nous nous proposons de décrire comment, a4 la suite de travaux de M. Raynaud et
G. Faltings, 1'énoncé suivant, conjecturé par S. Lang en 1965 ([La 1]), a été démon-

~

tre.

THEOREME 1.— L'ensemble des clements x de X(K) dont un multiple nxX (avee n
entien non nul) appartient & T est 4ind.

M. Raynaud commence par démontrer le cas particulier de ce théoréme o I' = {0} :

THEOREME 2 (M. Raynaud).— L'ensemble des &lements de X(K) qui sont de tonsion dans
AK) est gind.

I1 démontre aussi que le théoréme 1 est entrainé par le théoréme 3 ci-dessous,
apparemment plus faible. L'énoncé du théoréme 3 est équivalent 3 la célébre conjec-
ture de Mordell qui affirme qu'une courbe absolument intégre Y définie sur une ex-
tension E de type fini de @ n'a qu'un nombre fini de points rationnels sur E si
le corps de ses fonctions rationnelles est de genre > 2 . Cette conjecture a été ré-
cemment prouvée par G. Faltings, et on a donc :

THEOREME 3 (G. Faltings).— L'ensembte X(K) N T et fini.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 1. Les travaux de G. Faltings ont fait
1'objet d'exposés dans le précédent séminaire. Cet exposé est consacré 3 la démons-
tration par M. Raynaud du théoréme 2 et de 1'implication théoréme 3 = théoréme 1
(cf. n° 4).

“Au n° 1 nous donnons une démonstration, due 4 Bogomolov, de 1'analogue du théo-
réme 2 obtenu en remplagant ''torsion" par ''torsion £-primaire". Les n° 2 et 3 sont
consacrés 3 des résultats de nature p-adique, en admettant un résultat technique dé-
montré aux n° 5 et 6. Le n° 7 décrit diverses généralisations des théorémes ci-dessus.

S.M.F.
Astérisque 121-122(1985)
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J. OESTERLE

Signalons pour finir que 1'on peut donner des énoncés de type '"analytique com-
plexe'" équivalents aux énoncés précédents. Ainsi en remarquant que toute surface de
Riemann S (compacte, comnexe) est algébrisable et qu'une application analytique de
S dans un tore complexe se factorise par la jacobiemne de S , on vérifie aisément

1'équivalence des énoncés du théoréme 2 et du théoréme 2' suivant :
THEOREME 2'.—Soient L un néseau (de nang 2g) de €, ¢ une application analytique
d'une sunface de Riemann compacte connexe S dans C8/L . Si o(S) n'est contenue
dans £'image d'aucune droite affine complexe de €8 , son intersection avec QL/L
est finde.

11 serait intéressant d'obtenir une démonstration purement transcendante du
théoréme précédent.

NOTATIONS

Etant donnée une variété abélienne A définie sur un corps K , un entier nx1
et un nombre premier £ , on pose

A, = Ker(AK) —5 A) ,

A!i°°=rL_>J1Aﬂr’
T,(A) = lim A
£ - &’

(1'application de transition Aﬂr — AKS pour T > s> 1 étant la multiplication
par LTS ).

Pour tout sous-groupe I' de A(K) , on note Div() 1'ensemble des "points de
division de T' ", c'est-a-dire 1'ensemble des x € A(K) dont un multiple nx (avec
n entier non nul) appartient a T .

1. TORSION £-PRIMAIRE, SUIVANT BOGOMOLOV

1.1. THEOREME (Bogomolov).— Soient A une variété abéliemne non nuble définie sur
une extension de type fini XK de @ et £ un nombre premien. Le groupe de Galois
Gy = Gal(K/K) opere sur Le Z,-module T,(A) . Son image dans Aut(T,(A)) contient
un sous-groupe ouvert du groupe d'homothéties ZZ .

Nous renvoyons 3 [Bo] pour la démonstration de ce résultat : en fait la démons-
tration n'y est donnée que lorsque K est une extension finie de Q@ , mais le cas
général s'y raméne facilement par spécialisation. Signalons simplement que Bogomolov
montre, en utilisant les propriétés des modules de Hodge-Tate, que 1'image de GK
dans Aut(Tz(A) @E ¢ Qﬂ) contient un sous-groupe ouvert de son enveloppe algébrique
et d'aprés une remarque de Deligne 1'algébre de Lie de cette enveloppe algébrique
contient les homothéties.

COROLLAIRE.— 1£ existe un entier n > 1 et un éLément o de G
o(x) = nx pour tout XEAE”.

X Zels que L'on ait
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(625) COURBES SUR UNE VARIETE ABELIENNE

1.2. L'énoncé qui suit est le cas particulier du théoréme 2 que 1'on obtient en se

restreignant 3 la partie {-primaire de la torsion.

THEOREME.— Soient A une vaniété abilienne déginie surn un conps K de caracternis-
tique 0, X une couwrbe fermée absolument intigre de A définie sur K non ellip-
tique, £ un nombre premien. L'ensemble X(K) n Apo €82 find.

Quitte 3 remplacer K par un sous-corps convenable sur lequel A et X sont
définis, on peut supposer que K est de type fini sur @ . Choisissons alors o et
n comme dans le corollaire au théoréme 1.1. Pour tout x € X(K) n AZ°° on a
x =ox) € XX .Si XK n AE’" était infini, X serait stable par 1'endomorphis-
me n, de multiplication par n dans A . On conclut grice au lemme suivant :

Lemme.— S4 X est stable pan n, (avec n=2), X est elliptique.

Notons u 1le morphisme de X dans X induit par n, . Son degré est égal a
n2 : en effet si 1'on plonge K dans € et que 1l'on choisit une 1-forme différen-
tielle holomorphe invariante ® sur A(C) dont la restriction 3 1l'ensemble X'(C)
des points lisses de X(C) est non identiquement nulle, on a nfw = nw , d'ol

deg(u)J (WAw) = I
X'(C) X' (D)

Comme le morphisme n, A » A est galoisien de groupe An , 1'ensemble des a € An
tels que X+a soit égal & X contient n2 é&léments. Ce raisonnement appliqué aux

n*wanfw) = n2j WAD .
A A X' (T

puissances de n montre que X est stable par une infinité de translations de A ,

donc est elliptique.

1.3. On peut préciser le théoréme 1.2 par un énoncé "d'uniformité par rapport aux

translations" :

THEOREME.— Sous £es hypotheses du théoneme 1.2, L exidte un entier m tel que pour
toute extension L de K et tout a € A(L) £Le candinal de (X+a)(@) n Apeo 8041
majors par m .

Comme précédemment on peut supposer K de type fini sur @ . La démonstration
du théoréme 1.2 montre que, si o' désigne un automorphisme de L prolongeant o ,
le cardinal de (X+a)(@) n A£°° est majoré par le nombre d'éléments x de
(X+a)(@) tels que nx € (X+o'(a))(L) , ou encore, en notant b un élément de
A() tel que (n-1)b =na - o'(a) , par le nombre d'éléments y de (X+b)(@)
tels que ny € (X+b)(L) . Le théoréme résulte alors du fait suivant : soit Y 1la
sous-variété algébrique fermée {(b,y)/y-b€X , ny-b€X} de A x A ; la premiére
projection induit un morphisme propre de Y dans A , 3 fibres finies d'aprés le
lemme de 1.2, et le cardinal de ses fibres est donc majoré.
Remarque.— Comme 1'avait dé€ja remarqué S. Lang (cf. [La 1]) une démonstration analo-
gue 3 la précédente permettrait d'obtenir le théoréme 2 si 1'on savait, sous les hy-
pothdses du théoréme 1.1, que 1'image de Gy dans Terut(Tz(A)) contient un sous-
groupe ouvert de 2* = 'IZ]'ZE (ce que J.-P. Serre conjecture dans [Se]).
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J. OESTERLE

2. VARIETES ABELIENNES SUR UN CORPS P-ADIQUE

2.0. Dans ce numéro, K deésigne un conps de caracternisiique 0, complet pour une va-
Luation discrete v, R 1l'ammeau de valuation de v , m 1'idéal maximal de R .
On suppose que Le corps nésiduel k de R est algébriquement clos, de caractérnisti-
que p > 0, que le groupe des valeurs de v est Z et on note e 1l'indice de ra-
mification absolu v(p) de R .

On note K une cldture algébrique de K, Vv 1la valuation de X qui prolonge
v, R 1'ameau de la valuation v , m 1'idéal maximal de R .

2.1. Soit A une varniété abélienne définie sur K ayant bonne réduction en v :
cela signifie qu'il existe un R-schéma abélien A dont A est la fibre générique

=

(et un tel A est unique 3 isomorphisme unique prés). La fibre spéciale A, de A
est une variété abé€lienne définie sur k .

2.2. On a une application de spécialisation de A(K) = A(R) dans Ao(k) . Elle est
surjective car A est lisse sur R et s'étend d'ailleurs en une application de
spécialisation de A(K) = A(R) dans A,(k) . Etant donnée une extension finie

K' =X de K, 1'ensemble des éléments de A(K') qui se spécialisent en 0 s'iden-
tifie a 1'ensemble des points a coordonnées dans m N K' d'un groupe formel défini
sur R : cet ensemble est un groupe standard sun K' au sens de ([LIE]l, I, § 7,
n°® 3). Pour tout A € R, , nous noterons A(k) (K') 1'ensemble des points de ce
groupe standard dont les coordonnées ont une valuation strictement supérieure & A .
On pose A(A) x® = I%J' A(A) (K" .

2.3. PROPOSITION.— a) La restriction de £'application de spécialisation & L'ensemble
des points de torsion de A(K) a un noyau fini d'ondre une puissance de p ; elle
est infective 84 e <p-1.

b) Soit M une partie de Div(A(K)) . S& Les degrés [K(x):K]1 sont bornes Lorsque
x décnit M, AL existe un entier 1 = 0 tel que prM s0it contenu dans A(K) .

Posons A = p?1 . I1 résulte des propriétés de l'application exponentielle

([LIE]l, I, § 7, n° 6, prop. 14) que A()») (X) est sans torsion et qu'on a
A(K) ) n Div(A(K)) = A(K) (K) . D'autre part pour tout u € ]0,A] , A(u) (K)/A(A) ®
est annulé par une puissance de p (Loc. cit., n° 4).

L'assertion a) résulte de ce qui précéde car le noyau de l'application de spé-
cialisation A(K) — Ao(k) est contenu dans A(u) () pour tout wu<1t.

Prouvons b). Quitte 3 translater les éléments de M par des €éléments de A(K) ,
on se raméne au cas ol ils se spécialisent en 0 . Les degrés des extensions K(x)
de K ot x décrit M étant bornés, il en est de méme de leurs indices de ramifi-
cation ; ceci entraine que M est contenu dans A(u) (X®) pour un u > 0 convenable
et b) résulte des remarques faites au début de la démonstration.
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(625) COURBES SUR UNE VARIETE ABELIENNE

3. RESULTATS p-ADIQUES

3.0. Dans ce muméro, nous conservons les notations du numéro précédent. Nous suppo-
sons en outre que £'indice de ramification absolu e de R est égal a 1.

3.1. On se donne de plus une courbe X sur A , absolument intégre, définie sur K.
On suppose que X est la fibre générique d'une R-courbe propre et plate X de A
vérifiant les hypothéses techniques suivantes :

(i) La fibre spéciale X, de X est intégre, la normalisée X de X est lisse
sur R, 3 fibres de genre 2= 2 . En particulier la fibre spéciale de X est la nor-
malisée de Xo .

(ii) Soit J 1la jacobienne de X et a:J-A le morphisme d'Albanese associé
au morphisme composé X>X->A.0n suppose que a est surjectif, que son noyau N
est lisse et que le groupe des composantes connexes de N est d'ordre premier & p.

3.2. Les hypothéses précédentes entrainent les résultats suivants :

a) Si a est un dément de AK) -A(K) , 4L existe o€Gal(K/K) tel que X-a#X-o(a)
(en gait on a méme X-a#X-o(a) pour tout o€Gal(K/K) tel que o(a) #a).
C'est une conséquence facile du fait que Xo n'a pas d'automorphismes infinité-
simaux non triviaux puisqu'elle est de genre =2 (cf. [Ra1], dém. de la prop. 6.4.2).

b) L'ensemble X(R/p2R) n pA(R/p2R) est gind.

Cette assertion est le point crucial de la démonstration de M. Raynaud. Nous la
démontrerons aux numéros 5 et 6 : plus précisément, d'aprés les hypothéses de 3.1,
1'hypothése (H) du numéro 5.4 est satisfaite par la courbe intégre Xo de Ao , et
la normalisée Xo de Xo est de genre = 2 . Ceci permet d'appliquer la proposition
5.5 3 Xo . Le résultat que nous cherchons 3 démontrer est alors conséquence de la
proposition 6.5, appliquée au R/p2R-schéma abélien A p R/p2R et 3 la courbe
X xp R/p2R : les hypothé&ses de cette proposition sont vérifiées d'aprés 1'assertion
(C1) de 5.4.

3.3. PROPOSITION.— I£ existe un entien r = 0 zel que £'on ait prx € A(K) pour
tout x € X(K) n Div(A(K)) .

Soit x un élément de X(X) n Div(A(K)) . Il existe d'aprés la proposition 2.3,
b), un entier r(x) 2 0 tel que pr.x x appartienne 3 A(X) . Pour tout
o € Gal(K/K) , on a donc

ox)-x€ X-x)@® n Apco .

Compte tenu du théoréme 1.3, le nombre de conjugués o(x) de x , et donc
le degré [K(x):K], est majoré indépendamment de x . La proposition 2.3, b), permet
de conclure.

3.4. PROPOSITION.— Soit  La réunion d'une famille finie de classes de A(K) mo-
dulo pA(K) . Lersous-groupe de torsion du groupe engendnd parn X(X) N Q est fini.
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J. OESTERLE

I1 existe une extension finie K' de K telle que Q soit contenue dans
A(K') . D'aprés la proposition 2.3, a) et b), la restriction de 1'application de spé-
cialisation A(K) — Ao(k) & l'ensemble des points de torsion de A(K') a un noyau
fini. Il suffit donc pour démontrer la proposition 3.4 de montrer que 1'image de
XX nQ dans Ao(k) par 1'application de spécialisation est finie, et pour cela on
peut supposer que Q est réduite 3 une classe a + pA(K) , avec a € A(K) .

a) Supposons que a appartienne 4 A(K) . L'image de X(K) n Q = X(R) n (a + pA(R))
dans Ao(k) par 1'application de spécialisation est alors finie d'aprés 3.2, b), ap-
pliqué 3 la courbe X-a translatée de X .

b) Supposons que a n'appartiennepasd A(K) . D'aprés 3.2, a), il existe o€ Gal(K/K)
tel que X-a soit distinct de X-o(a) . Or si x = a+u est un élément de
X(K) n (a+pA(K)) , w=x-a =0(x) - o(a) appartient 3 (X-a)(®) n X-o(@) X .
Ceci montre que X(K) N @ est fini et achéve la démonstration.

3.5. PROPOSITION.— Soit T un sous-groupe de type §ini de A(K) . Le sous-groupe de
tonsion du groupe engendré parn X(K) N Div(l) est fini.

D'aprés la proposition 3.3, il existe un entier r > 0 tel que 1'on ait
prx € A(K) pour tout x € X(X) n Div(l') . Posons T' = Div(l) n A(K) . Pour démon-
trer la proposition il suffit d'aprés 3.4 de montrer que 1l'ensemble des classes mo-
dulo pA(K) qui rencontrent X(K) N Div(l) est fini. Or on déduit de 1'application
X prx une application 3 fibres finies de cet ensemble dans I"/pr+11'" et on a :
Lemme.— Le groupe r"/pr+1r" est fdnd.

En effet on a une suite exacte

1 —»A(K)tors —TI' - W1

ol W s'identifie 3 un sous-groupe du Q@Q-espace vectoriel de dimension finie
re, Q. or M/prﬂM est fini pour tout sous-groupe M de I' ®, Q ou de A(K)
Le lemme en résulte.

tors *

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 2 ET DE L'IMPLICATION THEOREME 3 = THEOREME 1

4.0. Nous nous placons dans la situation décrite dans 1'introduction : on a une va-
riété abélienne A définie sur un corps K de caractéristique 0 , une courbe X
propre absolument intégre de A , définie sur K et non elliptique, un sous-groupe
r de A(X) de type fini.
4.1. PROPOSITION (M. Raynaud).— Le sous-groupe de A(K) engendré par X(K) n Div(r)
est de type find.

Quitte 3 remplacer A par une sous-variété abélienne, on se raméne au cas od A

est engendré par les différences des points de X . Des réductions €lémentaires de
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(625) COURBES SUR UNE VARIETE ABELIENNE

géométrie algébrique pour le détail desquelles nous renvoyons d [Ra 1] montrent qu'il
existe :

(i) un sous-corps E de type fini sur @ sur lequel A et X sont définis et
tel que I soit contenu dans A(E) ;

(ii) un nombre premier p et une extension K' de E tels que les hypothéses de
2.0, 2.1, 3.0, 3.1 soient satisfaites pour le corps K' , la variété abéliemme
A e K' et la courbe X *E K' .

D'aprés la proposition 3.5 le sous-groupe de torsion T du groupe engendré par

X(® n Div(r) = X(&") n Div(l") est fini. Soit n son ordre. Pour tout
X € X(K) N Div(r) et tout o € Gal(E/E) ona o(x)-x € T , d'od o(nx) = nx , et
nx € A(E) . Or A(E) est un groupe de type fini (théoréme de Mordell-Weil-Néron) .
Ceci entralne la proposition.

4.2. Le théoréme 2 résulte de la proposition 4.1 appliquée au cas od I = {0} et le
théoréme 1 résulte de la proposition 4.1 lorsqu'on sait que 1'intersection de X(X)
et d'un sous-groupe de type fini de A(K) est finie, ce qui est 1'énoncé du théo-
réme 3.

5. APPLICATIONS DE GAUSS
Dans ce numéro, k désigne un corps algébriquement clos.

5.1. Soient X une courbe propre intégre définie sur k , V un k-espace vecto-
riel de dimension finie et Yy un morphisme d'un ouvert non vide de X dans 1'es-
pace projectif IP(V) des droites de V : un tel morphisme s'étend canoniquement en
un morphisme Y de la normalisée X de X dans P(V) . On appelle degré de 1'ap-
plication rationnelle vy et on note deg(y) le degré de la classe de diviseurs sur
X image inverse par Y de la classe des diviseurs hyperplans de P(V) . De méme si
u:Y-X estune application rationnelle non constante d'une courbe propre intégre
Y dans X on appelle degré de u et on note deg(u) le degré du morphisme fini
¥:Y-X défini par u .
5.2. Avec les notations précédentes, on a :

(1) deg(you) = deg(y)deg(u) ;

(ii) pour tout espace vectoriel W contenant V le degré de 1'application ration-
nelle composée X -—"—»]P(V) — P(W) est égal 3 celui de vy ;

(iii) pour tout sous-espace vectoriel V' de V tel que P(V') ne contienne pas
1'image de v , le degré de l'application rationnelle composée X —Y—>IP(V) —P(V/V")
est inférieur 2 celui de vy : il lui est &gal si P(V') ne rencontre pas 7()\(') .

5.3. Soit X une courbe intégre d'une variété abélienne A définie sur k . Par
translation on identifie 1'espace tangent en un point quelconque de A 3 1l'espace
tangent d 1'origine Lie(A) . En associant 3 tout point lisse x de X 1le point de
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J. OESTERLE

P(LieA) défini par la tangente 3 X en x on obtient une application ratiomnelle
Yy ¢ X — P(Lie A) appelée 1''"application de Gauss' associée 3 X .

5.4. Supposons désormais que le corps algébriquement clos k soit de caractéristi-
que p > 0 . Soit X une courbe propre intégre d'une variété abélienne A définie
sur k .

Soit A -4 B % A 1a factorisation de 1'endomorphisme Pp ¢ A - A de multi-
plication par p , dans laquelle v est étale et u radicielle. Notons Y et 2Z
les images réciproques réduites de X par Py et u respectivement. Soit r le
plus petit entier > 0 tel que le noyau de u soit annulé par la puissance r-iéme
du Frobenius, FF:B— B(r) (ot B(r) est la variété abélienne déduite de B
par le changement de base a P’ de k dans k) : l'isogénie F(r) admet une
factorisation B -%» A Y, B(r) par u,et w induit un morphisme de X dans 2(0)

Supposons que X vérnigde L'hypothese suivante, ol J désigne La jacobienne de
La nowmatisse X de X :

(H) Le morphisme d'Albanese a : J » A associé au morphisme composé XoX-A
est surjectif, son noyau N est lisse, et le groupe des composantes connexes de N
est d'ordre premier 3 p .

On en déduit alors facilement les conséquences suivantes ([Ra 1]) :

(C1) La courbe Y et la courbe Z sont int&gres.

(C2) Le morphisme Wiyt X — Z(r) est birationnel.

(C3) L'application qui & une 1-forme différentielle sur A associe son image réci-
proque sur X est injective. En particulier si dimA>2 (ce qui équivaut, vu (H), 3
dire que le genre de X est 227, 1'application de Gauss Yy n'est pas constante.

Comme Pp n'est pas étale, ona r =1 et il résulte alors de (C2) que 1'on a
deg(ulz) =p'>1, dou :

(C4) On a deg(le) < deg(pA IY) .

5.5. PROPOSITION.— Supposons que X vérnifie £'hypothese (H) et que X soit de
genre 2 2 . Notons Yy et Yy Les applications de Gauss (5.3) associées a X et
Y . Les applications rationnelles Yy et Yy o (pA IY) ne sont pas égales.

Puisque v est étale, on a un diagramme commutatif

Y
Y —Y , P(LieA)
lel
vz

7 ————— P(LieB) .

ol la fléche de droite est 1'isomorphisme déduit de 1l'application tangente 3 v . On
en déduit 1'égalité
m deg(vy) = deg(y; ov,y) = deg(v;)deg(v,y) -

De méme, puisque wix est birationnel ((C2)) onaun diagramme commutatif d'applica-
tions rationnelles composables
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X —X , P(LieA) —— P((Lie A)/M)

“

e MASY

P(Lie 3()

ol M est le noyau de 1l'application tangente 3 w : A~ B(r) .
On en déduit d'aprés 5.2

(2) deg(vy) = deg(Y, (r) oW y) = deg(Y,(yy) -
Par transport de structure le degré de Yz est égal 3 celui de YZ (x) et il résulte
de (1) et (2) 1'inégalité

deg(YY) < deg(Yx)deg(le) .
Or 1'application Yy est non constante d'aprés (C3), donc a un degré non nul ;
d'autre part on sait par (C4) que le degré de vy est strictement inférieur a celui
de Paly * Ainsi le degré de Yy est strictement inférieur a

deg (Yx)deg (PA IY) = deg(vy opy IY) :

6. ETUDE MODULO p2

Dans ce numéro, k désigne un corps algébriquement clos de caracténistique
p>0 et R un anneau local de corps résiduel k dont 1'id€al maximal est non nul,
engendré par p , de carré nul : autrement dit R est {somorphe a L'anneau des vec-
tewws de Witt de Longueurn 2 sun k.

6.1. Soit S une R-algébre. On note y +— [ylP et y + ply]l les applications de
S/pS dans S déduites par passage au quotient des applications x—xP et X - pX
de S dans S (et on utilisera les notations analogues pour les faisceaux de
R-algebres). Lonsque S est plat sur R et que L'anneau S/pS est réduit, L'appli-
cation (y,y') = [yl® + ply']l de (S/pS)2 dans S est injective et son image est.
SP + ps .

6.2. Soit A = (A,OA) un R-schéma abélien. Sa réduction modulo p , Ao, = (é,OAo) ,
est une variété abéliemme sur k . Notons Pp = (p,u) 1'endomorphisme de multiplica-
tion par p dans A . Sa réduction Pa, modulo p a une différentielle nulle. Par
suite le p-morphisme de faisceaux u de 0, dans 0p induit un p-morphisme de
faisceaux de 0A dans OK + pOA . Puisque A est plat sur R et Ao, réduit, u
s'écrit (cf. 6.1)

u=[u]P+ plu"]

~

ol u' et u'" sont des p-morphismes de faisceaux d'ensembles 0, dans Op, -
0

6.3. Soit S une R-algébre. De la surjection canonique S—So, = S/pS on déduit
un homomorphisme de groupes g A(S) — A(So) = Ao(So) ; cet homomorphisme est
surjectif car A est lisse sur R .
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Lemme.— 1L existe une unique application Qg Ao (So) — A(S) rendant commutatif Le
diaghamme

A —2HAGL )

g 2 n
Ao(lso)m%(lsos)

L'unicité de Qg résulte de la surjectivité de Mg . I1 suffit pour prouver

Q)

1'existence de g de montrer que 1'image par p.1 A(S) d'un €lément x de A(S)
ne dépend que de ns(x) . Un élément x de A(S) est un couple (x,v) ol Xx est
une application continue Spec(S) — A et Vv un x-morphisme de OA dans OS .
Alors ns(x) est égal 4 (X,vo) , ol Vo est le x-morphisme de vo dans OS0
déduit de v par réduction modulo p . Quant 3 1'image de Xx par p'1A(S) , elle
est égale d'aprés 6.2 4 (y,w) ol y=pox et ol w estle y-morphisme de OA
dans OS donné par la formule

2 w= [voou'lP + plvo ou"] .

Ceci prouve le lemme.

6.4. Conservons les notations précédentes. Soit en outre X une courbe de A propre
et plate sun R ; notons Xo La courbe de Ao déduite de X par réduction modulo
P AL:ppOAoM que Xo et son image néciproque réduite Yo par P, sont Aintegres.

Etudions le diagramme (1) lorsque S est 1'algébre des nombres duaux R[e] .
Dans ce cas le groupe Ao(So) = Ao(kle]l) est le groupe des points a valeurs dans k
du fibré tangent de Ao : il s'identifie canoniquement au groupe produit
Ao (k) x Lie(Ao) . De maniére analogue A(S) = A(R[e]l) s'identifie & A(R) x Lie A ;
le R-module Lie A est libre de rang fini et Lie(Ao) s'identifie 3 LieA/pLieA.
Par passage au quotient on déduit de la multiplication par p dans Lie(A) un iso-
morphisme, noté E + p[E] , de Lie Ao sur pLieA .

Les identifications précédentes étant faites, soit yo un point lisse de Yo(k)
et E un élément de Lie Ao . Pour que 1'élément (yo,E) de Ao(k[e]) appartienne
3 Yo(k[e]l) il faut et il suffit que E appartienne a la droite Yy, (yo) , ol Yy,
est 1'applicationde Gauss associéed Yo (cf.5.3). Vulacommutativité dudiagramme (1),
1'image de (yo,E) par %R[e] est (x,plE]), avec x=aR(yo) , et le point x de A(R)
reléve 1'élément Xo = pyo de Xo(k) . Supposons maintenant de plus que Xo est un
point lissede Xo(k) . Alorssi n estunélémentde LieA , pour que 1'élément (x,n) de
A(R[e]) appartienne 3 X(R[e]) il fautet il suffitque x appartiennea X(R) etque n
appartienne a 1'espace tangent & X le longde lasection x (que l'onidentifie par trans-
lation 3 un facteur direct libre YX(x) derang 1 du R-module LieA).Ladroitede LieAo
déduite de YX(x) par réduction modulo p est Yxo(xo) : enparticulier si n appartient
a plieAn Yx(x) il est de 1la forme plnol avec no € Yxo(xo) .

De la discussion précédente, nous tirons la conclusion suivante : &4 £'image de
Yo (k[€]) par %Rle] est contenue dans X(R[e]) , Les applications rationnelles
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Yy, et YXo ° Pao Yo de Yo dans IP(Lie Ao) 4sont Zgales.

6.5. PROPOSITION.— Sous Les hypotheses de 6.4, L'une des conditions suivantes est sa-
tisfaite

a) L'ensemble pA(R) n X(R) est gind.

b) Les applications rationnelles Yy, et YXo ° Pag 1Yo de Yo dans P(Lie Ao)
sont egales.

Notons I (resp. Jo ) le faisceau d'idéaux de OA (resp. OAo)qui définit X
(resp. Yo ) et J§ le faisceau d'idéaux de q% engendré par Jo et les images de I par
les p-morphismes de faisceaux u' et u" (cf. 6.2). Notons Y le sous-schéma
fermé de Yo défini par J§ . Distinguons deux cas :

a)Ona J, & J§ . Dans ce cas Y{(k) est fini puisque Y, est par hypothése une
courbe intégre. Or il résulte du diagramme (1) que pA(R) N X(R) est égal a
o.R(Yo (k)) n X(R) . D'aprés la formule (2) cet ensemble est égal a aR(Yg (k)) . La
condition a) de la proposition est donc satisfaite.

b) On a Jo = J§ . Dans ce cas il résulte de la formule (2) que 1l'on a
aS(Yo (So)) = X(S) pour toute R-algébre S . En prenant S = R[e] , on voit d'apres
6.4 que la condition b) est satisfaite.

7. GENERALISATIONS

7.1. La conjecture suivante, formulée par S. Lang ([La 2], p. 221) généralise de fa-
con naturelle 1'énoncé du théoréme 1 :

Conjecture.— Soit A un groupe algébrique commutatif, extension d'une variété abé-
lienne par un tore, défini sur un corps algébriquement clos K de caractéristique
0 . Soient X une sous-variété algébrique fermée de A et TI' un sous-groupe de

type fini de A(K) . L'ensemble des éléments x de X(K) dont un multiple nx (avec
n entier non nul) appartient 3 I' est contenu dans la réunion d'une famille finie

de sous-variétés de X qui sont des translatées de sous-groupes algébriques de A .

On connait les résultats partiels suivants :
a) Cas oii A est un tore : la conjecture a été démontrée par P. Liardet ([Li])

lorsque X est une courbe, puis par M. Laurent ([Lt]) dans le cas général.
b) Cas ot T = {0} ("points de torsion sur X'") et A est une variété abélienne : la

conjecture a &té démontrée par M. Raynaud ([Ra 2]). Lorsqu'on se restreint 3 la tor-
sion £-primaire, les démonstrations de Bogomolov exposées au n° 2 se généralisent
également ([Bo] et [Ra 21).

c) Cas ol A est une varniété abélienne et oii X ne contient aucun thanslaté de
sous-variete abélienne non nulle de A : M. Raynaud montre ([Ra 3]) qu'alors
X(X) n Div(r) engendre un sous-groupe de type fini de A(K) .

7.2. Plagons-nous dans les hypothéses du théor&me 2. Pour toute extension L de K
et tout a € A(L) , 1'ensemble des points de (X+a) (L) qui sont de torsion dans
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A(L) est fini. On peut se demander s'il existe un majorant du nombre de ces points
indépendant de a : M. Raynaud déduit de 7.1, b) qu'il en est bien ainsi lorsque X
n'est pas contenu dans une surface abélienne de A .

Addendum : A 1'aide d'une théorie de 1'intégration p-adique, R. Coleman montre,
dans un article a paraitre intitulé " p-adic abelian integrals and torsion points
on curves', que, sous les hypoth&ses du théoréme 2, et en supposant en outre que K
est un conps de nombres et que A est a multiplications complexes, on peut donner

des bornes effectives simples du nombre de points de X(X) qui sont de torsion
dans A(K) .
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