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Séminaire BOURBAKI
35e année, 1982/83, n° 601 Novembre 1982

K2 ET LE GROUPE DE BRAUER
[d'aprés A.S. Merkurjev et A.A. Suslin]

par Christophe SOULE

Notation.— Si A est un groupe abélien et n > 0 un entier, on note nA (resp.

A/n ) le noyau (resp. le conoyau) de la multiplication par n dans A .

I. Enoncé du résultat principal

I.1. Cohomologie galoisienne

Soit F un corps, F une cldture séparable de F , G = Gal(F/F) 1le groupe
de Galois de F sur F , et M un G-module dont tout élément est fixé par un sous-
groupe ouvert d'indice fini de G . La cohomologie galoisienne Hk(F,M) de F & coeffi-
cients dans M , est, par définition, la cohomologie continue du groupe profini G
3 coefficients dans M [16], [21]. En particulier, on note € = F* le G-module
des éléments inversibles de F et W le sous—-groupe nf* de F* . Si n est in-
versible dans F on a une suite exacte de G-modules (suite exacte de Kummer) :

] —u —=G i UR G — 1
n m m

d'oll on tire une suite exacte longue en cohomologie. Mais le Théoréme 90 de Hilbert

affirme H‘(F,Gm) =0 . On a donc des isomorphismes

H'(F,u ) =~ HO(F,E )/n = F*/n
et
2 ~ {2 o~
H (F’ul'l) - nH (Facm) - nBr(F) k4
ol Br(F) est le groupe de Brauer de F .

Si a € F¥* on note (a) sa classe dans H‘(F,uh) . Si A est une algébre

simple centrale sur F , on note [A] sa classe dans Br(F) .

I.2. Symbole galoisien

. @2 ~ @2
On a un cup-produit H‘(F,U.n) x H‘(F,un) —_ HZ(F,u.n ) , ol [ T ®un .

Si aet b €F*¥ et 1/n €F on note
@2
(a,b)p = (a) U (b) € B2(F,10")
le cup-produit de (a) et (b) . Il est clair que
(aa’,b)F==(a,b)F+(a',b)F et (a,bb')F==(a,b)F+(a,b')F .
Mais on a aussi la relation suivante :

Lemme 1.— S a €F, a#+0 et a#+l, ona (a,l-—a)F =0
Prewve.— cf. [21] 3.1.
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C. SOULE

1.3. On désigne par Kz(F) le groupe ab&lien engendré par les couples {a,b} ,

a,b €F*, soumis aux relations {aa',b} = f{a,b} + {a',b} , {a,bb'} = {a,b} + {a,b'} ,
et f{a,l-a} =0 si a# 0,] . Le lemme | affirme donc que 1l'application

{fa,b} — (a,b)F induit un morphisme

hp ¢ k2(F) — H2(F,10%) ,
ol kz(F) = K2(F)/n . Ce morphisme hF est appelé symbole galoisien. Si
{a,b} € K2(F) , on notera {a,b} sa classe dans k2(F) . Merkurjev et Suslin ont

démontré le résultat suivant

THEOREME 1 ([101, [11]).— Pour tout corps F et tout entier n <inversible dans F
le symbole galoisien

@
hy ¢ ka(F) — H2(F,10%)

est un isomorphisme.

3

I.4. Si K < F* on savait déja ([17], .1, ou [12]) :

i) Les énoncés suivants sont équivalents : hF(fETB}) =0, f{a,b} =0, 0u"b
appartient i 1'image de la norme F(Va)* —s F* ",

ii) si a € F* , tout &lément x du noyau de HZ(F,ﬂ:Z) — HZ(F(Q/E),ng) est
de la forme x = hF({a,b}) , b €F*,

I.5. Le Theoréme | &tait connu par exemple quand F est un corps fini, ou quand F
est un corps de nombres [21].
I. Conséquences

Io.1. Algébres simples centrales

Supposons que F* contienne le groupe W des racines n-iémes de 1'unité (et
1/n € F ). Le choix d'un générateur { de W établit un isomorphisme entre u@z
et 1 . On a donc H2(F,ugz) o HZ(F,uh) o nBr(F) .S a,b €F* 1'image de (a,b)F
dans Br(F) par cet isomorphisme est la classe d'une algébre simple centrale
Ag(a,b) sur F , dite cyclique. Cette algdbre est engendrée sur F par des &léments
X et Y soumis aux relations X" = a . Y® = b et XY= CYX . Par exemple, si
n =2, l'algébre A_4(a,b) est une algébre de quaternions. On notera que Ag(a,b)
est trivialisée par 1'extension cyclique F(Va) de F . La surjectivité du symbole

galoisien montre donc

COROLLAIRE 1 [11].— i) SZ A est une F-algébre simple centrale telle que nl[A]l =0

et W < F* , l'algébre A est semblable a un produit tensoriel d'algébres cycliques™.
ii) 52 n[Al =0 et 1/n € F, l’algébre A est trivialisée par une extension ré-

soluble a4 deux crans.

iii) 87 tout élément de F est un carré et 1/2 €F , Br(F) =0 .

1 Elle n'est pas nécessairement isomorphe 3 un produit tensoriel de telles algébres [1].
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Ces résultats répondent a des questions &tudiées depuis longtemps (par exemple, le

corollaire 1, ii) est montré dans [4] pour une algébre de degré 5 ).

I.2. Cycles en codimension 2

m.2.1. Soit X/F une variété algébrique lisse sur un corps F - Pour tout entier
i 20, le groupe des cycles de codimension i sur X, noté. ff(x) , est, par dé-
finition, le groupe abélien libre engendré par l'ensemb}e X(l) des sous-variétés
f?rmées irréductibles de codimension i de X . SOit'§;at(X) le sous—-groupe de
/éﬁ(x) engendré par les diviseurs des fonctions rationnelles non nulles sur les

sous-variétés fermées irréductibles de codimension i-1 de X . Le quotient
i _ L1 i
CH (X) = @r(x)ﬁaéat(x)

est le groupe de Chow en codimension i .

I.2.2. Le Théoréme | est l'ingrédient nouveau essentiel qui permet d'établir le

THEOREME 2.— Soit X une variété projective, lisse et géométriquement irréductible
sur un corps F
i) [11] 82 F est algébriquement clos et 1/n € F , le groupe nCH2(X) est fint.
ii) [6] SZ F est fini, le sous-groupe de torsion de CH2(X) est fint.
iii) [5] SZ F est un corps de nombres et st X est une surface rationnelle, le

groupe CH2(X) est de type fint.

II. K-théorie des variétés

N.B.— Tous les schémas considérés sont noethériens et séparés.

II.l. Généralités

La preuve du Théoréme | utilise la K-théorie algébrique des schémas définie par
Quillen dans [13]. Celui-ci associe & tout schéma X (resp. & tout anneau unitaire
A , commutatif ou non) et @ tout entier m = 0 des groupes abéliens Km(X) . Leur
définition utilise la catégorie P(X) des Ok-modules localement libres de type fini
(resp. la catégorie J(A) des A-modules 3 gauche projectifs de type fini).

Si X = Spec(A) est un schéma affine on a Km(X) = Km(A)

Si f : X->Y (resp. f : B > A ) est un morphisme de schémas (resp. d'anneaux

unitaires), il induit des morphismes de groupes
x . * .
£* Km(Y) — Km(X) (resp. f£* : Km(B) — Km(A) ).

Si X et Y sont réguliers et si f : X > Y est un morphisme fini, il induit
aussi un transfert

£t K () — K (V) .

Quand f : F » E est une extension finie de corps, on appellera aussi norme, et on
le transfert

= £, : K_(B) — K_(F) .

notera NE/F N

Ne/F
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C. SOULE

Le produit tensoriel de Oy-modules conduit d une structure produit [22]
Km(X) x Km,(X) — Km+m'(x) . m,m' =20 .
Si f : X > Y est un morphisme fini entre schémas réguliers, on a une formule de
projection
fo(x.£¥(y)) = £,(x).y , x € Km(X) » ¥y € Km'(Y) .
Si E/F est une extension finie de corps, de degré d
F, XE =X Spgc F Spec E et f : XE-* X le morphisme canonique, la formule de
projection implique en particulier

, X un schéma régulier sur

f f*¥(x) = £,(1.£%(x)) = £,(1).x = dx .
Si E/F est une extension galoisienne de groupe de Galois G , on montre aussi que

f*¥f_(x) = 2 g¥(x)
* g€G 8

Si A est un anneau unitaire et Mn(A) 1'algébre des matrices n x n sur A , les

catégories P(A) et @(MH(A)) sont équivalentes ("équivalence de Morita'"), d'oli des isomor-
phismes Km(A) = Km(Mn(A)) .
II.2. Exemples
Si m=0 1le groupe Ko(X) (resp. Ko(A) ) est le groupe de Grothendieck de
la catégorie R(X) (resp. J%(A) ) étudié dans [9].
Si A est un anneau unitaire, si GL(A) = L%g GLn(A) est le groupe linéaire

infini sur A , et si E(A) = GL(A) est le sous-groupe engendré par les matrices

élémentaires, on a aussi
K1(A) = GL(A)/E(A) et Ka(A) = Ha(E(A),Z) .

On trouve, avec cette définition, que si F est un corps on a Ko(F) =Z ,
K4(F) = F¥ , et que Ka(F) est le groupe défini au paragraphe I.3. (Théoréme de
Matsumoto, cf. [12]).

Si D est un corps gauche de dimension n? sur son centre F , on a
Ko(D) = Z et Kq(D) = D*/[D*,D*] . Si n est premier et si Nrd : D¥ — F* dé&si-
gne la norme réduite, on a aussi K4(D) = Nrd(D*) (Théoréme de Wang, [23]). Enfin
Rehmann étudie dans [14] le groupe K2(D) .

Si E/F est une extension finie de corps de degré d , la norme
NE/F : Km(E) — Km(F) est la norme usuelle si m=1, et si m= 2 elle est in-
duite par les morphismes En(E) — End(F) (associés 3 un choix arbitraire d'une

base de E sur F , ef. [12]).

I.3. Suite spectrale de Brown-Gersten—Quillen [13]

Si X/F est une variété algébrique lisse de dimension d sur un corps F , un
outil pour le calcul de Km(X) est la suite spectrale dite de Brown-Gersten-Quillen

(en abrégé BGQ) qui raméne le calcul de K (X) & celui de la K-théorie des corps
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résiduels de X . Cette suite spectrale Eit(X) est de type cohomologique, elle est

située dans le quatriéme quadrant, et elle converge vers K_s_t(x) . Elle est contra-
variante pour les morphismes plats, et covariante pour les morphismes finis. La fil-
tration F.,
dim
codimension du support. On a

Km(X) qu'elle définit sur la K-théorie de X est la filtration par la

K (F(x)) si s20 et s+t <0
st -s—t

®.
B3t = {xex(®)

0 sinon,
oli F(x) est le corps des fonctions de la sous-variété fermée irré&ductible x de
codimension s dans X .

Soit E—t le faisceau associé au préfaisceau sur X pour la topologie de

Zariski U +—— K-t(U) . On a

s .

H (X,K ) si s20 et s+t <0
20 =) T

sinon.

L'image de la différentielle

i @ Fwr —Er T - @z - 2 ()
xex(i-1) x€x (1)
est iat(X) . D'ol la formule [13] : E3’ '(X) = Hl(x,gi) = CH'(X) . Ceci explique

pourquoi la compréhension de K2 conduit 3 des résultats sur CH2(X) .

II.4. Dégénérescence de la suite spectrale BGQ

Les classes de Chern 3 valeurs dans les groupes de Chow

i,-i

c; t Ko(X) — cui(x) =E2’ (X), 0

IA

i<d,

et le Théoréme de Riemann-Roch pour une immersion fermée montrent ([9], XV.4) que le
noyau du morphisme (surjectif)

i

(x)

1

B2 (0 — BT

est annulé par (i-1)! .
Dans [7] Gillet définit plus généralement des classes de Chern
i-m,-

c : Km(X) — E2

i .
im X , 0<i<d, m>0,

et il montre qu'elles vérifient un Théor&me de Riemann-Roch. Il en résulte [11]
i,-i-1

B @ zli/an] ~ e ) @ zi1/ar) .

Ceci sera utilisé dans la Proposition 2 ci-dessous.

IV. Variété@s de Severi-Brauer

.1. Définition [17]
Soit A une algdbre simple centrale de dimension n2 sur F . Notons Gr (A)

la grassmanienne des sous-variétés linéaires de dimension n de A . Soit X le
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C. SOULE

sous—-schéma fermé de Gr(A) défini par la condition que si x € X la variété 1liné-
aire associée @ x est stable par la multiplication a droite par A . On montre que
X est une variété projective de dimension n-1 sur F , dite variété de Severi-
Brauer, et que, si E/F est une extension du corps F , les €noncés suivants sont
équivalents :

i) [a @% E] = 0 dans Br(g) .

n-1

E

iii) L'ensemble X(E) des points de X 3 valeurs dans E est non vide.

ii) X @% E est isomorphe 3 1'espace projectif TP

En particulier, ces &noncés sont vérifiés par le corps E = F(X) des fonctions
rationnelles sur X .

On voit donc que si “h < F* |, 3 un symbole {a,b} € ko(F) sont associées,
outre 1l'algébre cyclique Ac(a,b) définie en I.1., la variété de Severi-Brauer
X = X(a,b) correspondante sur F (qui est un espace projectif si et seulement si
{a,b} = 0, d'aprés I.4. i)). L'idée centrale de Merkurjev et Suslin consiste i com-

parer les symboles galoisiens hF et hF(X) . Pour cela on étudie la K-théorie de X.

IV.2. Soit D une algébre simple centrale de degré premier p sur F (donc D est une

algébre a2 division ou bien Dc=Mp(F) ), et X la variété de Severi-Brauer correspondante.
.2.1. En &tudiant la structure de J(X) Quillen a montré

PROPOSITION 1 ([13], Th. 4.1.).— 5S¢ m =0 on a une décomposition en somme directe
_ @2 ®(p-1)
Km(X) = Km(F) @Km(D) @Km(n )y ® ... @Km(D )

on D' est le produit temsoriel sur F de 1 exemplaires de D .
Par exemple, si X est triviale, ona D = MP(F) , et
@i, _ _

K () = Km(Mpi(F)) K (F)

I.2.2. Supposons que D est non triviale sur F et soit L/F une extension de

. cos s . -1
degré p de F qui trivialise D . Si XL =X ﬁ% L , on a donc XLez PE

PROPOSITION 2 ([11], [20]).—1i) SZ 1 20 ona gHi(X) =7Z 'et CHi(XL) =Z . 57
i 21 le morphisme d'extension des scalaires CH' (X) — CHl(XL) est la multipli-
ecation par P .

ii) Oon a H'(X,K2) = Nrd(D*) et H1(XL,§2) = L* . Le morphisme
H1(X,K2) — H’(XL,gz) est 1'inclusion Nrd(D¥) < F* < L* .

iii) Le morphisme m* : Ka(F) — HO(X,K2) (induit par le morphisme de définition
m : X — Spec F ) est un isomorphisme.
Résumé de la démonstration.— i) soit ©(-1) le fibré inversible standard sur
XL = PE_I , Y€ Ko(XL)' sa classe, et E € CH1(XL) celle du diviseur asso?ié a
0(-1) . On sait que CHl(XL) est le groupe cyclique infini engendré par El [9].
Plus généralement [7] le produit

(1) .El i
K, (L) B (XK L)
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est un isomorphisme. La structure multiplicative de la suite spectrale BGQ [7] montre

donc que Ez (XL) g3t
f f*¥ =p (I.1.) 1mp11que donc

(XL) .81 f: XL — X est le morphisme canonique, la formule

' ® zl[1/p] ~EES(x) ® z[1/p]

Si on combine ce résultat avec II.4., on obtient, puisque d = dim(X) =p-1,

1, i i,- I(X) ot Eé,“l_l(x) ~ E1,—1—1(

[e-]

(X) = E X)

. i @i
Par ailleurs on vérifie que le morphisme Ko(Dm‘) =Z — Ko(D  ®L) =Z est

la multiplication par p si 1 < i <p-1 . Donc le morphisme
*:Ko(X) =29...02 —K(X)=29...02z

est donné par f*(no,...,np_l) = (no,pn1,...,pnp~l)
On montre aussi que le morphisme f, : Ko(XL) — Ko(X) est donné par

f*(no,...,np_l) = (pno,Nn1,..,0n__,) . Par ailleurs 1'isomorphisme

p-1
z@...@z——»Ko(X)
-1
est donné par (no,...,n I) — 25 n. Y et 1'idéal Fd Ko(X ) de KO(XL) est
i i=
engendré par (Y-—l) [9]. I1 en resulte que, si i>1,

Pl Ko(X) N £%Ko(X) < pEL, Ko(X)) ,
et que .
EX(FL. Ko(X)) D FHE,FL. (Ko (%) = PFg; Ko (X))

On voit donc que le morphisme

£¥ B TT(X) = iy — El’ i i,- 1(x ), i1,

(XL) = E2
est la multiplication par p dans Z.

La preuve de ii) est semblable, et utilise le fait que K4(D) = Nrd(D*¥) . La
preuve de iii) est plus difficile. Pour la surjectivité de mw* on remarque d'abord,
i,~-i- l(X) El’ i-1

X = HO(X,K2) sont nulles, et que le morphisme Kz(X) — HO(X,K2) est sur-

pulsque E2 (X) , que les différentielles issues de

jectif. Il faut donc voir que 1'image de 1'application composée
K2(0®") — Ka(X) — HO(X,K2)

est contenue dans celle de Kaz(F) — H°(X,K2) . Comme Ka(L) = H°(XL,§2) et
[L:F] = p , un argument de transfert (cf.ci-dessous la preuve du Théoréme 3) permet
de supposer que toute extension finie de F est de degré une puissance de p . On

montre alors 3 1'aide du résultat de Rehmann [14] que le produit
K, (0®) ® Ky (F) —> K2 (DY)
est surjectif ([11], Proposition 5, ou [15] si p =2 ). On est donc ramené 3 voir

que 1'image du morphisme K1(D ) — K4(X) — H°(X,K1) est contenue dans celle de
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K1(F) . Mais
HO(X’I§1) = HO(X:Gm) = F* = K1 (F) .

On indiquera en V.3. une preuve de 1'injectivité de m*

.

W.2.3. PROPOSITION 3.— Avec les hypothéses de la Proposition 2 :

i) Le complexe de groupes

0 > Ka(F) — K(F(O) 40 © reo*x 34, @ z 2,7 o0
x€X (M XEX ()
est exact, sauf au terme médian ou 1'homologie est N = Nrd(D*)

ii) 52 1/p€F , 1.1.13 CF et D= Ac(a,b) on a des suites exactes

0 — Z/p — k2(F) —> k2(F(X)) —> A/p — 0
et

N— A/p — ® F(x)*/p
P X€EX (M
o Z[p est engendré par {a,b} et A = di;(K2(F(X))) .
Preuve.— L'énoncé i) résulte de la Proposition 2 et de II.3. Pour prouver ii), soit

B (resp. C ) le noyau (resp. 1'image) du bord d; : & 1)F(X)* — &
x€

. De
X x€X (2

i) on tire des suites exactes

pKz(F(X)) A K2(F)/p — K2(F(X))/p — A/p — 0

b

et pN — A/p — B/p . Comme C est sans torsion on a une injection
® FE)*/p .
B/p — XER (1) x)*/p

Le noyau de kz2(F) — k2(F(X)) contient le groupe d'ordre p engendré par f{a,b}
(W.1. et I.4.1)). Pour voir que ce noyau est d'ordre inférieur ou égal 3 p , notons
Div(X) = X€§(1)Z le groupe des diviseurs de X et Pic(X) = CH'(X) = Z son
groupe de Picard. On a un diagramme commutatif (oli la verticale de gauche est le pro-

duit en K-théorie)

F(X)* ®up “p @ Div(X) — up ® Pic(X) — 0

A
A
l | b
— s @& *
pKz(F(X)) ot x€X(1)pF(X)

Il en résulte que le conoyau de pKz(F(X)) — pA est d'ordre inférieur ou égal 3 p.

q.e.d.
V. Théoréme 90 de Hilbert pour K,

V.l. THEOREME 3 ([11], [20]).— Soit E/F une extension cyclique de degré n ,
o € Gal(E/F) un générateur, et Ng/p ¢ K2(E) — K2(F) la norme. On a une suite

- N
exacte K2 (E) -0, K2 (E) _E[E, K2(F) .

Preuve [20].— On se restreindra au cas oii n est un nombre premier p inversible
dans F .

— De la description de la norme donnée en II.2. résulte aisément que N s (1-0)=0.

E/F
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— Si F' est une extension de F on note E' 1'anneau E @% F',

Ngr/pr ¢ K2(E') — K2(F') le transfert associé a F'— E' , et

V(F') = Ker(NEvva)/(l -0) (KZ(E')) .

N e g .
Le morphisme composé V(F) —— V(E) ——ELE# V(F) est la multiplication par p

(II.1.) et V(E) = 0 , donc V(F) est annulé par p . Si F'/F est uﬁe'extension
finie de degré premier 3 p , l'application composée V(F) — V(F') ——E—lga V(F)
est la multiplication par [F':F] , donc le morphisme V(F) — V(F') est injec-—
tif. Donc pour montrer que V(F) = 0 on peut supposer que u.p c F , puisqu'en gé-
néral le degré de F(up) sur F est premier @ p . On a alors E = F(R/Z;) , ol

ap € F¥ .

— Lemme 2.— Soient b € F¥ , X = X(ao,b) la variété de Severi-Brauer associée d
Ag(ao,b) , et F(X) son corps de fonctions. Le morphisme V(F) —= V(F(X)) est
injectif.

Preuve du Lemme.— Comme le corps E trivialise Ac(ao,b) on a XE =:Pg_l . Soit

u € Ker(N : K2(E) — K2(F)) un élément dont 1'image uE(X) dans Kz (E(X))

E/F

s'écrit uE(X) = (1-0)v , avec v € K2(E(X)) . Il faut montrer que

u € (1 -0)K2(E) . Pour cela on note By , vy € Xé" , les composantes de la diffé-

rentielle dq : K2(E(X)) — é?(1)E(y)* de la suite spectrale BGQ de X_ . Si
YA

x € XM | on pose dx(v) = T_T By(v) . On a alors (1-0)dx(v) = dx((l-o)v) =

yix
= dx(uE(X)) = 0 . Donc dx(v) est dans (JTLE(y)*)O = F(x)* . L'élément

(dx(v))XEX(1) de E:’_z(X) = xé§(1)F(x)* est dans le noyau de la différentielle d4

(puisque E?r72(X) —— Efl“z(XE) ), donc il définit une classe a(v) € H'(X,K2) .
L'image de a(v) dans H1(XE’§2) est nulle, donc a(v) = 0 (Proposition 2, ii)).
Par conséquent il existe un élément vo de K2(F(X)) tel que Sx(vo) = dx(v)

quel que soit x € X( | On en déduit que By(v-vo) =0 si y€ Xé1) , et
v-vo € H°(XE,§2) =Kz(E) . Donc u = (1-0)v = (1-0)(v-vo) est dans

(1 -0)K2(E) .

q.e.d.
Fin de la preuve du Théoréme 3
On définit une suite de corps F ~en posant Fo = F , en appelant F2m+l le
composé des corps Fzm(X(ao,b)) ol b décrit Fgm/p , et en appelant F2m+2 une

extension maximale de de degré premier 3 p (dans une cldture algébrique

F

2m+1
de F2m+1 ). Si F = lim Fn , on voit que l'application V(F) — V(Fm) est in-
jective, que F_ n'a pas d'extension finie de degré premier & p , et que la norme
Q: —_— E; est surjective. Pour montrer que V(F) = 0 on peut supposer F = F_ .
Dans ce cas on définit une application

@ : Ka(F) —> K2(E)/ (1 -0)K2(E)
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en associant au symbole {a,b} 1la classe de {a,B} , ol NE/F(B) =b [15]. L'é1é-
ment obtenu ne dépend pas du choix de B (Théor&me 90 de Hilbert classique), il dépend
bilinéairement de a et b, et il est nul si b= 1-a ([11], Lemme 1.7). Le
morphisme ¢ ainsi défini est une section de NE/F (car

NE/F({a,B}) = {a,NE/F(B)} = {a,b} ) et il est surjectif (car [E:F]l] =p et F n'a

pas d'extension de degré premier & p , cf. [2]). Donc V(F) =0 . q.e.d

V.2. Torsion dans K, d'un corps

THEOREME 4 ([11]1, [20]).— Soit L wun corps et T € L* un élément d'ordre n

(1/n € F) . Tout élément x € nKZ(L) peut s'éerire x = {C,c} aveec c € L* .
Preyve.— On se raméne au cas ol n est un nombre premier p . Soit alors E = L(T)
le corps des fonctions rationnelles sur L et F = L(Tp) c E . La restriction de
NE/F : K2(E) — K2(F) 3 Ka(L) est la multiplication par p (I.l.), donc,
d'aprés le Théoréme 3, on a pKz(L) < Kz2(L) N (1-0)K2(E) , o © € Gal(E/F) est

un générateur. Choisissons O tel que { = T/0(T) . Il suffit de montrer
Lemme 3.— K2(L) N (1-0)K2(E) = {T,L¥

Preuve du lemme.— Si Ai est la droite affine sur L , on note

f:X-= Ai — Y =,A£ le morphisme correspondant & 1'inclusion L[U] — L[T] qui
envoie U sur TP . Ce morphisme f est fini et plat, non ramifié en dehors de
l'origine yo € Y . Soient u € Ko(L) et v € Ko(E) des &léments tels que

u, = (1-0)v . Si y est un point fermé de Y on pose d_(v) = I 3 _(v)

E y -1 X
x€f~1(y)

On a (1-c)dy(v) =0, donc, si y # yo , dy(v) € L(y)* . On sait que

1 = . 1 .
Km(ﬁﬁ) Km(L) [13], et la suite spectrale BGQ pour Ai. donne une suite exacte
courte (due d'abord 3 Milnor) :
® 9

0 —Ka() — Ka(L(D) — &y L* — 0 .

En particulier le morphisme Ky(F) — @ L(y)* est surjectif et il existe
Yo .

vo € K2(F) tel que By(vo) = dy(v) sz y # yo . Soit c¢ = Byo(v-vo) € L¥ et
w=v-vo- {T,c} € K2(E) . On vérifie que si x est un point fermé de X on a
BX(w) =0 .Donc w€ Kz(L) et 1'on a

up = (1-0)v=(1-0)(w+ve+ {T,c}) = (1-0){T,c} = {C,c}

q.e.d.

En considérant 1'extension d'Artin-Schreier E = L(T) o F = L(Tp-T) on montre de

méme
THEOREME 5 [20].— S¢ L est un corps de caractéristique p , on a pI(z(L) =0 .

V.3. Fin de la preuve de la Proposition 2, iii)

Reprenant les notations de IV.2.2. il s'agit de voir que le morphisme
K2(F) — K2(F(X)) est injectif (car Ho(X,K2) «— K2(F(X)) ). Ceci est connu
quand X est l'espace projectif, donc le noyau de K2(F) — Ko(F(X)) est dans
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pKz(F) (grdce 3 1l'argument de transfert usuel, ¢f. W.l.). Ceci permet de supposer
u.p c F* et d'aprés le Théoréme 4 (dont la preuve n'utilise que la Proposition 2, i)
et ii)) il s'agit donc de voir que si u € F* P=1,et {C,u =0 dans
K2(F(X)) , ona {C,u} =0 dans Ka2(F) .

En général, Suslin [20] montre que si E est un corps contenant up , u€ E*
et {C,u} =0 dans Kz(E) , il existe un &lément u, de la cldture algébrique Eo
dans E du sous-corps premier de E , et un €lément v de E tels que u = uovp
et {C,uo} = 0 dans K2(Eo) . Sa preuve utilise le résultat de Tate (I.5) et les
classes de Chern reliant K-théorie et cohomologie &tale ([18], [19]).

Appliquant cela 3 E = F(X) on a (puisque F est algébriquement fermé dans
F(X) ) Eoc<F et v € F¥ . Donc {C,u} = {C,uo} = 0 dans Ko(F) . Plus générale-
ment :

THEOREME 6 [20].— Si E/F est une extension de corps et F est algébriquement fer-
mé dans E , le morphisme Kaz(F) — K2(E) est injectif.

VI. Preuve du Théoréme 1

V.l1. Injectivité du symbole galoisien

Montrons que si ub c F le symbole galoisien

®2
by ¢ ka(F) — H2(E,0)

est injectif. Soit u = igl{;;:B;} un élément de kz(F) tel que hF(u) =0 . On va
montrer par récurrence sur n que u=0.8Si n=1 c'est I.4. i). En général
supposons 1'énoncé vrai pour n-1 et, si ﬁi;?;p # 0, soit X = X(an’bn) la va-
riété de Severi-Brauer associée. L'image de {an,bn} dans kz(F(X)) est nulle et
hF(X)(uF(X)) =0 , donc Up(xy T 0 d'aprés 1'hypothése de récurrence. Donc (Propo-
sition 3, i1i)) u est un multiple m{an,b } du symbole {an,bn} . Comme hF(u) =0

ona m=0 (mod. p) (I.4. i)). Donc u =0 . g.e.d.

VM.2. Surjectivité du symbole galoisien

VL.2.1. Lemme 4.— Soient F un corps et p un nombre premier tels que 1/p € F ,
F n'a pas d'extension finie de degré premier @ p et ka(F) = 0 . Alors Br(F)=0.
Preyve.— Soient A une F-algébre simple centrale non triviale et L un corps neu-
tralisant de A et galoisien sur F , minimal pour ces propriétés. Soit E c L le
sous-corps des points fixes d'un sous-groupe normal d'ordre p de Gal(L/F) . Comme
1'algébre [A G% E] est trivialisée par 1'extension cyclique L de E, sa classe [A G% E]
est dans 1'image de hE (I.4. ii)). On va voir que k2(E) = 0 donc [A Q% E]l] =0,
ce qui contredit la minimalité de L .

Pour voir que kz(E) = 0 on est ramené au cas oii E/F est cyclique de degré

P .- Si u€ZKz(E) on a alors NE/F(u) =pv, Vv € Kz(F) . Donc (u-—vE) =0 .

Ne/p
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D'aprés le Théoréme 3 on en déduit que u-vp = (1-0)w , w € Kza(E) . Donc

kz(E) = (1- Ok2(E) = (1-DPka(E) = (1-0P)ka(E) = 0 q.e.d.

VI.2.2. On suppose que ub < F . Soit {a,b} € k2(F) un symbole non nul et

X = X(a,b) 1la variété de Severi-Brauer associée 3 D = Ac(a,b) .

Lemme 5.— Le morphisme coker(hF) — coker(hF(X)) est injectif.

Preuve.— Si  <D> c pBr(F) est le sous-groupe engendré par la classe [D] de D
on a une suite exacte

b

0 —Z/p — pBr(F) — pBE(F)/<D>) —Z/p — Br(F)/p .
On va voir qu'on a &galement une suite exacte
(%) 0 — [ Br(®)/<D>) — Br(FX) — & F)*/p .

En effet, si 1'on pose Br(X) = H2(X,Gm) » Grothendieck montre dans [8], Cor. 6.2.,
qu'on a une suite exacte

0 — Br(X Br(F(X D F(x)*/p .
PP — Br(F) — @ FGO*/p
Par ailleurs la suite spectrale de Hochschild-Serre

r - +
H (F,HS(X,Gm)) = u" S(x,mm)

(oi X =X 8% T ) donne ici une suite exacte

0 — H'(X,B ) — H1(§,mm)cal(F/F) da, H2(F,B ) — H2(X,E) — 0 .

D'aprés la Proposition 2, i), on sait que 1l'image de dz est un groupe d'ordre p .
Elle contient <D> car D ® F(X) est triviale. Donc Br(X) = Br(F)/<D> . Cela

montre (*). On montre [3] que le diagramme ci-dessous est commutatif (cf. aussi Pro-

position 3, ii)). : o
0 = Z/p — kz2(F) k2 (F(X)) >A/p — 0
“ th th(x)
0—>2Z/p -——-»pBr(F) pBr(F(X))—»xe?(ﬂF(x)"‘/p

~ 5 (Br (F)/<D>)
e

) Z/p ———> Br(F)/p

Il en résulte que pour prouver que le morphisme coker(hF) — coker(hF(X)) est in-

jectif, il suffit de montrer le Lemme suivant

Lemme 6.— Si le groupe N = Nrd(D*) contient u.p s tl existe une F-algébre simple
centrale A telle que [D] = plA]l dans Br(F) et que [A & F(X)] soit dans

)
L'image de hF(X)
Preuve.— Par 1'argument de transfert usuel, on peut supposer que le degré de toute

extension finie de F est une puissance de p . Soit { € F* une racine primitive
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p-iéme de 1'unité. Comme T est dans 1'image de la norme réduite, il existe un sous-—
corps maximal L = F(Rfa) de D tel que T est dans 1'image de la norme

F(ng)* — F* |, D'aprés I.4. ii) ona D= Ag(a,b) pour un certain b € F* , Iden-
tifions up a Z/p par le choix de T , et si x € F¥ , notons Xy € H'(F,Z/p) le
caractére correspondant 3 la classe de x dans H‘(F,up) ~ HY(F,Z/p) . Si & est le

bord de la suite exacte

HY(F,Z/p2) —— H'(F,Z/p) —>— B2(F,Z/p) = LBE(P)

on a é(xa) = (a,g)F =0 (I.4. i)). Donc il existe )Z(E H1(F,Z/p2) tel que px=Xa.
Soit (b) € H1(F,ub2) la classe de b module (F*)p et A une F-algébre simple
centrale telle que [A] = x U (b) dans p2Br(F) . On a plA] = X, U (b) = [D] . Pour
vérifier que [A @% F(X)] est dans 1'image de hF(X) on note que D 8% F(X) est
triviale, donc (I.4. i)) b € F(X)* est la norme d'un &élément t € L(X)* . On a donc

(A ®F F(X)] = NL(X)/F(X) (le(X) U (1)) .

Comme la restriction de X & L(X) est d'ordre p , il existe u € L(X)* avec

XIL(X) = xu . On a donc

(A ® F(X)I] = be () (NL(X)/F(X)({H})) . doe.d.

VI[.2.3. Si E est une extension finie de F de degré premier 3 p , le morphisme

coker(hF) — coker(hE) est injectif (argument de transfert habituel).

VI.2.4. Montrons que hF : ka(F) — H2(F,u;2) est surjectif. Soit Fn une suite de

corps telle que Fo = F , est une extension maximale de degré premier & p de

F2m+l

F2m (dans une cldture algébrique de F2m ), et F2m+2

F2m+l(X(a,b)) ot {a,b} décrit un ensemble de générateurs de kx(F

est le composé des corps

2m+1) . Le corps

F_ = lim Fn n'a pas d'extension de degré premier 3 p , on a k2(F ) = 0 , et le

morphisme coker(hF) — coker(hF ) est injectif (Lemme 5 et V[.2.3.). D'aprés le
(=)

Lemme 4 on a Br(Ew) = 0 donc coker(hF) =0 . g.e.d.

VI.3. Pour montrer que le symbole galoisien

he ¢ Ka(B)/n — B2(F,18%)

est un isomorphisme pour tout entier n (l/n € F) , on peut d'abord supposer que

k . . .
n =p avec p premier, puis que 1J.p < F* ., Le diagramme

u, ® F* K2 (F) /pK™" —— K2 (F) /pX —— K2 (F)/p —— 0

iy l |

HY(F,0%) — 12(F,u%2_ ) — B2(F,1®2) — B2(F,1%2)
P Pk pk P

est commutatif et ses lignes sont exactes (sauf peut-&tre en l(z(F)/pk'1 ). I1 permet

de se ramener par récurrence au cas k = 1 traité en VI.l. et VI.2.4..
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