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VALEURS AU BORD DE FONCTIONS HOLOMORPHES

BORNÉES EN PLUSIEURS VARIABLES COMPLEXES

par Monique HAKIM
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Séminaire BOURBAKI

35e année, 1982/83, n° 613 Juin 1983

I. INTRODUCTION

1.1. Notations

L’espace p des p-uples z = (z1,z2,...,zp) est muni du produit hermitien

z,w> = de la norme Izl = z,z>1/2 . On désigne par B la boule unité

correspondante

par S son bord

S est muni de la mesure de Lebesgue a normalisée par o(S) = 1 .

On utilise les notations classiques suivantes :

C(S) (resp. C(B)) désigne l’algèbre des fonctions continues à valeurs com-

plexes sur S (resp. sur B = B U S ).

H(B) désigne l’algèbre des fonctions holomorphes dans B .

A(B) = H(B) n C(B) ..

tf(B) sera l’objet principal de notre étude et désigne l’algèbre des fonctions

holomorphes bornées dans B .

Une fonction f E tf°(B) admet en presque tout point [ E S une limite radiale,
qui sera notée en tout point où elle existe

Rappelons que si f appartient à f(B) , f coïncide avec l’intégrale de
Poisson P[f*da] . En particulier on a alors .

où la norme "sup essentiel", Il Il 00 ’ est prise dans un cas dans B et dans l’autre

sur S.



1.2. Le problème de l’existence des fonctions intérieures

On appelle fonction intérieure une fonction f E I1(B). non constante telle que

I f~‘ I - 1 1 p.p. sur S.

Le terme de fonction intérieure a été introduit par A. Beurling dans un papier de
1949 ([4]) pour des fonctions d’une variable complexe. En dimension 1 , on sait ca-

ractériser les fonctions intérieures ; ce sont les fonctions de la forme

où c est une constante de module 1 ; B(z) est un produit de Blaschke (c’est-à-
dire un produit de la forme 

. ..

formule dans laquelle k est un entier ~ 0 , et (an) est une suite de nombres

complexes, an 1 0 , lanl  1 , telle que

et ~ est une mesure positive bornée, singulière par rapport à la mesure de

Lebesgue.
Le problème naturel de savoir s’il existait des fonctions intérieures dans la

boule unité, en dimension p > 1 a été posé par W. Rudin vers l’année 1965. Il est

facile de voir que contrairement au cas de la dimension 1 (ex. f(z) = z ) il ne

peut pas exister de fonction intérieure continue, car si f E A(B) , on a

Ceci résulte aussitôt du phénomène de Hartogs : toute fonction holomorphe dans

B n {izi >r} où r est un nombre 0  r  1 se prolonge à B . Si f évitait

une valeur f(zo) , avec zo E B , la fonction (f - f(zo))-’ serait holomorphe
dans B n >r) pour r assez proche de 1 et donc se prolongerait à B .

En fait, W. Rudin a émis la conjecture que de telles fonctions ne devaient pas

exister (voir le ch. 19 de [13] qui est presqu’entièrement consacré à cette ques-

tion), la condition imposée entraînant un comportement très pathologique au bord.

Citons par exemple

PROPOSITION 1.2.1 (Rudin [13] prop. 19.1.3) .- Soit f E et U un ouvert

non ulde de S tel qu’on a1..t

U contient un Gô denôe H tel que f tout rayon aboutissant en

H sur un sous-ensemble dense daYL6 le disque unité de (E .

Donc non seulement f ne se prolonge continûment en aucun point du bord, mais

l’oscillation de f en tout point [ E S est extrêmement forte.

Et pourtant, comme nous allons le voir, il existe des fonctions intérieures. Mais



avant d’énoncer des résultats plus précis, considérons le problème d’un point de
vue un peu différent.

1.3. Un problème de composition des dérivations

Une des raisons qui font que, contrairement à la dimension 1 , il ne peut pas
y avoir de fonctions intérieures trop régulières en dimension p > 1 , est que si

f E la fonction f* définie p.p. sur S vérifie au sens des distributions

les équations de Cauchy-Riemann tangentielles, à savoir

ur on sait (voir par exemple les résultats de M.S. Baouendi et F. Trêves [3]),
que si go E L°°(S) vérifie au sens des distributions les équations de C.R. tangen-
tielles, il existe une fonction g E I-i(B) telle que g* = go p.p. (on a en fait
même un théorème de prolongement local). Le problème de l’existence d’une fonction
intérieure, conduisait alors à formuler la question suivante :

Question 1.3.1.- Soit D un opérateur différentiel du premier ordre linéaire à
coefficients analytiques dans un ouvert U de Soit f E telle que
1/f E L (U) On suppose que Df = 0 au sens des distributions, a-t-on aussi
D(1/f) = 0 ?

Si f E vérifie Df = 0 , il résulte facilement du lemme de Friedricks

([10] lemma 5.2.2) qu’on a Dfn = 0 pour tout entier n > 0 , donc D(P(f)) = 0
pour tout polynôme P . Or si f est continue et ne s’annule pas en ~o , on peut
approcher uniformément 1/f au voisinage de ~o par des polynômes en f et par
suite on a aussi D(1/f) = 0 .

Une réponse négative à la question 1.3.1 va être fournie par les exemples qui
suivent. Il est clair qu’une fonction intérieure f donne un contre-exemple, car si
1/f* , qui est bornée vérifiait les équations de Cauchy-Riemann tangentielles, elle
se prolongerait à B et f serait inversible dans ce qui est impossible
(d’après la proposition 1.2.1 par exemple). Mais le théorème 2.2 suivant va donner
un contre-exemple avec une fonction f E qui est même analytique dans un ou-
vert de mesure totale de U .

1.4. Les valeurs au bord de fonctions plurihannoniques

Rappelons qu’une fonction pluriharmonique dans B est une fonction de la
forme u = Re g avec g E H(B) . Trouver une fonction intérieure revient à trouver
une fonction pluriharmonique dans B qui vérifie



En effet si f est une fonction intérieure, il suffit de prendre pour g la

fonction -r-~-r et inversement si Re g vérifie les conditions (1.4.1), la fonc-
tion f = eg est une fonction intérieure.

C’est sous cette forme que A.B. Aleksandrov a résolu le problème. Remarquons
que l’ensemble où Re g* = 0 ne peut pas contenir un Gs de mesure positive. On
a en effet

PROPOSITION 1.4.2 (Sibony [ 16]) .- Soit cp une fonction réelle de classe C3 sur

S et soit u une fonction pluriharmonique dans B qui vérifient

(~ Gc dc-tt&#x26;e., E 1 de. S 1 

a) de. Poisson !p = 

b) ~ o(E) > 0 ~ 1 !p = u .

1.5. Le cas de A(B)

DÉFINITION 1.5.1.2014 On appelle ensemble de module maximum un fermé E de. S qui

vérifie

pour une f E A(B) non constante.

DÉFINITION 1.5.2.- Un fermé F de S ensemble pic pour A(B) s’il

f E A(B) c~,t

f/F = 1 et Ifl1 1 sur BBF .

Un ensemble de module maximum est nécessairement distinct de S et un ensem-

ble pic est nécessairement de mesure nulle, mais encore très récemment on ignorait

jusqu’à quel point ces ensembles pouvaient être grands. On sait maintenant que la

mesure d’un ensemble de module maximum peut être arbitrairement proche de 1 et

que la dimension de Hausdorff d’un ensemble pic peut être égale à celle du bord,
c’est-à-dire 2p -1 . .

n. ÉNONCÉS DES RÉSULTATS

L’existence des fonctions intérieures a été démontrée deux fois à quelques se-

maines d’intervalle indépendamment et par des méthodes différentes.

Le première démonstration est due à A.B. Aleksandrov en novembre 81, qui donne

en fait un énoncé bien meilleur.

THÉORÈME 2.1 1 (Aleksandrov [1]).- tp une 

S. It existe une mesure  positive bannée, 

par rapport à la mesure de Lebesgue, vérifiant Ilull - ScQda , telle que 
de. P[03C6d03C3 - d ] soit pluriharmonique dans B. 

S



COROLLAIRE.- Il existe du fonctions
Il suffit en effet de prendre v = 1 . Alors u = est une fonction plu-

riharmonique positive dans B dont les valeurs au bord sont presque partout nulles

dans S (parce que u est singulière), c’est dont la partie réelle d’une fonction

f E H(B) telle que e f soit une fonction intérieure dans B .

En fait le résultat d’Aleksandrov est bien plus fort puisqu’il prouve que les

valeurs au bord des fonctions pluriharmoniques positives dans B peuvent être

égales p.p. à n’importe quelle fonction s.c.i. positive intégrable.
Dans le même temps, N. Sibony et moi-même démontrions un résultat de nature

un peu différente.

THÉORÈME 2.2 (Hakim et Sibony [6]).- Soit (l) une continue positive sur

S ; poum tout E > 0, 1 il existe une fonction f et un ouvert U de mesure totale

de S qu’on ait

a) f (0) = 0 ,

b) f E H°°(B) et f e.6t holomoltphe au de B U U ,

c) 
En particulier, par ce procédé, on voit qu’il existe pour tout e > 0 une

fonction f E et un ouvert U de mesure totale de S qui vérifient

f(0) = 0 , ~f~~ 5 1 , f est holomorphe au voisinage de B U U et

1 - e pour tout z e U .

En décembre 81, E. L~w ([11]) qui ignorait le résultat d’Aleksandrov reprenait
la méthode utilisée dans la démonstration du théorème 2.2 et montrait qu’en raffi-

nant la construction, on pouvait obtenir des fonctions intérieures. Plus précisément,
il démontrait le théorème suivant (qui est inclus dans 2.1).

THEOREME 2 .1’ .- Soit (p une positive baxnée daYl..6 S, 1 il existe

une f E fi (B ) , non constante qu,L 1 f* ( = cP p.p..

Dans le cas des fonctions de A(B) , par une méthode voisine de celle de son
théorème 2.1, A.B. Aleksandrov a obtenu le résultat remarquable suivant : la me-

sure des ensembles de module maximum (déf. 1.5.1) peut être arbitrairement proche
de 1 . Plus précisément il prouve le résultat

THÉORÈME 2.3 (Aleksandrov [2]).- a) Solt v une S ,
et e > 0. It existe une f E A(B), constante qui vérifie

b) Si de v il une g E A(B) non constante

qu’an. 
’



La partie b) du théorème est évidemment conséquence de a) appliqué à

(pi = Log (p .
Ceci est en contraste avec la situation des ensembles de module maximum pour

des fonctions plus régulières. N. Sibony a montré par exemple [15] que si f E A(B)
est lipschitzienne on a o{z ; 1 fez) 1 = ~f~~} = 0 .

Il est intéressant de remarquer que les ensembles de module maximum sont topo-

logiquement petits ; on a en effet

THEOREME 2.4 (Duchamp et Stout [5]).- La dimension topologique du ensembles de mo-

dule maximum dans £eô domaines strictement pseudoconvexes de Cp
au égaie à p .

En ce qui concerne les ensembles pics pour A(B) , A.E. Tunanov [18] avait

donné un exemple pic de dimension de Hausdorff 2,5 dans la boule de 0E2 . Ceci

vient d’être amélioré par B. Stens~nes Henriksen qui prouve le joli résultat sui-

vant

THÉORÈME 2.5 (Stensones Henriksen [17]).- Tout domaine D 

vexe de Cp à bond de.6 poum A(D) de dimension de Hausdorff

2p- 1 .

Les théorèmes 2.1, 2.2, 2.3 ci-dessus sont énoncés dans le cas de la boule

unité de Ils sont en fait vrais dans tout domaine strictement pseudoconvexe
à bord C2 . Ils sont vrais aussi dans des domaines faiblement pseudoconvexes à

bord C°° , mais il faut alors remplacer S par l’ensemble des points de stricte-

pseudoconvexité du bord et la mesure 0 par la mesure de Hausdorff h2p 1 sur S .

Toutes ces généralisations ont été faites par E. L~w dans sa thèse [12]. On trou-

vera aussi dans la thèse de L~w un excellent exposé de tous les résultats énoncés

plus haut.

Citons aussi l’article de W. Rudin [14] qui reprend les idées d’Aleksandrov

et en déduit d’intéressantes applications à l’analyse fonctionnelle.

L’article d’Aleksandrov [1] contient aussi d’autres résultats qui ne sont pas

exposés ici, en particulier sur l’existence de fonctions intérieures qui coïncident

avec une fonction donnée sur un sous-ensemble de non unicité de A(B) .

Signalons enfin que la méthode utilisée dans la démonstration du théorème 2.2

est une méthode constructive qui permet d’obtenir facilement des fonctions holo-

morphes bornées. En adaptant ce type de construction à chaque problème, on a pu

donner d’autres théorèmes d’existence apportant des éclaircissements sur le com-

portement de ces fonctions : sur l’ensemble de leurs zéros [7], sur leurs limites

admissibles [8], sur les valeurs au bord de leur module [9].



m. QUELQUES PREUVES

Il est difficile de donner une démonstration complète des théorèmes cités sans

entrer dans des calculs assez longs. Mais en réunissant les preuves des théorèmes

2.1 et 2.2, on peut éviter un peu de technique et comprendre mieux les idées mises

en oeuvre. C’est donc ce mode d’exposition suivi par E. L~w dans [12] pour étendre

le théorème 2.3 à des domaines plus généraux que j’ai retenu ici.

3.1. Une idée de la preuve du théorème 2.2

Il s’agit étant donnée 03C6 E C(S) , (p > 0 de l’approcher à e près. sur un

ouvert U de mesure totale de S par le module d’une fonction f E I-~(B) , holo-
morphe au voisinage de B U U .

La construction n’utilise que des calculs très élémentaires. Elle consiste à

ajouter des combinaisons linéaires finies

Ces fonctions vérifient

et mour m assez grand, elles sont arbitrairement petites en dehors d’un voisinage
donné de [ . On peut facilement contrôler les paramètres en sorte que la fonction
décrite en (3.1.1) soit voisine de a. J dans un voisinage de ~j pour

j = 1,2,...,N et arbitrairement petite en dehors d’un voisinage un peu plus grand
de U{03B6j} . On construit alors la fonction f comme somme d’une série de la façon
suivante : on se donne une suite (en) de nombres > 0 en sorte que

et on définit par récurrence les fonctions un , fn

et l’ouvert Un. On prend uo = 0 , Uo = ~ . A l’étape n- 1 , on a une fonction
fn-i et un ouvert Un-i de S tels que

On définit fn en rajoutant à la fonction fn-i une fonction un du type (3.1.1)
qui corrige sa valeur en un nombre fini de points {03B6j} correctement choisis dans



en sorte qu’on obtienne

d’où encore sur Un-1

mais en dehors de Un-i on a gagné un peu de place. C’est-à-dire qu’on a aussi

l’inégalité (3.1.3’) sur un ouvert Wn disjoint de Un-i qui est une réunion de

voisinages des points 03B6j . On pose Un = Un-i U Une évaluation précise (voir

[6]) donne

où A et C sont des constantes positives. Il suffit alors de choisir la suite

en sorte qu’on ait 
ln

(ce qui est possible étant donné le comportement des !3n). On en déduit que si

U = U Un , on a o(U) = lim Q(Un) - 1 sinon les relations (3.1.5) et (3.1.7) im-

pliqueraient ce qui est en contradiction avec 1 .

La suite (fn) converge uniformément sur les compacts d’un voisinage de

B U U , vers une fonction f qui a les propriétés voulues.

3.2. Preuve du théorème 2.1

La démonstration du théorème 2.1 repose essentiellement sur un lemme d’appro-

ximation (lemme 3.2.2) dans HP(B) pour 0  p  1 . Dans un souci de simplifi-

cation, et en suivant l’exemple de [12] et [14], nous l’exposons ici pour p = 2’ 1
la propriété importante étant qu’on a p  1 .

De la construction expliquée au paragraphe précédent nous ne retiendrons ici

qu’un résultat plus faible sous la forme du

Lemme 3.2.1.- Soit v une continue > 0 dutc S . Pautc tout e > 0 il

existe une entlène f et un ouvert U de B tels que

On en déduit 



Lemme 3.2.2 (Lemme principal d’Aleksandrov [1]).- Il existe une y  1

( Y = 127 128 convient) qui a la propriété suivante :
Pour toute (p ~ C(S) , (p > 0 , it existe F ~ A(B) que

du lemme 3.2.2.- La fonction v étant fixée, il existe un nombre
e > 0 tel qu’on ait

r , 1 1 r ,

pour tout sous-ensemble mesurable V de S tel que Soient alors f

une fonction entière et U un ouvert de S tels que les propriétés du lemme 3.2.1
soient vraies pour (p et le nombre e > 0 obtenu ci-dessus. Les quatre fonctions

tf , ±if vérifient les propriétés (1) (2) (3) du lemme 3.2.2 (et même mieux
puisqu’on a ). Montrons que l’une d’elles au moins vérifie la propriété
(4).

On utilise pour cela l’inégalité, vraie pour x E [-1,1]

(les termes suivants du développement en série sont de degré pair et à coefficients
négatifs). On en déduit

r

Donc un des quatre termes de la somme envisagée est plus petit que 
Démonstration du théorème 2.1 

128 Jg

On peut sans restreindre la généralité supposer (p continue > 0 . Si (p
est s.c.i., tp > 0 , on peut en effet la décomposer en une somme (p = de
(I)n continues positives. Si pour chaque wn on obtient une mesure pn > 0 singu-
lière telle que P[(l)noo -1Jn] soit pluriharmonique et que ~ n~ = la
somme converge en norme vers une mesure . qui a les propriétés voulues.

Le lemme 3.2.2 donne, par récurrence, une suite de fonctions 

Fk E A(B) telles que

(1) F~(0) = 0 ,



Pour passer de l’étape k à l’étape k+ 1 , il suffit d’appliquer le lemme 3.2.2
k

à la fonction cpk = (p - 
Comme on a

l’inégalité (3) montre que la série converge vers une fonction h E H1/2(B)
uniformément sur les compacts de B ([13] th. 7.2.5). Sur S , k1 Re Fk converge

donc vers Re h* pour la métrique de L1/2(o) ([13] th. 5.6.6, 5.6.8). D’où

Re h* = v p.p. sur S d’après (4).
D’autre part comme on a

(2) implique que

La suite {03A3 Re Fi} est donc bornée dans L 1 (a) ; on peut en extraire une sous-

suite qui converge faiblement (dans le dual de C(S) ) vers une mesure dont nous

écrivons la décomposition de Lebesgue avec @ E L1(a) et .L a . On

en déduit que

et par suite Re h~ _ ~ p.p. sur S . p.p.. La mesure H étant limite

faible d’une suite de fonctions positives (d’après (2)) est >_ 0 et on a de plus

puisque h(0) = 0 et qu’on a v = l1J p.p.. Ce qui achève la démonstration.

3.3. Preuve du théorème 2.3

Le théorème 2.3 d’Aleksandrov est rapporté dans la thèse de E. Low comme "com-

munication privée" et s’y trouve étendu à des domaines plus généraux.
Nous terminerons cet exposé en donnant les grandes lignes de cette démonstra-

tion.

Des lemmes 3.2.1 et 3.2.2 on déduit le

Lemme 3.3.1.- une banc,t,i,an continue > 0 sur S et Y .Qa. constante

du lemme 3.2.2.

Poun tout entlen kEN 1 il exlôte une fonction entière hk telle que



Les points (a) (b) (c) s’obtiennent par une récurrence facile à partir des lemmes

3.2.1 1 et 3.2.2 et (d) est conséquence de (c).
En fait pour la démonstration du théorème 2.3 nous utiliserons le lemme sui-

vant :

Lemme 3.3.2.- Soli e’ > 0 et Y la constante du lemme 3.2.2, it existe une

constante K > 0 telle que la. propriété suivante soit unale : poun toute fonction
03C6 > 0 continue sur S et pour tout k E N , it existe une entlène hk

que :

(a) Re hk  v bun S

(b) 2kK~03C6~~
(c) paurc tout e > 0, E = (p(z) - Re hk(z) > e} , on. a

Ce dernier lemme est conséquence immédiate du lemme 3.3.1 en prenant pour hk
la fonction hN+k du lemme précédent avec N assez grand pour qu’on ait y N  e’.

On a alors K = 2N .

3.3.3. Preuve du théorème 2.3 : Il suffit, comme nous l’avons déjà remarqué de

prouver le a) du théorème. D’autre part, on peut supposer (p continue sur S . En

effet par le théorème de Lusin et le théorème d’extension de Tietze, on voit que,
pour tout ei > 0 , il existe une fonction continue v qui coïncide avec (p
sur un compact de S de mesure plus grande que 1 - ei . . En ajoutant à 03C6 une

constante et en multipliant le résultat par une constante convenable, on peut sup-
poser de plus qu’on a 0  v  1 . On applique alors le lemme 3.3.2 de façon répé-
tée avec un e’ fixé qui sera précisé plus loin et dans (c) on prend à chaque étape
pour e , e - 4-k . .

Pour k = 1 , on obtient hi tel que

(a ) Re hi sur S

(b ) ~h1~~ ~ 2K
(c ) Rehi .>..1/4~  2e’y .

On pose cp~ = 1/4~ , et on définit la fonction g, 1 E C(S) par

gi = v - Re hi - (pi (on a donc cp~ > 0 , 0 et a(gi > 0~ _ 2e’Y ) .
Ensuite par récurrence, on trouve des fonctions entières hi,...,hk et des

fonctions continues positives g1,...,gk telles que



Pour passer de k à k + 1 , on applique le lemme 3.3.2 à
u L-

par (b), on a

par (a), on a

et on définit

on a donc

k+1 k+1
et on définit gk+1 par = v - on en déduit qu’on a

gk+1 >_ 0 et par (c) , 
L11 r r . ," _ 

00 00

On définit alors h = et g = D’après (bk), la fonction h est

dans A(B) . D’après (ak), g est continue sur S et on a

De plus on a

d’après (ck), la mesure de E est plus petite que

il suffit alors de choisir E’ assez petit pour avoir le résultat.
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