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Séminaire BOURBAKI
35e année, 1982/83, n° 612 Juin 1983

ANALYSE HARMONIQUE SUR LES GROUPES ALGEBRIQUES COMPLEXES :
FORMULE DE PLANCHEREL [d'aprés M. ANDLER]
ET CONJECTURE DE M. VERGNE

par Michel DUFLO

Introduction.— Rappelons quelques formules classiques d'analyse harmonique sur R .
Si @ est une fonction intégrable sur R , sa transformée de Fourier ¢ est définie
par la formule

(M dy) = jely"w(x)dx .

Pour ¢ € L'(R) n L2(R) , la formule de PLancherel s'écrit
- -~

(2) Ilwlzdx = o Jlnplzdx .

Elle est équivalente a la foaumule d'invernsion
R I

3) 0(0) = 55 [oax

valable par exemple pour toute fonction ¢ & support compact suffisamment différen-
tiable. La foumule de Poisson s'écrit

(4) Z om) = = o(2m) ,
n€zZ ne€zZ

elle est valable par exemple pour toutes les fonctions ¢ de 1l'espace de Schwartz.
Cela fait au moins trente ans que 1'on sait que la formule de Plancherel (ou la

formule d'inversion (3)) se généralise 3 de vastes classes de groupes localement com-

pacts (cf. [Go], [S]). Soit G un groupe localement compact séparable. On fixe une

mesure de Haar 4 gauche dg sur G . Si T est une représentation unitaire", et
si ¢ est une fonction intégrable sur G , on pose

(5) T(e) = j«o(g)T(g)dg .

C'est un opérateur borné dans 1l'espace de T . On note G 1'ensemble des classes
d'équivalence de représentations unitaires irréductibles de G . Au moins si G est
de type I, on pense qu'une généralisation utile de la transformation de Fourier (1)
s'obtient en posant

(6) o(T) = T(9) pour @ € L1(G) , TEG .

(1) Les notes sont 3 la fin de 1'exposé.
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M. DUFLO

Une des définitions de la notion de type I est rappelée dans la note ® , ainsi que
la définition de la structure borélienne standard dont G est alors muni. Tous les
groupes algébriques réels sont de type I [Di 1].

La généralisation la plus courante de la formule de Plancherel (2) s'énonce
ainsi (il existe d'autres généralisations pour les groupes non unimodulaires, ou
pour ceux qui ne sont pas de type I) :

THEOREME 1 (cf. [Di 2] 18.8).— Soit G un groupe Localement compact séparable de
type I, unimodulaine. Fixons une meswie de Haar dg sun G . IL existe une mesure
positive borelienne m sur G telle que £'on ait

@ jG|w|zdg - [étrcrep)Too)*)dm(T)

pour tout ¢ € L'(G) N L2(G) . La mesure m est uniquement déterminée par (7). ELLe
dépend du choix de dg .

La mesure m s'appelle la mesure de Plancherel. La formule (7) est &quivalente
3 la formule d'inversion (8) ci-dessous, que je n'écrirai que pour un groupe de Lie.

THEOREME 2.— Soit G un groupe de Lie séparable, de type I, unimodulaire. 1L existe
wn entien N2 0 et un sous-ensemble G' de G, ayant Les proprietes sudlvantes :
(@) G' est bondlien, et G-0G est négligeable pour La formule de Plancherel.
(b) Pour tout T € G' et tout © € CN(G) , L'openatewr T(9) est tragable, et La
fonction @ r— tr T(¢) est continue (pour La topologie habituelle de CE(G) ).
(c) Pour tout ¢ € CI(\:I(G) , La fonction T — tr T(p) est borélienne sun G' , et
L'on a
®) wU)=kUTWNMﬂ-

Soit T une réprésentation unitaire irréductible d'un groupe de Lie, et suppo-
sons que pour tout ¢ € C:(G) 1'opérateur T(p) soit tragable. L'application
@ — tr T(p) est alors une distribution, appelée le 'caractére distribution' de
T ), La formule (8) s'interprdte donc comme désintégration de & en caractéres.

L'étude de la formule de Plancherel d'un groupe de Lie unimodulaire dont on
sait déja qu'il est de type I comporte les &tapes suivantes : trouver une para-
métrisation d'une partie de G dont le complémentaire est négligeable pour la me-
sure de Plancherel et décrire m en fonction de ces paramétres. On tdchera de plus
de dire quelque chose des représentations T qui apparaissent dans la formule de
Plancherel, et de leur caractére. I1 est impossible de citer ici tous les travaux
ayant un rapport avec ce programme. En voici quelques uns, traitant de la détermina-
tion explicite de l1a mesure de Plancherel pour différents groupes, pour marquer des
repéres : Harish-Chandra (1952) [H-C 1] pour SL(2,R) , Gelfand-Naimark [G-NI,
Harish-Chandra (1954) [H-C 2] pour les groupes semi-simples complexes, Harish-Chandra
(1976) [H-C 3] pour les groupes semi-simples réels connexes de centre fini, Kirillov
[Ki 2] pour les groupes nilpotents simplement connexes, Charbonnel [C 1] pour les
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FORMULE DE PLANCHEREL

groupes résolubles connexes unimodulaires de type I. Beaucoup d'autres exemples ont
été calculés (par exemple [K1-Lil).

La formule de Plancherel étant connue pour les groupes semi-simples et pour les
groupes résolubles, il est bien naturel d'aborder le cas d'un groupe de Lie quelcon-
que. Bien que 1'on commence 3 savoir un certain nombre de choses avec des hypothéses
moins restrictives, cet exposé se limitera aux groupes algébriques complexes (consi-
dérés comme groupes de Lie ré€els). La raison principale en est qu'il existe un texte
écrit (M. Andler, thése université Paris 7, 1983). D'autre part le fait d'étre algé-
brique, et complexe, entraine beaucoup de simplifications (pensons aux deux dizaines
d'années séparant les articles d'Harish-Chandra relatifs aux groupes semi-simples
complexes et réels), ce qui fait que certaines idées apparaissent plus clairement

(mais d'autres disparaissent complé&tement).

Dans toute la suite, G est un groupe algébrique linéaire complexe, considéré
comme groupe de Lie réel. On note g son algébre de Lie, g* le dual de g (c'est
donc 1'ensemble des formes linéaires réelles sur g ). Si une sous-algébre de g
est stable par la structure complexe, on précisera sous-algébre complexe. De méme,
si on parle de la dimension d'un sous-espace, il s'agit de la dimension sur R . On

~

fixe une mesure de Haar a gauche dg sur G . On note dX 1la mesure de Lebesgue
sur g tangente & dg . On note df 1la mesure de Lebesgue sur g* duale de dX ;
on a donc, pour tout ¢ € C°C° (g)

J (I w(X)elf(X)dX)df = w(0) .

grg

I. CONSTRUCTION DE REPRESENTATIONS UNITAIRES DE G

Soit f € g*.Une polarisation néelle en f est une sous-algébre b qui est
un sous espace totalement isotrope maximal pour la forme bilinéaire
Bg: X,Y — <£,[X,Y]> = Bf(X,Y) . Notons Bo 1le sous-groupe analytique de G d'al-
gébre b . Il est fermé, et 1l'orbite Bof de f dans g* est un ouvert de 1l'es-
pace affine f + Q‘L , ol QJ' est 1'orthogonal de b dans g* . Si Bof = f + p_‘l'
on dit que f vérifie la condition de Pukanszky. Une bonne polarisation néelle est
une polarisation réelle, vérifiant la condition de Pukanszky, et résoluble. Si f
admet une telle polarisation, on dit que f est bien polarisable .

On dit que f est {ntégrable (ou G-intégrable) s'il existe un caractére Xg
de la composante neutre G(f)o du stabilisateur G(f) de f dans G, tel que
xf(exp X) = exp(if(X)) pour tout X € g(f) , od g(f) est l'algébre de Lie de G(f) .
Lorsque f est intégrable, on note X(f) 1'ensemble des classes de représentations
unitaires v de G(f) dont la restriction & G(f)o est un multiple de X - Onnote
Xlrr(f) 1'ensemble des T € X(f) qui sont irréductibles. Comme le groupe G(f)/G(f)o

11'1'

est fini, (f) estunensemble fini de représentations de dimension finie, et 1'ona
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M. DUFLO

) 2 (dim 1)2 = # G(£)/G(fo .
Texlrr(f)

On note X 1'ensemble des couples (f,T) ol f est intégrable et bien polari-
sable, et T € X(f) . On note X*T le sous-ensemble formé des couples (f,t) € X,
ol T est irréductible. Le groupe G opére par conjugaison dans X .

Dans [Du 1], il est construit une application qui & (f,t) € X associe une re-
présentation unitaire Tf:T de G, dont le commutant est isomorphe & celui de = .
En particulier Tf’ €G si tTE€ Xlrr(f) . De plus, 1l'application (f,1) +— Tf -
induit une injection de Xlrr/G dans G . La construction de [Du 1] est valablé pour
des groupes de Lie généraux ® . Le cas particulier considéré ici permet de grandes
simplifications dans la construction de Tf, i

Soit donc f € g* un €lément bien polarisable. Supposons qu'il existe une bonne
polarisation réelle b qui soit de plus G(f)-stable. Posons B = G(f)Bo . C'est un
sous-groupe fermé, et il existe une unique représentation (notée encore t ) de B
prolongeant la représentation t de G(f) , et telle que t(exp X) = exp(if(X))Id
pour X € b . On note Tf,r,b la représentation induite Indg(r) . Le théoréme 1 de
[A] affirme que Tf:T’E est indépendante de b , et le théordme 3 que son commutant
est isomorphe a celui de Tt . Notons T%,r la classe de Tf,r,g (qui est donc dé-
finie lorsqu'il existe une bonne polarisation réelle G(f)-invariante). Il serait ten-
tant de définir Tf,t comme étant égale a T%,r . Cependant cela pose deux problémes :
tout d'abord il n'existe pas toujours, méme génériquement, de bonne polarisation
réelle G(f)-invariante ([A], § 3). D'autre part, méme si une telle polarisation
existe, 1'égalité de la représentation Tf,r (qui sera définie plus bas) avec T%,T
n'est établie dans [A] que sous 1l'hypothése peut-€tre plus restrictive d'existence
d'une "'trés bonne polarisation'' G(f)-invariante (voir [A], prop. 9).

La construction de Tf,r se fait par récurrence sur la dimension de G . Voici
une variante de la méthode de [Du 1]. On suppose la construction faite pour tous les
groupes de dimension inférieure strictement & la dimension de G . On note u le ra-
dical unipotent de g , £ € u* la restrictionde f & u, Gq le stabilisateur
de £ dans G, g4 son algébre de Lie, f4 la restrictionde f & g4 . On con-
sidére deux cas.
len cas.— dim G = dim Gy (ce cas est essentiellement celui oli g est réductive).
I1 existe alors une bonne polarisation réelle G(f)-invariante ([A], lemme 38). On
pose Tg o = T%,T ()
2-ieme cas.— dim G > dim G, . Notons U le sous-groupe unipotent d'algeébre de Lie
u . Notons T, la représentation unitaire irréductible de U associée a £ € u*
par la théorie de Kirillov [Ki 1]. Ce n'est autre que la représentation Tk,xz de
U définie comme plus haut en remplacant G par U, f par £, T par Xp » et
en remarquant que U(L) est connexe. Le groupe G, opére dans U et laisse stable

Tz . I1 se trouve qu'il existe une représentation Wﬂ de G, dans l'espace de T, ,
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FORMULE DE PLANCHEREL

canoniquement définie, telle que 1'on ait Wﬂ(h)T!_(u)Wz(h“) = Tﬂ(huh") pour tout
h€G , ueu 7,

D'autre part, on a Gq(£4) = G(f)U(L) , et il existe un unique &lément, que
nous noterons Tq , de X(f1) , qui prolonge T . L'hypoth&se de récurrence impli-

que que la représentation Tf < de G4 est définie. La formule
1901

(T ® Wsz) (hu) = Tf1 T (h) ® Wt(h)Tﬂ(u)

f‘l » T
o h€Gy, u€U, définit une représentation du groupe G,U dans le produit
tensoriel des espaces de TE et Tf1,1:1 . On pose :

- G
Te,x = Indgy(Te, 7, ®WeTy) -
Remarques .— 1) On trouvera en [Du 2], théoréme 20, une autre construction de ces
représentations.

2) Dans [Du 1], la construction des Tf est faite en utilisant non pas u ,

T
mais le plus grand idéal nilpotent de g > On obtient le méme résultat (cf. [Du 2],

théoréme 19). ‘% x

Soit f € g* une forme linéaire bien polarisable et admissible. Soit b une
bonne polarisation réelle en f. Il existe un caractére (noté encore Xg ) de Bo
tel que xf(exp X) = exp(if(X)) pour tout X€Db .

THEOREME 3.— (i) ([Al, th. 1) Lla classe de £a neprésentation Indgo(xf) ne dépend
pas de b . Notons-La T .
(ii) On a :

(10) Tf = 2z dim T Tf <
Texlrr(f) >
((11) est implicite dans [Al, cf. en parnticulien Le théoneme 3).

L. CARACTERE DES REPRESENTATIONS

Soit Q une orbite de G dans g* . L'espace tangent en un point f € Q
s'identifie a g/g(f) , et la forme B ¢ fournit par passage au quotient une struc-
ture symplectique. On munit Q de la mesure My = (Zn)’d(d )" 'IBA...ABl (d
facteurs, oi 2d = dim Q). On dit que Q est tempérée si

J a+ 1N Naw () <,
Q
pour N assez grand, o |[l.Il est une norme sur g* .

Rappelons que si Q est une orbite de dimension maximale, alors g(f) est
commutative pour f € Q .

THEOREME 4.— Soit (f,7) € Xirr . Supposons que g(f) so0it nilpotente. La reprisen-
tation Tf,r admet un caractere distribution s4 et seulement si L'ornbite Q = G.f
de f est tempénée.

Dans ce cas, on a L'identité sulvante de fonctions généralisées dans un voisi-
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nage de 0 dans g

i -1
an tr Ty o(expX) = Jgdimrelg(x)j 20 dug(g)
dadX -ladX
& s _ e2 -e 2
o j(X) = det X

La formule (11) est la "formule universelle'" de Kirillov [Ki 3]. Elle est due
dans ce cas a Khalgui [Kh]® . Des formules (9), (10) et (11), on déduit, dans les
mémes conditions que la formule (11) :

(12) T = # (6O/600)] E0E0ayE

Comme Tf est une représentation induite, la démonstrationde (12) est facile (cf. parex.
[Gu] oli elle ne prend que quelques lignes). I1 en est de méme de (11) lorsque Tf = T% S
’ b

II. FORMES LINEAIRES FORTEMENT REGULIERES

Soit f € g* une forme linaire régulidre (i.e. dim g(f) est minimale).
Alors g(f) est commutative, et donc somme directe de sa partie réductive s(f)
et de sa partie unipotente u(f) . On dit que f est fortement réguliére si de
plus s(f) est de dimension maximale. L'ensemble de ces formes est un ouvert de
Zariski 0 de g* , et les s(f) pour f € 0 sont deux a deux conjugués. On fixe
un représentant s de cette classe de conjugaison.

On note H le centralisateur d¢ s dans G, H' le normalisateur de s
dans G . Le groupe W = H'/H est fini, et H et H' ont méme algébre de Lie,
notée h . On pose q = [s,g] . Alors g=h&q . On identifie h* & 1'orthogonal
de g dans g* . L'intérét de ces notions est que toute orbite de G dans g*
rencontre h* suivant une H'-orbite. On a donc

(13) 0 =G(ONnh*) .

La décomposition (13) s'accompagne d'une formule intégrale (dans le genre de celles
d'H. Weyl ou d'Harish-Chandra). On choisit une mesure de Lebesgue dH sur h et
une mesure de Lebesgue dY sur q de telle sorte que dX = dHdY . On choisit une
base €1see2€04 de q telle que dY = Ie’%‘/\.../\egdl , ol e’%‘,...,e?d est la
base duale. On pose, pour A € h*

4 w(A)2 =deto”[ei’ej])1si,j52d .

Donc o est un €lément de S(h) , défini au signe prés, et dépendant du choix
de dY . A cause de la structure complexe sous-jacente, on peut choisir w 2= 0 . On
munit h* de la mesure de Lebesgue diA duale de dH (définie comme plus haut df).

Soit a € CC(O) . Pour g € G, posons

(15) Y(g) = Idet Adgl—1jh*w(k)2a(gk)dk .

C'est une fonction continue 3 support compact modulo H , et vérifiant

Y(gh) = ldet Ad g/hhl\.l,t(g) pour h € H . Sur 1'espace de ces fonctions, il existe une
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forme linéaire G-invariante notée ¢ — JG/deg , et une seule qui soit tangente a
dY (onidentifie q et g/h). On a ([Du3l) :

_ 1

Le groupe analytique S d'algébre s est un tore algébrique complexe, et s
est contenue dans le centre de h . Posons I' = {X€ s, expX = 1} . Posons
r™* = {A € h* ,A(l") < 2nZ} . On munit le groupe abélien h/I' de la mesure de Haar
tangente 4 dH , on identifie I* au groupe abélien dual, et on munit I™ de la
mesure de Haar duale, notée Yy . Comme chacun le sait, Y se calcule grice a la
formule de Poisson (4) : )
an Y = xgrel"(x)dx
(au sens des distributions).

Lemme.— (i) Tous Les eLéments £ € 0 admettent une bonne polarisation néelle ([Al,
prop. 13).
(ii) Un eLément f € 0 est intégrable 54 et seulement 4'iL appartient &
Gonr*) .
Notons g& 1'ensemble des €léments intégrables de 0 . On définit une mesure
p sur ga par la formule

1 -
(18) J a(f)dp(f) = I Idet Adgl ’J o(A)%a(gr)dy (W)dg
g em 2w o r*
valable par exemple pour toute fonction a sur ga , restriction d'une fonction
a € CC(O) .

On peut, compte-tenu de (15) et (17), interpréter (18) de la maniere suivante.
Soit © 1la fonction généralisée dans 0 , G-invariante, et qui prolonge la fonc-

tion généralisée e sur 0 N I'* . Alors

> e
Xer
(19) dp(f) = e(f)df dans 0 .

V. FORMULE DE PLANCHEREL

Notons X 1'ensemble des couples (f,t) avec f € gé , TE Xlrr(f) . D'aprés
le lemme ci-dessus, X est contenu dans X .

THEOREME 5 ([A], § 13).— I existe sun X une structune bondlienne standand (explicitement
decnite dans [Al) nendant boréliennes Les applications (f,7) — £, (£,T) — dimT,
£f,7) — Tf, _ .
Dans le reste du § V, nous supposons G unimodulaire. Comme G est unimodu-
laire, la mesure p sur g& est G-invariante. Comme de plus les orbites de G
dans g* sont localement fermées (car G est algébrique) on peut montrer qu'il
existe une mesure I sur gE/G telle que 1'on ait, pour toute fonction
a € CC(Q)
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(20) jgaa(f)dpcf) - JgE/G(IQG(f)dLh(f))dr(f) :

La mesure r est donc le quotient de p par les mesures canoniques Wy sur les
orbites.

Remarque.— L'application Q@ — @ N h* est une bijection de gE/G sur (T*Nn0)/H'.
Les orbites A de H' dans h* sont de méme munies d'une mesure canonique Wy -
On peut aussi définir r par la formule

1 -
21 W JF*nOG(A) lo(A) IdA = I

valable pour tout a € Cc(h*n 0) .

F*no/Hv(JAé(A)d”A(A)>dr(f)

On définit une mesure m dans 1'ensemble X/G par la formule

dim T
2 =
(22) jX/Gw(f,r)dm(f,r) ]ga/c(ﬂgr(ﬂw(f,r)m S

(valable par exemple pour toute fonction boréliemne  , positive, G-invariante,
sur X ).

THEOREME 6 ([Al, th. 7).— Identifions X/G & un sous-ensemble de G grdce & £'ap-
plication (£,7) +— Tf,‘l: . Le complémentaire de X/G dans G est négligeable pour
La mesuwre de Planchenel, et, dans X/G , La mesure de Plancherel est égale a m .
D'aprés le théoréme 2, le théoréme 6 implique la formule d'inversion suivante,
valable pour toute fonction ¢ a support compact suffisamment différentiable

= dim T
@ o - | EE/GQexi?r(f)“ T Oty O

Remarques.— 1) Compte-tenu de (9) et (10), on peut écrire (23) sous la forme remar-
quablement simple

(2) o(1) = JgE/Gtr T @gemyems O -

2) Si G est fini, munissons-le de la mesure dg donnant la masse 1 a chaque
point. La formule (23) devient la formule bien connue
(25) (1) = Zitr (@SR .

T€G
Plus généralement, le factet'xr EG—E%%T; apparaissant dans (23) est la mesure de
Plancherel de 1'ensemble XiTT(f) , identifié a 1'ensemble des représentations irré-
ductibles (projectives correspondant d un cocycle bien déterminé) du groupe
G(£)/G(H)o -

3) Si G est unipotent, g& est un ouvert de Zariski de g* , dp =df , et Tf
est irréductible de sorte que la formule est donnée par la formule (24), dans la-
quelle dr est le quotient de la mesure de Lebesgue df par la mesure canonique
sur les orbites. Ce résultat est di 3 Kirillov [Ki 2].

4) Si G est semi-simple et connexe, s est une sous-algébre de Cartan, h est
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égal 3 s, h*nO est 1'ensemble des points réguliers de s* (i.e. ceux ol w ne
s'annule pas). Si A € h*n0 , le groupe G(f) est égal 3 S . Si de plus A est
intégrable (i.e. A €T*NnO0), Xirr(f) a exactement un élément, 3 savoir le ca-
ractére X, de S de différentielle iA . On a donc TK,XA = TA . Compte-tenu de
(21), la formule d'inversion s'écrit :

(26) o) = g |, eI T @0

Cette formule est due i Harish-Chandra [H-C 2]. La démonstration du théoréme 6

se fait par réduction du cas semi-simple, en utilisant [K1-Li].
5) Soit V wun voisinage de 0 dans g dans lequel exp définit un difféomor-
phisme de V sur exp V et dans lequel le théoréme 4 est valable.
Le théoréme 4 montre que r-presque toute orbite Q € g&/G est tempérée. De
plus, il résulte du théoréme 4, de (24) et de (20) que pour toute fonction ¢ 3
support compact dans V , suffisamment différentiable, on a

(27) [ (] eH®ymada® = wvo -
g v

Ceci entraine que p , considéré comme mesure sur g* concentrée dans g »
est tempérée.

6) I1 est vraisemblable que r-presque toute orbite Q € gE/G est fermée. Comme
toute orbite fermée est tempérée, ce serait une meilleure maniére de retrouver un
résultat signalé dans la remarque précédente. On sait pour 1'instant [C 2] qu'il
existe un ouvert de Zariski U de g* , G-invariant non vide, réunion d'orbites
fermées. I1 faudrait pouvoir choisir U de telle sorte que U N ga soit de complé-
mentaire p-négligeable dans gé .

V. CONJECTURE DE M. VERGNE

On ne suppose plus G unimodulaire. I1 reste cependant vrai que la mesure p
est tempérée (on se raméne facilement au cas unimodulaire). Sa transformée de
Fourier (qui est donc une distribution de type positif sur g ) sera notée n .

La formule (27), encore valable si G n'est pas unimodulaire, montre que n
vaut & (la distribution de Dirac) dans un voisinage de 0 . Rappelons que (27)
est conséquence du théoréme de Plancherel et de la formule universelle de Kirillov.

Introduisons 1'ensemble g = {Xeg, exp X=1} . Inspirée par des formules ana-
logues a (27), M. Vergne [V 1] [V 3] a conjecturé que, pour tout groupe de Lie réel G,
il existe un sous-ensemble de g* , noté g’é , et sur gz‘; une mesure positive tem-
pérée p ayant quelque chose 3 voir avec la formule de Plancherel de G , dont la
transformée de Fourier n vaut & dans un voisinage de 0 dans g, et est 3 sup-
port dans g - Pour le groupe IR/Z , la formule de Poisson (4) résoud la conjec-
ture avec n = X 6. . La formule de M. Vergne (dans le cas oi elle est vraie)

L JEZ .
donne une généralisation de la formule de Poisson.
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Dans [V 2], la conjecture est démontrée pour les groupes de Lie semi-simples
réels connexes linéaires, et une formule explicite est donnée pour n . Cette for-
mule fait intervenir 1'intégrale {nvariante d'Harish-Chandra.

Revenons au cas d'un groupe algébrique complexe (pas nécessairement semi-
simple). La conjecture de M. Vergne est vraie [Du 3], et on obtient une formule ex-
plicite pour n qui fait intervenir une généralisation de 1'intégrale invariante
d'Harish-Chandra. La fin de 1'exposé est consacrée a la description de n .

Soit a €s . Onnote 9, Ila fonction différentiable et bornée dans & qui
est G-invariante et telle que E)a(k) = %\I wgwexp(i)»(wa)) pour X € h*' . On note
Ma la distribution tempérée G-invariante sur g telle que Sa(f) = J elf(x)dMa(X)
(au sens des fonctions généralisées sur g* ). £

THEOREME 7.— La distribution M, a son suppont dans L'onbite Ga de a dans g
(nemarquons que Ga est un fermé de Zaniski de g carn a est semi-simple).

On trouvera dans [Du 3] une formule explicite pour M, . Considérons seulement
le cas ol a est régulier, c'est-a-dire ol le centralisateur de a dans g est
€gal & H (c'est le cas pour a dans un ouvert de Zariski non vide de s ). No-
tons n le sous-espace complexe somme des sous-espaces propres de ada dans g
correspondant aux valeurs propres E telles que Re E> 0 , ou ReE=0 et
ImgE >0 (ici g est considéré comme un espace vectoriel complexe). Oubliant de
nouveau la structure complexe, on définit un polynSme v a valeurs positives sur
h en posant v(H) = det adn(l-l) . On choisit le polynSme w sur h* positif. On
note D 1'opérateur différentiel 3 coefficients constants qu'il définit sur h .
Si wGC:(g) , ona

id
_ i
(28) M© = i jG/HDm(v(H)w(Adg.H))|H=adg :

(Remarquons que d est pair, car la dimension complexe de g est paire, et 2d
est la dimension réelle de ¢ ).

La conjecture de M. Vergne dans le cas complexe résulte alors du théoréme
suivant

» -~ — ' EM -
THEOREME 8.— Dans D'(g) , on a azta n

Je ne sais pas si la convergence a lieu dans S'(g) quoique cela me paraisse
vraisemblable.

NOTES

() Dans ce texte, représentation unitaire signifie représentation unitaire conti-
nue dans un espace de Hilbert.

() Une représentation unitaire irréductible T de G est dite noamale si tout
opérateur compact dans 1'espace de T est limite pour la topologie de la norme
d'opérateurs T(p) , avec ¢ € L'(G) . Si G est un groupe de Lie connexe, il est
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équivalent de demander 1'existence d'un élément ¢ € L*(G) (on peut méme le choisir
dans C:(G) ) tel que T(p) soit un opérateur compact non nul [C 3].

Soit C*(G) la C*-algébre de G . Toute représentation unitaire T de G
définit une représentation (notée encore T ) de C*(G) dans le méme espace de
Hilbert. Si T est irréductible et normale, toute représentation T' irréductible
ayant méme noyau que T dans la C*-algébre est équivalente a T (cf. [Di 2]).

Le groupe G est dit de type I si toute représentation unitaire irréductible
de G est normale. L'applicationqui a T € G associe son noyau dans C*(G) est
alors une bijection sur 1'ensemble Prim C*(G) des idéaux premiers de C*(G) . On
mmit Prim C*(G) de la topologie de Jacobson, et on transporte cette topologie sur
G . La structure borélienne sous-jacente a cette topologie est standard. Pour tout
X € C*(G) , la fonction T — tr(T(x)T(x)*) de G dans [0,o] est semi-continue
inférieurement, et en particulier borélienne.

(3 La distribution ¢ + tr T(p) dépend du choix de dg . Ce qui est canoniquement
déterminé est la fonction généralisée tr T(g) telle que l'on ait

[ao(g) trT(g)dg = trfw(g)T(g)dg .

C'est une forme linaire sur 1'espace des densités de la forme ¢dg , avec
¢ €C0 .
@ Si f est bien polarisable, f admet une bonne polarisation qui est une sous-

algébre complexe de g . Cette définition est équivalente & celle de [Du 1], qui ne
demande 1'existence de bonne polarisation que dans le complexifié g®C de g .

(5) A condition de remarquer que la condition d'intégrabilité est équivalente (pour
les groupes complexes) @ la condition d'admissibilité de [Du 1], et que les ensembles
X(f) définis ici et 13 sont canoniquement isomorphes.

(6) (Ce n'est pas la méme définition que dans [Du 1], mais cela revient au méme,
d'aprés un résultat récent de Bouaziz [B]. L'existence de polarisations réelles
G(f)-invariantes lorsque G est réductif complexe est une grande simplification
par rapport au cas des groupes réels (et méme au cas des groupes dont seulement la
composante neutre est réductive complexe).

(7) La représentation WZ est essentiellement la représentation de Shale-Weil du
groupe Sp(n,C) . Sur les réels, il faut faire intervenir des revétements d'ordre
deux, ce qui complique un peu les choses (cf. [Du 1]).

® [K] suppose 1l'orbite fermée, et ne démontre pas que si Tf - admet un carac-
tére distribution 1'orbite est tempérée, mais cela ne fait pa; de probléme. La
formule (11) est écrite sous la forme proposée dans [Be-V] (voir aussi [V 3]1).
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[A]

[Be-V]

[B]

[c1l

[C 2]

[C 3]

[Di 1]

[Di 2]

[Du 1]

[Du 2]

[Du 3]

[G-N]

[Gol

[Gul

[H-C 1]

[H-C 2]

[H-C 3]

[Kh]

[Ki 1]
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