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Séminaire BOURBAKI
35e année, 1982/83, n° 609 Juin 1983

SURFACES K3
par Arnaud BEAUVILLE

Introduction

Les surfaces K3 (ainsi nommées par A. Weil "a cause de Kummer, Kdhler, Kodaira
et de la belle montagne K2 au Cachemire'') sont les surfaces complexes compactes sim-
plement connexes dont le fibré canonique est trivial. Elles occupent une position
centrale dans la théorie des surfaces.

Dés 1958, Weil suggérait que les surfaces K3 devraient €tre entiérement clas-
sifiées par la donnée des périodes d'une 2-forme holomorphe non nulle sur la surface
[W]. La réalisation de ce programme commence avec le théoréme de Torelli pour les
surfaces K3 projectives, démontré par Pjateckii—éapiro et Safarevil en 1970 [P—é],
puis étendu aux surfaces K3 k#hlériennes par Burns et Rapoport en 1975 [B-R]. Une
version simplifiée de ces résultats, complétant quelques lacunes de [P—é], est ex-
posée dans [L-P].

La surjectivité de 1l'application des périodes a &té démontrée dans le cadre
projectif par Kulikov [K] en 1977 ; la démonstration, parfois imprécise, est cla-
rifiée dans [P-P]. Le résultat a été étendu aux surfaces ki#hlériennes par Todorov
[T] ; Looijenga en a donné dans [L] une version plus simple, indépendante du théo-
réme de Kulikov-Persson-Pinkham. Enfin Siu a récemment démontré que toute surface
K3 est kdhlérienmne [S], achevant ainsi la réalisation du progfamme de Weil.

Cet exposé est consacré a un résumé de la démonstration de ces résultats. La
premi€re partie est inspirée de [L-P], avec quelques simplifications. La seconde
suit de prés [L]. Enfin la troisiéme reprend les idées de Siu, en y incorporant un
résultat de Gauduchon.

Faute de place, je n'ai pas développé les applications : description de divers
espaces de modules, &tude des automorphismes, surfaces d'Enriques, etc... Je renvoie
a [X] pour quelques-unes de ces applications ainsi que pour une version détaillée
de ce qui suit. Je n'ai pas mentionné non plus 1'approche de Kulikov-Persson-Pinkham,
bien qu'elle présente un grand intérét pour la géométrie birationnelle des variétés
de dimension 3.
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A. BEAUVILLE

1. Préliminaires

DEFINITION.— Une surface K3 est une swiface complexe compacte (Lisse), simpLement
connexe, dont Le §ibné canonique est trivial.

a) Exemples : surfaces K3 projectives

Les surfaces quartiques (lisses) dans P3 , les intersections complétes d'une
quadrique et d'une cubique dans P* ou de trois quadriques dans PS sont des sur-
faces K3. Plus généralement, pour chaque entier g = 3 , il existe une famille de

surfaces K3 de degré (2g-2) dans P& . Chacune de ces familles dépend de 19 mo-
dules.

b) Exemple : surfaces de Kummer

Soit A un tore complexe de dimension 2. L'involution o : at»> -a de A a
16 points fixes isolés, qui sont les points d'ordre 2 de A . Soit € : A—A
1'éclatement de ces 16 points. Alors o s'étend en une involution & de A, dont
le lieu des points fixes est un diviseur lisse. La surface quotient S = R/G est
une surface K3, appelée surface de Kummen associée a A . Le revétement m : A—s
est ramifié le long de 16 courbes rationnelles lisses (Ci)1sis16 . Ceci entraine
que la somme des Ci est divisible par 2 dans H2(S,Z) .

Inversement, soit S une surface K3 contenant 16 courbes rationnelles lisses
disjointes Ci dont la somme est divisible par 2 dans H2(S,Z) . Alors S est une
surface de Kummer. En effet on peut former le revétement double m : A — S ramifié
le long des Ci , puis contracter les 16 courbes exceptionnelles n"(Ci) pour ob-
tenir une surface lisse A ; comme le fibré canonique de A est trivial et
x(0 A) = 0 , la classification des surfaces montre que A est un tore complexe.
Ainsi S est la surface de Kummer associée & A .

c) Périodes

Soit S une surface K3. Le groupe H2(S,Z) est un Z-module libre de rang 22,
mmi d'une forme quadratique entiére unimodulaire (définie par le cup-produit).
Cette forme est paire (formule de Wu), de signature (3,19) . Il en résulte que
H2(S,Z) est isomorphe au Z-module quadratique L = (-Eg)2 ®H3 , o H désigne
le plan hyperbolique et Ee le réseau bien connu.

DEFINITION.— On appetfle surface K3 marquée un couple (S,0) , ot S est une surface
K3 et o : H2(S,Z) —» L une {soméinie.

Notons H2:° 1le sous-espace de H2(S,C) formé des classes de 2-formes holo-
morphes ; il est de dimension 1 puisque Qg = OS . La droite cm(H2r°) < L(E est
appelée la période de (S,0) . Elle définit un point du domaine des périodes

Q C]P(L(E) défini par les équations
@=0 , ww>0.

Si 1'on choisit une base (ei)1<]._<_22 de L, ce qui permet d'identifier
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SURFACES K3

P(LE) a P21 , et si 1'on pose v = to(e’i") € Ha(S,Z) , la période de (S,0) n'est
autre que le point de PP2' de coordonnées homogénes (I w,...,J w) , pour
o€ H°(S,Q§) , w# 0. " Yaz

11 est important de noter que Q 4'identifie a La grassmannienne G;(LIQ des
2-plans positigs onientes de Lg» par 1'application qui associe a4 une droite com-
plexe D le plan (D®D) n L]R , orienté de fagon que la base (Re(w),Im(w)) soit
directe pour tout w € D .

Soit maintenant f : X — U une famille lisse de surfaces K3. Un marquage de
f est un isomorphisme isométrique o du systéme localement constant R2f,(Z) sur
le systéme constant Ly s il induit pour chaque u € U une isométrie
O, ¢ Hz(Xu,Z)-——» L . L'application des pérniodes ¢: U — Q associée a (f,0) est
cu(H2r°(Xu)) . Elle est holomorphe. Le résultat suivant est géne-

définie par @(u)
ralement attribué a Weil (qui 1'attribue 3 Nirenberg) et 3 Andreotti :
Théoréme de Torelli local.— Soit o€ U. S{ X — U est une déformation Locale uni-
venselle de Xo , L'application des pérniodes 9 esit un Lsomornphisme Local en o .

On le démontre sans difficultés par un calcul direct ; on peut aussi appliquer

un résultat général de Griffiths, qui calcule 1'application tangente To(ga ([Grl,
prop. 1.20) : celle-ci s'identifie & 1'homomorphisme

AL H (XO’TXO) - Hom(Hz(Xo,QZXO) )H1 (XO:Q;(O))
déduit du cup-produit. Il est clair que A est bijectif dans notre cas.

d) Surfaces K3 kdhlériennes

Nous dirons qu'une surface K3 est kdhlérienne si elle admet au moins une métri-
que kdhlérienne. Soit S une telle surface. Puisque la forme d'intersection sur
Hi{’(S) = H'r'(S) n H2(S,R) est de signature (1,19) , 1'ensemble des classes
X € H;{1(S) telles que x2 > 0 a deux composantes connexes ; on note CS celle de
ces composantes qui contient les classes de Kihler. Soit Ag 1'ensemble des classes
de diviseurs effectifs de carré (-2) dans H2(S,Z) ; notons WS le groupe d'auto-
morphismes de H2(S,R) engendré par les réflexions X ph— x + (6.x)6 , pour & € Ag .
Les hyperplans st » pour 6 € Ag , découpent un pavage du céne CS ; on appelle
chambres les composantes connexes de CS- ust . La théorie générale des groupes en-
gendrés par des réflexions (cf. [Bkl, ch. 5) entraine que £e groupe Wy opere sim-
plement thansitivement sun L'ensemble des chambres de Cg -

On appelle chambre kdhlérnienne, et on note K, , la chambre de CS formée des
X € CS tels que (x.6) > 0 pour tout 6 € Ag . Comme toute courbe irréductible sur
S est de carré (-2) ou 20, KS est aussi 1l'ensemble des x € CS tels que
(x.d) > 0 pour toute classe de diviseur effectif d .
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A. BEAUVILLE

PREMIERE PARTIE : LE THEOREME DE TORELLI

2. Le théoréme de Torelli : &noncé

Soient S , S' deux surfaces K3 kihlériemmes, et o : H2(S,Z) — H2(S',Z) un
isomorphisme. On dit que ¢ est une {sométrie de Hodge si elle préserve le cup-
produit et la structure de Hodge (c'est-a-dire si wm(Hzﬂ(S)) = H2,°(S') ). On dit
de plus que ¢ est effective si on a (p(KS) = KS' ; il revient au méme de dire qu'on
a (D(CS) = CS' et (D(AS) = AS' .

I1 est clair que si u : S' — S est un isomorphisme, alors
u* : H2(S,Z) — H2(S',Z) est une isométrie de Hodge effective. Inversement :

THEOREME 1.— Soient S , S' deux surfaces K3 hihliriennes, et soit
@ : H2(S,Z) — H2(S',Z) une isométrie de Hodge effective. IL existe un unique Ls0-
morphisme u : S' — S tel que u* =@ .

COROLLAIRE.— Soient (S,0) et (S',0') deux surfaces K3 hdhlériennes marquées ad-
mettant La méme période. Alons S et S' sont isomorphes.

En effet ¢ = 0'"',0 est une isométrie de Hodge, et il existe w€WSx {1} tel
que @ow soit une isométrie de Hodge effective.

Le théoréme 1 résulte de trois énoncés indépendants :
PROPOSITION 1.— Le théorneme 1 est vial Lonsque S est une surgace de Kummer.

PROPOSITION 2.— L'ensemble des pérniodes des surfaces de Kummer marquied est dense
dans Q .

PROPOSITION 3.— Soient f : X — U et f' : X' — U deux familles (Lisses) de sun-
faces K3 hdhlériennes sun une varité analytique U , et o : R2f,(Z) — R2£L(Z)
un isomonphisme qui induit en chaque point une isométrie de Hodge. Soient T une
partiec de U et o un point d'accumubation de T . On suppose qu'il existe pour
chaque t € T un Lsomorphisme u

.oyt * =
.)(,C-—>Xt Zel que u @, - Alons

t t

a) Xo et X& sont isomonphes ;
b) 54 de plus L'isométrie o est supposie effective, LL existe un Asomonphisme

Uo : X§ — Xo +tel que uf = ¢ .

Indiquons comment le théoréme 1 résulte de ces trois propositions. Soient
f:X—>U et f': X' — U' des déformations locales universelles (familles de
Kuranishi) pour S et S' , de sorte que S =X, (0 €U) et St =X!, (o' €eU").
On peut supposer que les syst@mes locaux R2f,(Z) sur U et R2f}(Z) sur U' sont
constants, et choisir des trivialisations o : R2f,(Z) — LU et
o' : RfL(Z) — LU‘ telles que Op = Oho® . On en déduit des applications des pé-
riodes @: U —Q et @ : U' — Q telles que @(o) = %’ (o') . D'aprés le théoréme
de Torelli local (§ 1 c)), on peut identifier (U',0') & (U,0) de fagon que les

deux familles (f,0) et (f',0') aient méme application des périodes. Ceci revient
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SURFACES K3

a dire que 1'isomorphisme @ =o'"1.0 de R2f,(Z) dans R2f}(Z) induit en chaque
point une isométrie de Hodge. La proposition 2 et la proposition 1 fournissent une
partie dense T de U telle que Xt soit une surface de Kummer pour tout t € T .

On vérifie que 1'isométrie de Hodge @,  est effective pour t assez voisin de o

(puisque @ 1l'est) ; on déduit donc ge la proposition 1 des isomorphismes

u, Xt': — Xt tels que u{ =0, . La proposition 3 permet alors de conclure i
l'existence de u : S' — S tel que u* = . L'unicité de u résulte du lemme
suivant, que 1'on obtient facilement en utilisant les formules de Lefschetz topolo-

giques et holomorphes :

Lemme.— Tout automorphisme d'une surface K3 induisant £'identité en cohomologie est
egal a L'identite.

3. Démonstration de la proposition 1 (théoréme de Torelli pour les surfaces de Kummer)

a) On remarque d'abord que S' est aussi une surface de Kummer : en effet, puisque
¢ est effective, il existe des courbes irréductibles (Ci)1 <i<1g Sur S' , de carré
(-2) , telles que w([Ci]) = [Ci] . Les Ci sont alors des courbes rationnelles
lisses sur S' , disjointes, dont la somme est divisible par 2 dans Hz2 (8',Z) . Ainsi
S' est une surface de Kumer (§ 1 b)).

Nous utiliserons pour la surface de Kummer S les notations A s €E 5 T vus
introduites au § 1, et noterons A' , €' , n' ... les domnées correspondantes pour S'.

b) Notons i 1'homomorphisme ne* de H2(A,Z) dans H2(S,Z) . On vérifie aussi-
tét que i est injectif, compatible avec les structures de Hodge, et qu'on a
i(a).i(b) = 2a.b pour a,b dans H2(A,Z) . On vérifie également (moins facilement)
que 1'image de i dans H2(S,Z) est 1'orthogonal de 1'ensemble des Ci . Par consé-
quent, ¢ induit une isométrie de Hodge ¢ : H2(A,Z) — H2(A',Z) telle que le dia-
gramme

H2 (A, Z) —Y H2 (A", Z2)
li i
H2(S,Z) —2— H2(S',Z)
soit commutatif.

c) Il s'agit maintenant de montrer que provient d'un isomorphisme de A' sur
A, donc de donner pour les tores complexes un énoncé analogue a celui du théoréme 1.\

Observons d'abord que le Z-module libre H2 (A,Z) posséde une onientation na-
turelle : en effet il est canoniquement isomorphe a4 A2H'(A,Z), et H'(A,Z) est
orienté par 1'isomorphisme canonique A%H? (A,Z) — H4(A,Z) .
PROPOSITION 4.— Soient A , A' deux tones complexes de dimension 2, et soit
¢ : H2(A,Z) — H2(A',Z) une {isométrnie de Hodge nespectant £'onientation. 1L existe
alons un Lsomorphisme Vv i A' — A tel que v* = £y .

La démonstration est essentiellement un exercice d'algébre linaire - cf. [Sh]
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A. BEAUVILLE

pour une étude détaillée de la situation. Notons que la condition sur 1'orientation
.. ' e . . P
est oubliée dans [P-S], ce qui simplifie un peu abusivement la suite des opérations.

d) La partie délicate de la démonstration consiste 3 prouver que 1'isométrie de
Hodge W construite en b) préserve 1l'orientation. On observe que les courbes ¢
sont index@es canoniquement par le IFz-espace vectoriel Az des points d'ordre 2
de A, de méme les Ci sont indexées par A} . Par construction ¢ induit une ap-
plica:éon ® : Az — A} telle que w([Cq]) = [Q$a] pour a € Az . On montre alors
que @ est une application affine : cela résulte du fait que 1'homomorphisme
c :E@e-—» H2(A,Z/2) tel que c(eo) = [Ca] a pour noyau l'ensemble des fonctions
affines sur Az . Soit T : A, — A} 1'isomorphisme IF.-linéaire associé 3 ¢ . En
identifiant le dual de Az & H'(A,Z/2), et de méme pour A' , on obtient un iso-
morphisme =1 ge H1(A,Z/2) dans H'(A',Z/2) . On démontre alors par un cal-
cul direct que la réduction de ¢ (mod. 2) est égale 3 ¥ A ¥ . I1 est facile de
voir que cela entraine que { préserve 1'orientation.

e) I1 résulte alors de la proposition 4 qu'il existe un isomorphisme v : A' — A
tel que v* =% ¢ ; on a en fait v* = ¢ puisque ¢ est effectif. On déduit de v
un isomorphisme u : S' — S , et il faut vérifier que u* coincide avec ¢ . Sur
la partie i(H2(A,Z)), cela se réduit & v* = ¢ . Sur les [qa] , cela signifie
qu'on doit avoir ®(a) = u'(a) . Quitte a modifier v par une translation, on peut
remplacer ¢ par sa partie linéaire T , et 1'égalité résulte alors de la formule

v 4
U2 =T AT ded).

4. Densité des périodes des surfaces de Kummer

La démonstration de la proposition 2 utilise un énoncé de surjectivité pour
certaines surfaces de Kummer, qui est aussi & la base de la démonstration de la sur-
jectivité de 1l'application des périodes. Je vais tricher un peu en admettant un
énoncé plus fort qu'il n'est nécessaire.

PROPOSITION 5 [I-S].— Soit P un 2-plan positif orient? de Ly , degind sun Q@
(c'est-a-dine tel que dimQ(PIWLQ) =2).

a) 1L existe une surface K3 kdhlérnienne marquée (S,0) de péniode P .

b) Pour que S s0it une surface de Kummen, &L faut et L& suffit qu'on ait x2 =0
(mod. 4) pour tout x € PNL .

On démontre facilement 1'existence de S dans le cas b), en construisant le

tore complexe A 3 l'aide de sa période. On passe de 13 au cas général par un pro-
cédé d'"isogénies' entre surfaces K3.

On notera que les surfaces K3 construites dans la proposition sont trés parti-
culidres : ce sont exactement celles dont le groupe de Picard est de rang maximal
(égal a 20).

La proposition 2 résulte alors de 1'énoncé suivant :
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SURFACES K3

PROPOSITION 6.— L'ensembfe des 2-plans P c L]R déginis sun Q et tels que x2 =0
(mod. 4) pour tout x € PNL est dense dans La grassmannienne des 2-plans de Lp-

On peut le démontrer soit en faisant appel a la théorie des groupes algébriques
[B-R], soit de maniére élémentaire [L-P].

5. Le "lemme principal' de Burns-Rapoport

Démontrons maintenant la proposition 3. Notons r, le graphe de u_ dans

t
X X;: . La premiére €tape consiste & montrer qu'une sous-suite de (l"t) €T

verge (au sens des courants) vers un cycle analytique I'oc de Xo x X§ . D'aprés un

con-

critére de Bishop [B], il suffit pour qu'il en soit ainsi qu'il existe une métrique
hermitienne sur X x X' pour laquelle le volume des sous-variétés Ty soit bonné.
On peut construire sur X (resp. X' ) une métrique hermitienne qui induit sur
chaque fibre Xu (resp. XL'I ) une métrique kihlérienne, de forme fondamentale N
(resp. “1'1 ). Munissons X x X' de la métrique produit. On a
= 12 = 2 12 1]
vol(l"t) L (prj“nt+pr§ut) IX w2+ jx'ut + ZJx'ut A u:ut .
t t t t
Les deux premiers termes sont bornés puisqu'ils sont obtenus par restriction & T
de fonctions continues sur U . Mais le méme argument s'applique au troisiéme car
] * = 1
[ et ity = Dl (e
Xt
Désignons par p , p' les deux projections de Xo x X§ . Par passage 3 la 1li-
mite, on a
Pxllo]l = 1 (dans H°(Xo,Z)) et pille]l =1 .

Ceci entralne deux possibilités pour T, :

(i) ro =4+ f C; xCl, ob plal=1, psla]l = 1, et ol les C; (resp. ¢i)
sont des courbes sur Xo (resp. X§ ) ;

(ii) To = Aq + Az + ? C; x C, o0 pelad] =1, pylag]l =0, pelaz] =0 et
pxlaz]l = 1.

Etant donnée une classe c € H*(Xo x X§,L) , notons c, 1'homomorphisme de
H2(Xo,L) dans H2(X§,0) défini par c,(x) = pi(c.p*x) . On a

(Fle =uf =0, ,

et par conséquent [Iol, = @o . Or on vérifie aussitdt qu'on aurait dans le cas (ii)
[Fol, (H27°(X5)) = 0 , ce qui est impossible. On a donc

= []
To A+ 1§IC i x Cl >
o A est le graphe d'une application biméromorphe uo, de X} sur Xo . Comme ces

surfaces sont minimales, uo est un isomorphisme, ce qui prouve a).

Supposons maintenant ¢, effectif. Notons i » c!

i les classes de cohomologie

de C Ci , de sorte qu'on a, pour x € H2(Xo,R) ,

i ’
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= =¥ !
Qo (x) = [Folye(x) = ud(x) + iéll(ci.x)ci .
Prenons x € KX . On a alors
- u* - ]
o (X) - up(x) igIrici ’
avec 1 >0 ; et

0= (eo(x))? - (US(X))2 = (Po(x) +us(x)). Z r.c! .
i€eT 11
Comme @o(X) et u¥f(x) sont dans KX , on a nécessairement I = , donc

u§ = @ . Ceci achéve la démonstration de la proposition 3 et donc du théoréme 1.

DEUXIEME PARTIE : SURJECTIVITE DE L'APPLICATION DES PERIODES

6. Comment utiliser le théoréme de Yau

Dans la suite nous identifions toujours Q 3 la grassmannienne G} (L]R) .

THEOREME 2.— (i) Tout élément P de Q est La période d'une surface K3 kdhlérnienne
marquée (S,0) .
(i1) La chambre kdhlérnienne Kg (§ 1, d)) est égale a L'ensemble des classes de
Kihtern de S .
Vu la transitivité du groupe WS sur les chambres de CS (§ 1, d)), cet
énoncé équivaut au suivant :

PROPOSITION 7.— Soit P € Q , et soit k un éLément de L]R onthogonal a P, de
cae >0, tel que L ne contienne pas d'éLément de cané (-2) onthogonal a P
et a k. 1L existe alorns une surface K3 marquée (S,0) , de pérniocde P , telle que
o '(k) so0it une classe de KdhLen.

La partie de la démonstration qui utilise la géométrie différentielle (en par-
ticulier le théoréme de Yau) est concentrée dans le lemme suivant :

Lemme.— Soit (S,0) uwne surface K3 marquée, de période P , et s0it k L'image par
o d'une classe de Kdhler de S . Posons E =P @ Rk. Pour toute décomposition on-
thogonale E = P' ® Rk', L existe une surface K3 marquéde (S',0') , de période P',
et une gforume de KihLern w' sun S' tefle que o'(In'l) = k' .

Soient S une surface K3 et g unemétrique de Kdhler-Einstein sur S, de classe o~1(k)
[Y]. Alors S admet une structure quaternioniemne, c'est-a-dire que le corps des
quaternions H opére sur le fibré tangent T(S) par endomorphismes paralléles (en
effet la représentation d'holonomie de S est isomorphe a la représentation iden-
tique de SU(2) dans (€2 = R* ; le commutant sur R de cette représentation est
le corps H ). Les structures complexes paralléles pour g correspondent aux qua-
ternions de carré (-1) , c'est-3-dire aux quaternions purs de norme 1 .

Notons (I,J,K) 1la base usuelle de 1l'espace Ho, des quaternions purs ; on
peut supposer que I induit la structure complexe donnée sur S . La forme de Kihler
n de g est donc définie par w(U,V) = g(IU,V) (pour U , V champs de vecteurs
sur S ). Considérons les 2-formes réelles o , B définies par
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a(U,V) = g@u,v) , BQU,V) = g(ku,V) .

Posons w =a + iB . On a alors w(IU,V) = iw(U,V) , de sorte que w est une 2-forme
paralléle de type (2,0) sur S , donc holomorphe.

On définit donc un isomorphisme A : Ho — E en posant A(q) = o([Yq]) , ou la
2-forme fermée Yq est définie par y_(U,V) = g(qU,V) . Revenant a 1'énoncé du
lemme, il existe un quaternion pur I' de carré (-1) et un nombre réel m > 0
tels que A~1(k') = mI' . Alors la surface S , munie de la structure complexe I' ,
du marquage o et de la métrique kidhlérienne mg , répond a la question.

7. Démonstration du théoréme 2

Posons rgQ(P) = dimQ(Pr1L ) . Nous allons démontrer la proposition 7 par récur-
rence descendante (et vite terminée !) sur rgQ(P) .

a) Si rgn(P) = 2 , on sait déja (proposition 5) que P est la période d'une sur-
face K3 marquée (S,0) ; il s'agit dans ce cas de démontrer que 1l'ensemble des classes
de Kidhler de S est égal a KS . Mais puisque P est défini sur @ , il en est de
méme de Hi{’(S) , et par conséquent les points ratiommels sont denses dans Kg . Or
ces points sont des classes de @Q-diviseurs amples, donc des classes de Kihler. L'en-
semble des classes de Kihler, qui est un cOne convexe ouvert et dense dans KS , est
donc égal a KS .

b) Supposons maintenant rg,(P) < 1 . Il existe un élément ko, de L, , arbitrai-
rement proche de k , qui n'est orthogonal a aucun &lément de carré (-2) de
Lnpt , et tel que le 3-plan E = P + Rko soit positif. On peut donc trouver une
décomposition orthogonale

E = Py ® Rk,

avec rgQ(P1) > rg.(P) . D'aprés 1'hypothése de récurrence, il existe une surface K3
marquée (S4,04) , de période P, , telle que o,'(k,) soit une classe de Kihler.
Soit £ 1la projection de ko orthogonalement & P (dans E) ; le lemme entraine
1'existence d'une surface K3 marquée (SZ’QE) , de période P , telle que 021(2)
soit une classe de Kihler de Sz .

Comme £ est arbitrairement proche de k , on peut supposer qu'il se trouve
dans la méme chambre C de P' . I1 résulte alors du théoréme 1 que toutes les sur-
faces (Sz,cz) sont isomorphes a une méme surface marquée (S,o0) , de période P ,
telle que o '(£) soit une classe de Kdhler, et o(KS) = C . On conclut ainsi que
1'ensemble des images par o des classes de Kidhler est dense dans C , donc égal 3

C , et par conséquent qu'il contient k . La surface marquée (S,0) répond donc 2
la question.
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TROISIEME PARTIE : TOUTE SURFACE K3 EST KAHLERIENNE

8. Métriques hermitiennes standard

THEOREME 3.— Toute swiface K3 est kihberienne.

COROLLAIRE.— Pour qu'une surface complexe compacte soit kdhlénienne, AL gaut et L
suffit que son premiern nombre de Betti 804t pair.

En effet il résulte de la classification de Kodaira qu'une surface non algé-
brique avec b, pair est une K3 ou une surface elliptique. Ce dernier cas a été
traité par Miyaoka [M].

Voici 1'idée de la démonstration du théoréme 3. Soit (S,0) une surface K3
marquée. D'aprés le théoréme 2 il existe une surface K3 kdhlérienne marquée (S',0')
ayant méme période. Il s'agit alors d'adapter la démonstration du théoréme 1 pour prouver
que S et S' sont isomorphes. La difficulté essentielle est d'&tendre le 'lemme
principal" de Burns-Rapoport au cas ol 1'une des surfaces n'est pas supposée kdh1é-
rieme. L'idée de Siu est d'utiliser des métriques hermitiennes d'un type particu-
lier, qui avaient déja &été étudiées par Gauduchon sous le nom de "métriques standard".

DEFINITION.— Une métrique hermitienne sun une surgace complexe est dite standard 44
sa 2-forme fondamentale w satisfait a 33(m) =0 .

Plus généralement, une métrique hermitienne sur une vari&té complexe de dimen-
sion m est dite standard si 33(%’“'1) = (0 . Je vais me borner ici aucas m =2 .

PROPOSITION 8 [G].— Soient S une surface complexe compacte, et h une métrique
heamitienne sur S . 1L existe alors une métrique hermitienne standard conforme a
h , unique @ homothéitie pres.

Soit u la 2-forme fondamentale de h . Pour f € c¢®(s,R) , posons

D(f) = id3(Bu)/m2 et D*(£) = (193fan)/u? .

Alors D et D* sont des opérateurs différentiels réels elliptiques du second
ordre, a coefficients ¢ . On vérifie aussitdt qu'ils sont adjoints formels 1'un
de 1'autre. De plus 1'opérateur D* n'a pas de terme d'ordre zéro ; le principe du
maximum entraine que le noyau de D* est formé des fonctions constantes, et que
toute fonction non nulle de Im(D*) prend des signes opposés sur S . Puisque D*

est la partie principale d¢e D, on a
- ind(D) = ind(D*) = ind(D) ,
d'od ind(D) = 0 , et par conséquent dim Ker(D) = dim Ker(D*) =1 .
I1 existe donc une fonction non nulle f (et une seule a homothétie preés)
telle que 33(fu) = 0 . Comme 1'orthogonal Im(D¥) de £ dans C7(S,R) ne contient
pas de fonction positive autre que 0 , on voit que f est de signe constant. Enfin

une application élémentaire du principe du maximum montre que toute solution posi-

tive d'un opérateur elliptique du 2e ordre sur une variété compacte ne s'annule en
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aucun point.

Remarque.— Siu utilise une méthode différente, basée sur le théoréme de Hahn-Banach,
qui donne un résultat plus faible mais suffisant pour la suite.

Soient S une surface K3, et w une 2-forme holomorphe non nulle sur S. Nous
noterons encore HH’(S) 1'orthogonal de o dans H2(S,R) . Toute classe
X € H2(S,R) s'écrit donc x = clw] + k + C[w] , avec c €L et kE Hi,:‘(S) .

Lemme.— Soient S une surface K3, et wu La 2-forme fondamentale d'une métrique her-
mitienne standard sur S .

a) 12 existe une 2-forme rdelle fermée O sun S telle que w = 9",

b) La composante k de [9] dans Hi{’ 1(S) est indépendante du choix de 9; elle
satisgait a k2 >0 et k.[Dl >0 pour tout diviseur effectif D sur S .

c) S& S est kdhlenienne, k appartient a La chambre kdhlérienne KS .

Prouvons a). Puisque H! (S,Qg) =0, la forme 3J3-fermée ou est d-exacte ; il
existe donc une forme a de type (2,0) telle que 3w + oa = 0 . I1 suffitde poser
9=a+u+a.

Observons que la forme a (donc aussi 9 ) est uniquement déterminée modulo
Cw ; par conséquent la composante k de [9®] dans H]1R'1(S) est uniquement déter-
minée par % . On peut d'ailleurs choisir (de maniére unique) o de fagon que
[8] , et

JeAw=0;onaalors k
S

k2=JSA3=ZJGAa+Jul\M>O,
S S S
k.[D]=JS=Iu>0,
D D

d'ol b).

Supposons qu'il existe une forme de Kihler € sur S . Alors pour 0<t<1,
la forme tE + (1-1t)9 est fermée et sa composante de type (1,1) est positive non-
dégénérée. On déduit de b) que le segment [[E]l,k] dans H;{'(S) est contenu dans
CS , donc dans Ks , d'oll C).

9. Démonstration du théoréme 3

PROPOSITION 3'.— La proposition 3 est encore vraie Lornsque Xo n'est pas supposie
kdhtérienne.
Dans la démonstration de la proposition 3, 1l'existence d'une métrique kihlé-

rienne sur Xo a été utilisée uniquement pour borner le volume de T et plus pré-

t b

cisément 1'intégrale Jx,u' AU . Choisissons une métrique hermitienne sur X'
t

§ A Ut
induisant sur chaque fibre une métrique kihlérienne, et une métrique sur X de la
facon suivante : soient wuo 1la 2-forme d'une métrique hermitienne standard sur X,
et 9 une 2-forme fermée (réelle) sur Xo telle que 93’' =, . Quitte & réduire
U , on peut étendre 9o en une 2-forme fermée & sur X , de fagon que la 2-forme
n, = 8:1" soit positive non-dégénérée pour tout u € U . On munit X d'une métrique
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hermitienne induisant sur chaque fibre X, la métrique standard de forme fondamen-
tale n, On a alors
1 *. = [ *, = 1
Wi AU Jx'ut A UES, [ut].tpt[ﬁt] ,
t t
et cette fonction de t est la restriction d'une fonction continue sur U , donc

bornée au voisinage de o .

Démontrons maintenant le théoréme 3. Soit (Xo,0) une surface K3 marquée ;
soient ho une métrique hermitiemne standard sur Xo , %o sa 2-forme fondamentale,
et ko la classe associée dans H]1R’1(Xo) . D'aprés la proposition 7 il existe une
surface K3 marquée (X$,0') et une classe de Kihler k§ € H;R” X$) , telles que :

a) (X$,0') a méme période que (X5,0) ;
b) olke) =0o'(ké) .

On déduit de a) comme au § 2 qu'il existe des familles de Kuranishi f : X — U
et f': X' — U pour X, et X} , et un isomorphisme ¢ : R2f,(Z) — R2f}(Z)
induisant pour chaque u € U une isométrie de Hodge @, " H2 (Xu,Z) — H2 (Xl'l,Z) .
De plus il existe une partie dense T de U telle que Xt et Xé soient projec-
tives pour t € T . Il s'agit de montrer que @, est effective pour t € T assez
proche de o : en effet on déduira alors du th€oréme 1 des isomorphismes
u, XE — )(t tels que uz =0, , et la proposition 3' permettra de conclure que
Xo est isomorphe a3 X! , donc kihlérienne.

Soit 9} ume forme de Kihler de classe k§ , et soit 9, une 2-forme réelle
fermée sur Xo telle que 83'' =uo et [9] = ko . Quitte a réduire U , on peut
étendre 9, et 9% en des formes fermées & sur X et O' sur X' , de facon
que les composantes de type (1,1) de 9, et 8 soient positives non-dégénérées
pour tout u . Notons k,  la projection de [9;] sur Hi{(xu) et k! la projec-
tion de [9!] sur Hi{1(X&) . On aparb) wo(ko) = ki , d'od o (I8, 1) = [8]
pour tout u € U , et, puisque @, est une isométrie de Hodge, cpu(l&l) = k:; . On
déduit alors du lemme que @, est effective lorsque Xu et X"l sont kidhlériennes,
ce qui achéve la démonstration du théoréme 3.
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