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SOUS-ESPACES lp DES ESPACES DE BANACH

par Bernard MAUREY

199

Séminaire BOURBAKI

35e année, 1982/83, n° 608 Février 1983

On désigne par lpn l’espace mn muni de la norme , 

La distance de Banach-Mazur d(E,F) de deux espaces de Banach E et F est dé-

finie par

d(E,F) = T isomorphisme de E sur F) .

On présente dans cet exposé un certain nombre de résultats sur l’existence de

sous-espaces isomorphes à ~ ou à p dans les espaces de Banach généraux. La

section 0 introduit quelques notations et les renseignements "de base" sur les

plongements de lp dans Lq. La section 1 contient les résultats sur les lpn;
elle est divisée en deux parties : la section 1.1 présente des résultats dont la

démonstration utilise des méthodes du type géométrie intégrale ou de nature proba-

biliste, qui font toutes appel à des phénomènes de "concentration de la mesure".

On énonce en particulier le théorème déjà ancien (1961) de Dvoretzky sur les "sec-

tions presque sphériques des corps convexes". Sous une forme affaiblie, il indique

que tout espace de Banach de dimension infinie contient une suite de sous-espaces

(Xn) telle que lim 1 . Il s’agit bien sûr d’une propriété de structure

fondamentale, qui a de nombreuses conséquences. Elle sert par exemple à démontrer

le théorème de Lindenstrauss et Tzafriri [41] selon lequel un espace de Banach dont

tous les sous-espaces fermés sont complémentés est isomorphe à un espace de Hilbert.

La section 1.2 présente des résultats sur l’existence de sous-espaces ~ qui
utilisent des méthodes de type combinatoire. La section 2 est consacrée aux problè-
mes de dimension infinie (recherche de sous-espaces isomorphes à Qp ). Enfin h~
section 3 contient quelques indications succintes sur certaines démonstrations, le

plus souvent dans des cas très particuliers, mais qui je l’espère peuvent mettre
le lecteur "dans l’ambiance" de cette partie de la géométrie des espaces de Banach.

0. Plongements de lp dans Lq

Le plongement le plus simple de ~ dans les espaces L~ est obtenu de la

façon suivante : soient Sn-i la sphère unité de lRn et l’unique probabi-



lité invariante par rotation sur Sn-i .

Si on désigne par L l’espace (de dimension n ) des fonctions linéaires sur

lRn on voit immédiatement que pour tout p E la norme de in-

duit sur L un multiple de la norme euclidienne.

Par ailleurs pour p E ]0,2] il existe une probabilité v sur R dont la

transformée de Fourier est t ~e-|t|P Soit (f.) une suite de variables aléa-

toires (v.a.) indépendantes de loi vp (on dit qu’une v.a. réelle f définie sur

admet la loi v si P {f E B} - v(B) pour tout borélien B de R . . Dans le

cas où v = v , , on dit que f est une v.a. p-stable). On voit sans peine que si

= 1 , la v.a. Sc.f. admet aussi la même loi v , d’où il résulte que

cifilqdP = Jlf11qdP , quantité qui est finie lorsque 0  q  p  2 , ou bien

si p = 2, On obtient donc

Autrement dit, lp est isométrique à un sous-espace de Lq si 0  q ~ p  2 ,

et Q2 est isométrique à un sous-espace de Lq pour tout q . Plus généralement,

on peut remplacer lp par LP (cf. [11]) dans l’énoncé précédent.

1. Étude en dimension finie

1.1. Résultats utilisant un phénomène de "concentration de la mesure"

Nous commencerons par énoncer le théorème de Dvoretzky [16], en fait dans une

version améliorée due à V. Milman [48].

THÉORÈME 1.1.1.- Pour tout E > 0 il existe > 0 tel que tout espace normé X de

dimension n contienne un sous-espace Y de dimension k avec k > c(E) Log n et

d (Y, Qk) _ 1 + E .

(La version originale [16] donnait /Log n au lieu de Log n .)

Il est assez facile de voir (cf. [24] proposition 3.2) que l’estimation en

Log n est la meilleure possible en général (on ne peut pas faire mieux dans 9,~ ).
Par contre des résultats surprenants par la "grosseur" de Y ont été obtenus par

Figiel, Lindenstrauss et Milman [24] pour certaines classes particulières d’espaces

X (et indépendamment par Kashin [36] lorsque X = ~ dans 1.1.2).

THÉORÈME 1.1.2.- Pour tout e > 0 il existe > 0 tel que tout sous-espace de di-

mension n X de Lp , 1 _ p _ 2 , contienne un sous-espace Y de dimension k avec

k ~ c(e)n et d(Y,~,k) _ 1 + E .

Plus généralement on peut remplacer LP par un espace de cotype 2 dans

l’énoncé du théorème 1.1.2 ([24], theorem 5.2).



Les démonstrations de [48] et [24] utilisent l’inégalité isopérimétrique pour
les sous-ensembles de la sphère Sn-1 ([40], [63]), et la notion de médiane : si

f est une fonction réelle continue sur Sn-i on appelle médiane de f sur Sn-i

l’unique réel c tel que les deux ensembles {f ~ c) et {f  c) aient une me-

sure ~ 1/2 pour lJ.n-1 . Les théorèmes 1.1.1 et 1.1.2 découlent du résultat sui-

vant de [24].

THEOREME 1.1. 3.- Soient cP une semi-norme sur IRn telle que cP(x) _ ~x~2 et m la mé-

diane de cp sur Sn-i . Pour tout e > 0 et tout entier k tel que 1 +k  c(E)nm2 il

existe un sous-espace Y de dimension k tel que

On peut prendre c(e) = ~3(32(1 + e))-~ .

On trouvera une esquisse de démonstration en 3.1. Pour passer du théorème 1.1.3

aux précédents, il suffit de savoir minorer la médiane m dans diverses situations.

A cet effet, il est généralement plus facile d’évaluer et d’utiliser

l’inégalité m + ~ qui résulte du lemme 3.1.1.
Indiquons la démonstration du théorème 1.1.2 dans le cas particulier où X = ~,

1 ~ p ~ 2 . On considère sur lRn

Comme wp est une fonction croissante de p , il suffit de minorer

03C61d 03A9-1 = n|x1|d n-1 (x) ? 2 , donc m P >_ m1 > 2 CI - 1 ) , 1 ~ p _ 2 .

Pour le théorème 1.1.1 on utilise le lemme de Dvoretzky-Rogers [17] qui im-

plique l’énoncé suivant (cf. [24], (4.2)) : si E est un espace vectoriel de di-

mension n muni d’une norme , il existe une norme euclidienne Il .112 sur E

telle que IIxll2 et une base orthonormée (u~,...,un) dans E telle que

1/2 si 1 S j _ 9n/25 . On en déduit

2 , sup I x. I ct~,n-~ (x) ? où y est une constante universelle.
~ jS9n725 J ~ n

Les sous-espaces hilbertiens de Ç obtenus par le théorème 1.1.2 sont assez

mystérieux. On peut en donner une description un peu plus intuitive grâce au résul-

tat suivant, dû à G. Schechtman [62].

THÉORÈME 1.1.4.- Soient n et k tels que n ~ I6(/2- 1)-2(kLog 19 + 2 Log 2) . Plus de
la moitié des matrices n x k A à coefficients tl 1 vérifient

(où on considère A comme un opérateur de L2 k dans 
Ce résultat utilise encore un argument de concentration, avec Sn-i remplacée

par Q = et l’inégalité isopérimétrique remplacée par une inégalité



exponentielle sur les grandes déviations dans la loi des grands nombres, voir quel-

ques détails en 3.2. A ma connaissance, les inégalités exponentielles des probabi-
lités ont été introduites dans la géométrie des espaces de Banach par Bennett,
Goodman et Newman dans [ 5 ] où ils ont déterminé la taille des Qk plongeables

dans Qn, 2_q~.
Passons maintenant aux plongements de ~ dans certains espaces de Banach

pour p 1 2 . Bien entendu, il n’y a pas de théorème de Dvoretzky pour p # 2 : si

on fixe p ~ 2 et un espace de Banach E , il n’y a pas en général de suite (Xn)

de sous-espaces de E telles que sup d(Xn,lpn)  °° . (Prendre E = l2 ! 1 Plus géné-

ralement, des obstructions immédiates pour cette question sont fournies par les

notions de type et de cotype, cf. [47].)

Puisque lp se plonge isométriquement dans L1 si 1 ~ p S 2 , il en résulte

assez facilement que lpk se plonge (1 + e)-isomorphiquement dans LÀ pour n

assez grand. Toutefois des estimations précises sur les rapports de k et de n

n’ont été obtenues que récemment par Johnson et Schechtman [34]. A nouveau k est

étonnamment grand, puisqu’on peut le prendre proportionnel à n .

THÉORÈME 1.1.5 ([34]).- e~ste c(e,r,p) > 0 tel

que pour tout n l’espace Qn contienne un sous-espace Y de dimension k , avec
k ~ c(E,r,p).n et 1 +e .

Ce résultat a été généralisé par G. Pisier sous la forme suivante : soient

p E ]1,2] et (fi) une suite de v.a. indépendantes p-stables, avec Elfil = 1

pour tout i (où Ef désigne l’espérance de la v.a. f ). Si X est un espace

normé, de dimension finie ou infinie, on introduit la quantité

(On dit que X est de type p-stable si M (X)  ~ , cf. [47].)

THEOREME 1.1.6 ([56]).- Soient p E ]1,2[ et q tel que l/p + l/q = 1 . Pour tout

E > 0 il existe c(e,p) > 0 tel que pour tout espace normé X et tout entier

k ~ il existe un sous-espace Y de dimension k de X tel que

d(Y, ._k)  1 + e

La démonstration utilise une représentation des v.a. stables à partir du pro-

cessus de Poisson, ainsi qu’une inégalité exponentielle pour une classe de martin-

gales à accroissements bornés (voir 3.3). Le résultat de Pisier est vrai pour

p = 2 , avec une démonstration différente mais plus simple. Il redonne l’existence

de "gros" sous-espaces hilbertiens de ,mais ne donne rien si X = Q2 ! t

Pour déduire 1.1.5 de 1.1.6 dans le cas r = 1 , il suffit de noter que

M P(l1n)~ E~n-1/p.i fiei~1 = si (e1,...,en) désigne la base canonique de

l1n .



Le théorème 1.1.6 permet de retrouver un résultat de [47]. Soit X un espace

de Banach de dimension infinie. Si on désigne par p le sup des réels p E ]1,2]
tels que X soit de type p-stable, il existe une suite de sous-espaces Xn de

X telle que lim = 1 . En fait p est aussi la plus petite valeur de

q telle que X contienne une suite de sous-espaces Xn telle que

sup  ~.

1.1.7. Autres résultats

Benyamini et Gordon [ 6 ] ont étudié des factorisations aléatoires de l’iden-

tité de ~ à travers un espace X de dimension finie. On cherche à obtenir de

cette façon, non seulement un sous-espace Y de X presque hilbertien, mais l’es-

timation de la norme d’une projection de X sur Y . Cet article utilise un résul-

tat très intéressant de S. Chevet [13] qui provient de la théorie des processus

gaussiens, et en particulier du lemme de Slepian [64].

Amir et Milman [ 3 ] ont utilisé le théorème de Dvoretzky et des méthodes pro-

babilistes analogues à celles de 1.1.4 pour trouver des suites inconditionnelles

dans les espaces de dimension finie.

Mentionnons encore les résultats de Kashin [36], Szarek et Tomczak-Jaegerman
[67] sur les décompositions d’espaces de dimension finie en somme de deux sous-

espaces presque hilbertiens, les résultats de Gluskin [26] sur le diamètre de l’en-

semble des espaces normés de dimension n , et encore [23], [25], [32], [54], [68].

1.2. Résultats utilisant des méthodes combinatoires

Commençons par un résultat dû à J.-L. Krivine ([37], [39]) :

THEOREME 1.2.1.- Soit (x.) une suite de vecteurs d’un espace normé engendrant un
sous-espace de dimension infinie. Il existe p E teZ que pour tout s > 0 et

tout entier k on puisse trouver k combinaisons linéaires des (xi), soient 
formées à partir de k paquets successifs disjoints de la suite (xi) , de façon que

Si on compare aux résultats de la section précédente, on note que l’on a une

information supplémentaire sur la position par rapport à la suite donnée

(xi) , mais en revanche on perd les informations quantitatives du type 1.1.5. Le

qualificatif "combinatoire" s’applique assez bien à la démonstration originale de

[37], il est plus contestable pour les versions plus récentes [39]. Une idée-clef

de la démonstration peut être expliquée ainsi : supposons que X soit un espace

invariant par réarrangement de fonctions mesurables sur [0,oo[ ~ contenant la fonc-

tion f(x) = X-1/P , avec Nf« = 1 . Si (f1,...,fn) sont des fonctions de X à

supports disjoints, ayant la même distribution que f (c’est-à-dire que Ifil et



k
Ifl ont la même réarrangée décroissante), .X c.f. a la même distribution que f

lorsque = 1 , donc (.E (cf. [44], theorem 2f2).

La première partie du travail consiste à remplacer la suite (x.) par une struc-

ture asymptotique plus régulière, presque aussi agréable qu’un espace invariant par

réarrangement. Cette partie utilise des idées de Brunel et Sucheston [12], liées au

lemme combinatoire de Ramsey. Même dans le cas d’un espace invariant par réarrange-

ment, il n’y a pas de raison pour que x 1~p E X pour un p E [1,~] . Voir 3.4 à

ce sujet.

Les résultats qui suivent concernent le cas particulier des sous-espaces L( .
Le premier est dû à V. Milman [49].

THEOREME 1.2.2.- Soient (e~,...,en) des fonctions sur un ensemble S , ne prenant

que les valeurs :i:l . Il existe I ~ {1,...,n~ tel que

où Y est une constante universelle et M = .

Le théorème de Milman s’appuie sur un -lemme combinatoire de Sauer ([61], voir

lemme 3.5.1 plus loin). Il a été inspiré par un résultat de Pisier [55] sur les en-

sembles de Sidon, qui utilisait, lui, une méthode aléatoire.

Le résultat suivant a été démontré récemment par J. Elton [20]. Il s’apparente

au théorème 1.2.2 (l’outil de base est encore le lemme de Sauer) mais sa démonstra-

tion est plus délicate. Il améliore considérablement un résultat plus ancien de

Pisier [53].

THEOREME 1.2.3.- Pour tout 6 E ]0,1] il existe c(6) > 0 tel que si (e~,...,en) sont
_ 

n

des vecteurs de norme 1 dans un espace normé rée l vérifiant 2-n  ~±ei~ >_ bn ,

on puisse trouver le {1,...,n} avec Card I >_ c(6).n et V(ci) ,
~ ciei~ ~ c(03B4). |ci|.

Le théorème d’Elton vient d’être généralisé au cas complexe par A.Pajor [51]. La

démonstration nécessite de nouveaux lemmes combinatoires qui étendent le lemme de

Sauer. Mentionnons encore les résultats d’Alon et Milman [ 2] sur les sous-Qk qui

utilisent un autre lemme du type Sauer.

2. Problèmes de dimension infinie

On peut chercher dans quelle mesure les résultats sur lpn s’étendent en di-

mension infinie, c’est-à-dire en remplaçant lpn par lp . Il est clair tout d’abord

que le théorème de Dvoretzky ne s’étend pas de cette façon (par exemple ne con-

tient pas de sous-espace isomorphe à Q2 , puisque les faiblement compacts de l1



sont compacts). On a cependant cru longtemps que la réponse au "problème du 
- tout espace de Banach de dimension infinie contient-il un Qp ou co ? - pouvait
être positive, jusqu’à ce que Tsirelson donne un exemple d’un espace réflexif qui
ne contient aucun sous-espace isomorphe à un Qp ([69] ou [43], example 2.e.I).

Pour un espace de Banach, le fait de ne pas contenir de sous-espace isomorphe
à l1 ou à co exprime un certain degré de régularité (en considérant que Q2

possède la régularité idéale). Par exemple, James a montré qu’un espace à base in-

conditionnelle est réflexif si et seulement s’il ne contient pas £1 ou co ([31]).

Des résultats remarquables de Rosenthal [58] et Odell-Rosenthal [50] ont mis en lu-

mière une propriété fondamentale de structure des espaces qui ne contiennent pas
.

Pour introduire ces résultats, commençons par une remarque très simple : soit

(en) la base canonique de l1 . Il est évident que pour toute sous-suite (enk)
de (en) , il existe x* tel que x*, enk> ne converge pas quand k -~ oo . La

suite (en) n’a donc pas de sous-suite de Cauchy-faible (on dit que (xn) E X est

de Cauchy faible si limx*,x > existe pour tout x* E X* , dual de X , autrement

dit si (xn) converge vers un x** E X** pour a(X**,X*) ). Par conséquent, les

points adhérents à la suite (en) dans ne peuvent pas être obtenus

comme limites de sous-suites de (en) . Les résultats de Rosenthal et Odell-Rosenthal
sont des sortes de réciproques :

THEOREME 2.1 ([58] dans le cas réel, Dor [15] dans le cas complexe).- Si (x ) est
une suite bornée dans un espace de Banach" elle admet une sous-suite de Cauchy fai-
ble ou une sous-suite équivalente à la base canonique de R,1 (c’est-à-dire

qu’il tel que pour tous les (ck) ) .
On peut reformuler ce théorème en disant que toute suite (fn) de fonctions

continues sur un compact K telle que sup~fn~~  ~ admet, soit une sous-suite

qui converge simplement sur K , soit une sous-suite équivalente à la base de 1 . .

Si par exemple (fn) est orthonormée dans L2(K,y) , elle ne peut avoir de sous-

suite simplement convergente (appliquer le théorème de Lebesgue) donc elle admet
des sous-suites équivalentes à la base de ~,1 (pour la norme de C(K) ). Si les

(fn) sont une suite de caractères d’un groupe compact abélien, on obtient une dé-
monstration abstraite de l’existence d’ensembles de Sidon.

THEOREME 2.2 ([50]).- Soit X un espace de Banach séparable. Si X ne contient pas de

sous-espace isomorphe à tout élément de x** est limite pour a(X**,X*) d’une
suite d’éléments de X .

Farahat [21] (voir aussi [43], theorem 2.e.5) a montré que l’on peut utiliser

la propriété de Ramsey des sous-ensembles analytiques de ([19], voir 3.6.)
pour la démonstration du théorème 2.1. Le théorème 2.2 a été généralisé par



Rosenthal [59] et Bourgain-Fremlin-Talagrand [ 7 ] à l’étude des ensembles de fonc-

tions de première classe de Baire compacts pour la convergence simple. Les proprié-

tés spéciales des espaces qui ne contiennent données par les théorèmes

2.1 et 2.2 sont utilisées très souvent. Citons par exemple l’application à la théo-

rie isométrique de la dualité donnée par Godefroy dans [27].

Revenons au "problème du sous-p ". La réponse au problème général étant néga-

tive, on doit chercher si elle devient positive dans certaines classes particulières

d’espaces de Banach. Il y a en fait peu de résultats du type " X contient un sous-

espace isomorphe à pour un p E 
" 

sans que p apparaisse plus ou

moins clairement dans la définition de X . L’un de ces rares résultats concerne

les espaces d’Orlicz de suites : si cp est une fonction convexe croissante sur

[0,+ ~[ , nulle en 0 , on désigne par l03C6 l’espace des suites numériques (cn)
telles que 1)  o° pour au moins un e > 0 . Lindenstrauss et Tzafriri ont

montré dans [42] que tout espace l03C6 contient un Qp ou co . La démonstration

utilise le théorème de point fixe de Schauder-Tychonoff pour montrer qu’un certain

convexe compact de C[0,1] contient xP pour un p . D’une certaine façon, ce ré-

sultat est l’ancêtre d’un théorème remarquable de D. Aldous [ 1 ] pour les sous-

espaces de L1 . En effet, dans le cas où est décroissante, l03C6 est iso-

morphe à un sous-espace de L1 (cf. [10]).

THÉORÈME 2.3 ([ 1 ]).- Tout sous-espace de dimension infinie de L~ contient un sous-

espace 2somorphe à Qp , pour un p E [1,2] (et même (1 pour tout

e > 0 donné).

Kadec et Pelczynski ont montré depuis longtemps qu’un sous-espace non réflexif

de L1 contient i1 ([35]), le vrai problème se pose donc pour un sous-espace ré-

flexif. La démonstration de 2.3 suit les idées du théorème 1.2.1 de Krivine jusqu’à

un certain point. Malheureusement (et c’est faux en général d’après Tsirelson) les

différents lp de Krivine n’ont aucune raison de se recoller pour former 

Le théorème d’Aldous a été généralisé dans [38] à une classe d’espaces appelés

espaces de Banach stables, mais le "problème du sous-Qp 
" n’est pas encore bien

compris en général. Par ailleurs le théorème d’Aldous a été précisé par 
Guerre et

Lévy [28]. D’après les résultats de Rosenthal [57], l’indice Px introduit plus

haut (commentaires du théorème 1.1.6) est égal pour un sous-espace X de L1 au

sup des valeurs q ~ 2 telles que X puisse se plonger dans Lq. Comme par

ailleurs ne se plonge pas dans Lq si p  q ~ 2 , on voit que X ne peut

contenir que si p ~ p ~ 2 . Or précisément Guerre et Lévy montrent que tout

sous-espace X de dimension infinie de L1 contient un sous-espace (1 +E)-isomor-

phe à i Px .
Terminons cette section par quelques problèmes ouverts dans la "théorie



infinie-dimensionnelle". Les deux premiers sont des affaiblissements du "problème
du sous-lp ".

Problème 2.4.- Soit E un espace de Banach de dimension infinie. Contient-il tou-

jours co ou un sous-espace réflexif ?

On connait quelques réponses partielles, par exemple lorsque E** est sépa-

rable [33]. Voir aussi [18].

Problème 2.5.- Soit E un espace de Banach de dimension infinie. Contient-il tou-

jours une suite inconditionnelle infinie, c’est-à-dire une suite (xn) telle que

llx n 11 = 1 pour tout entier n et qu’il existe C pour lequel

C~03A3 anxn ~ pour tout choix des (an) et des :t.

Le résultat fini-dimensionnel de J. Elton (1.2.3) a été suscité par un pro-

blème infini-dimensionnel tiré de [ 8 ], [60].

Problème 2.6.- Soit T un opérateur linéaire de dans un espace de,
Banach X tel que 1 fi = 1 ~ ~Tf~ ~ 1 . L’espace X contient-il un sous-espace

isomorphe à L1 ?

Mentionnons pour finir un problème curieux qui semble difficile et pour lequel

presqu’aucun résultat partiel n’est connu. Ce problème est connu comme "problème de

la distorsion".

Problème 2.7.- Soit E un espace isomorphe à Q2 . Contient-il pour tout ~ > 0

un sous-espace EE tel que 1+e ?

On peut poser la même question pour lp . La réponse est oui, et est assez

facile, pour l1 et co (James [30]). Pour lp , 1  p ~ 2 , la réponse est oui

si E est isométrique à un sous-espace de L1 . Cela résulte du théorème d’Aldous,
mais avait été démontré antérieurement par Dacunha-Castelle et Krivine [14].

3. Esquisses de quelques démonstrations

3.1. Théorème de Figiel-Lindenstrauss-Milman (1.1.3)
On utilise la conséquence suivante de l’inégalité isopérimétrique pour Sn-~ .

Lemme 3.1.1.- Soit A c Sn-1 , avec 1/2 . On a ~-~ ((A e )c) _ 2e nE2/2 ,
où AE = d(x,A) SE} , d étant la distance géodésique sur et où Bc

désigne le complémentaire de B .

Lemme 3.1.2.- Soient cp une fonction 1-lipschitzienne sur Sn-1 et m sa médiane. Si
K est  et si (y~,...,yK) sont des points de Sn_~ , 2Z existe une

isométrie U de ~tn telle que c.p(Uy i) E [ (1- e)m, (1 + e)mJ pour tout i = 1,2,...,K.
Démonstration.- On a > (1 1 + s)m} c (AEm)c où A = {c.p _ m} , et de même pour
l’autre inégalité, ~ donc [(1-E)m,(1+E)mJ}  4e . Par ailleurs



si vn désigne la probabilité de Haar sur le groupe orthogonal, on a pour

y E et B borélien de {U ; U (y) E B} - donc

vn {U ; 3i E {l, ...,K~ t.q. 4Ke -nE2m2/2 .
Le lemme suivant est classique, on l’obtient par des considérations de volume.

K
Lemme 3.1.3.- Pour tout S > 0 , iZ existe E avec ci jU’B(yj,b)
et K ~ _ (1 + 2/b)k  e2k/ . -’" ’

La démonstration de 1.1.3 découle des trois lemmes précédents. Considérons

TR comme sous-espace de et soit (y.)K_~ une famille de points de Sk-~
vérifiant le lemme 3.1.3 pour b = 2(1 +£) . Posons R = {yj ; j = 1,...,K) . D’après
le lemme 3.1.2 il existe U tel que cp(Uy) E [ ( 1 - 2)m, ( 1 + z)mJ pour tout y ER,

à condition que

ce qui est garanti par la condition de l’énoncé de 1.1.3. Si z E Sk-i , on peut
écrire z = .E À.x. , avec ô et x. E R , donc 03C6(Uz) ~ 1+~/2 1-03B4 m = (1 + E)m .

On a donc ( 1 + ~)m . Par ailleurs il existe y E R tel que

6 , donc cp(Uz) ? (1 -~-6(1 +e))m = (1 -e)m , ce qui

prouve 1.1.3, en prenant pour Y l’image de IRk par U .

3.2. Théorème de Schechtman (1.1.4)

À e = (e..) E Q = on associe la matrice A = (~i,j) . On munit
Q de sa probabilité naturelle P . Pour x E Sk-1 on considère la v.a. sur Q

D’après le raisonnement de 3.1 il suffit de démontrer une inégalité de la forme :

On voit que ZX est une somme de v,a, indépendantes et de même loi que

IX) - |03A3 xj~j | , les (~j) étant des variables de Bernoulli. On a pour tout h

réel

On peut voir que  e~2 , donc _ en~2 , d’où résulte
P(IZ - EZ ( > c) _ 2e c2~4n , par ailleurs l’inégalité de Khintchine [66] fournit

x x

~2 _ EZ x _ n , ce qui permet de conclure.

3.3. Théorème de Pisier (1.1.5)

Soient (xi,...,x~) des vecteurs de norme ~ 1 dans un espace normé X ,

(fi) une suite de v.a. indépendantes p-stables, avec Elfil = c à préciser.



Lemme 3.3.1.- soit (Zj)~j=1 une suite de v.a. indépendantes à valeurs dans X , pre-
nant les valeur8 txi avec probabilité 2n . Il existe une v.a. S à valeurs dans X ,

de même loi que n telle que

Le lecteur familier avec les manipulations sur le processus de Poisson se con-

vaincra plus ou moins aisément que S = .Î T.~~~Z. , où les (T.) sont les temps
J"1 J J J

de saut d’un processus de Poisson indépendant des (Z.) et pour un cp convena-

ble, a la même loi que n-1/P  f.x.. Il suffit alors de calculer

= K(p)  É pour p E ]1,2[ .

Lemme 3.3.2.- Soit (Uj) une suite de V.a. indépendantes à valeurs dans la boule
unité d’un espace de Banach, telle que U = converge. 0n a pour tout

Ce lemme utilise une variante du lemme d’Azuma [4 ]. On peut en trouver la dé-

monstration détaillée dans [34J.

Pour terminer la démonstration de 1.1.6 on considère V = .~~j 1~pZ. , et on
J J

introduit des copies indépendantes S~,...,Sk , et de S et de V

respectivement, avec E~Vi-Si~  K pour chaque i . Soient tels que

03A3|03B1i|p = 1 . La a la même loi que S, et

E~ a. (V. - S.) Il  donc en posant M = E~S~ , on aura

a.v.1I - MI _ EM si k  et on peut déduire du lemme 3.3.2 l’iné-

galité ..

ce qui permettra de conclure comme en 3.2.

3.4. Théorème de Krivine (1.2.1)

Soit X un espace de fonctions mesurables complexes sur [0,oo[ tel que

f EX, |g| ~ |f| ~ (g ~ X et ~g~ _ ~f~) et f avec ~f~ = ~f*~ ,
où f* désigne la réarrangée décroissante de Ifl . Posons pour À > 0

On peut faire les observations suivantes :

a) D~D~ = et pour ~, _> 1 , Il .

b) Si les (gi) sont à supports disjoints, et si gi a la même distribution que

Dcif , E gi a la même distribution que 

c) Pour 03BB~ 1 , le rayon spectral de D. est de la forme 03BB03C1 , avec 0 ~ 03C1~ 1 .



Le nombre p est égal à l’un des indices de Boyd de X [ 9 ]. Soit ~,o > 1

fixé. Si a est un point frontière de Sp D. , il existe dans X une suite

(f ) n telle que ~fn Il = 1 et --> 0 (cf. [38],proposition IV.1). Comme

on peut supposer fn >_ 0 et a = ~,ô . On peut choisir no assez

grand pour avoir, en posant f no = f :

Posons p = 1 . Soient (g.) , j = 1,...,k des fonctions à supports dis-

joints ayant la même distribution que f . Si = 1 , on peut approcher,

lorsque Ào- 1 est assez petit et M assez srand, lc.l par B de façon

que et 1 ~  = j ~ 1 + E , 03A3 I c j I - 03C1j| ~ e .
On peut alors remplacer, avec une perturbation de norme ~ e/k , chaque 

par une fonction h. de même support ayant la même distribution que donc

d’ après b) 1 _ ~D f~ =  ~ 1 + ~ , ce qui donne finalement

3.5. Théorème de Milman (1.2.2)

Le théorème 1.2.2 utilise le lemme de Sauer [61].

Lemme 3.5.1.- Si A c ~-1,+1)n est tel que Card A > (~) + (~) + ... + = 

il existe le {1,...,n} , Card I >_ k tel que PIA = {-1,+1}I , où PI désigne la pro-
jection de f-1,+l~n sur {-1,+1} I .

On considère alors C : S -~ {-1,+1}n définie par 0(t) = (ei(t))i=~ , , et on

pose A = ~(S) . On a

où (ri) désigne la suite des fonctions de Rademacher. L’estimation classique

P{s; |03A3 ~iri |> c n ~2e-c2/2 permet de voir que M Card A . On uti-

lise alors le lemme de Sauer et l’estimation pour trouver

I , ’ avec Card I >_ 03B3M2 Log n tel que P 1 A = {-1,+1}I . . Le résultat en découle.

3.6. Théorème de Rosenthal (2.1) (d’après [21])

On peut utiliser la propriété de Ramsey [19]. Désignons par ~~~(X) l’ensem-

ble des parties infinies de X . Soit A c ~ (N) , analytique si on munit 
de la topologie induite par la topologie produit de {0,1} N . . Il existe M E 

tel que i~ (M) c A ou bien ~ (M) = A~ .
Démontrons 2.1 dans le cas particulier d’une suite (fn) de fonctions sur un

ensemble S , ne prenant que les valeurs tl , avec la norme du sup. Pour

M E notons k(M) le k-ième élément de M pour l’ordre de ltl , k= 1, 2, ....

Considérons



On voit que A est fermé. Il existe donc Mo E tel que ~~(Mo) c A
ou (P (Mo) c Ac . Si n’est pas simplement convergente, il existe

Mi c Mo et t E S tels que fk ( M ,) (t) _ (-1) pour tout k, donc Mi E A ,

donc on doit avoir c A dans ce cas. Considérons

M2 = {(Zk)(Mo) ; k = 1,2,...) , ,

et posons n. 
= (2k)(Mo) .

Pour toute suite (Ek) donnée, où ek = %1 on peut trouver M3 tel que

M2 c M3 c Mo et tel que nh 
= k(M3) ~ (-1)k(M3) - Eh . Il existe donc pour tout

m un point t E S tel que pour k S m , d’où résulte :
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