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Séminaire BOURBAKI
35e année, 1982/83, n° 603 Février 1983

SOLUTIONS PERIODIQUES DE SYSTEMES HAMILTONIENS
par Henri BERESTYCKI

Les syst@mes hamiltoniens de 2N équations différentielles ordinaires décrivent
le mouvement d'un systéme mécanique 3@ N degrés de liberté (voir par exemple les livres
de Arnold [7], Abraham-Marsden [1] et Siegel-Moser [68]). Les exemples classiques
proviennent de la mécanique céleste. Celle-ci a motivé depuis longtemps la recherche
d'orbites périodiques de ces systémes. Cette question revét plusieurs aspects, notam-—
ment celui qui se situe dans le cadre de la géométrie symplectique. Dans cet exposé,
nous retragons quelques résultats récents concernant les orbites périodiques de sys-
témes hamiltoniens dans RZN muni de la structure symplectique standard. Des progrés
importants ont en effet &été réalisés ces derniéres années sur cette question depuis
les travaux de P.H. Rabinowitz et 1l'utilisation du calcul des variations au sens
large (théorie des points critiques). Le plus souvent, ces méthodes combinent topolo-
gie et analyse fonctionnelle et, parfois analyse convexe.

Le calcul des variations a d'abord &té utilisé d'un point de vue géométrique
avec Seifert [67] qui, d&s 1948, obtient une solution périodique d'un systéme hamil-
tonien comme géodésique pour une métrique riemannienne (la métrique de Jacobi). A.
Weinstein [70, 71] a développé cette approche en utilisant plus généralement des mé—
triques finsleriennes . Cet aspect géométrique ne sera pas abordé ici. Notons aussi
les travaux de M.S. Berger [24] et Gordon [46] qui font appel au calcul des variations.

Les travaux de P.H. Rabinowitz depuis 1978 environ [61, 62, 64] ont ouvert une
perspective nouvelle dans ce domaine. Les fonctionnelles provenant des principes va-
riationnels (de moindre action) sont &tudiées directement. Pour cela, des outils nou-
veaux ont &té forgés en théorie des points critiques, outils qui sont par eux-mémes
int@ressants et susceptibles d'autres applications. C'est dans cette optique que se
situe cet exposé. Nous indiquerons plusieurs résultats en théorie des points criti-
ques avec leurs applications.

Nous allons & présent décrire les problémes envisagés ici. Un point générique
de 'RZN est noté z = (x,p) , X = (x1,...,xN) s P = (Pgs---sPRE RN . Soit
H € Cz(RZN,]D ( H estle hamiltonien). (Dans certaines situations - par exemple en

présence de chocs - on est conduit 3 envisager des hamiltoniens non différentiables
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Ps

et & donner 3 (%) un sens multivoque. Cf. & ce sujet les travaux de M. Schatzman

[69].) Un systéme hamiltonien autonome dans ‘RZN s'écrit

dxi _ _ OoH
- T - 53;(x1,---,XNpP1,---,PN) )
dp; _ OH i=1,...,N
d—t— E(X;‘,......,pN)
0o - . . .
En notant J = 1 J (I est la matrice identité d'ordre N ), z = (x,p) ,

z = dz/dt , (¥) s'&crit de fagon condensée

@0) z = JH'(z) .
En présence de forces externes, on considére un systdme forcé
@) z = JH (t,z)
2N

ol H € C2(RxR",R) . Un cas particulier fondamental en mécanique est celui ol

L 2 4 V(x)

N
H(x,p) = i§1 -Zm_i Py

N . P
avec m, >0, VEC2(R,R) . Le systéme (¥) se réduit alors au systéme familier

. AV .
©2) mixi+—a—x—i(x1,...,xN)=0, i=1,...,N
ou au systéme forcé
. v .
V) m, %, +—a—g(t,x) =0, i=1,...,N.

Dans 1'&tude des orbites périodiques de ces syst&mes, on peut dégager trois

types de problémes (non exhaustifs et non indépendants).

Probléme 1.— Orbites périodiques sur une surface d'énergie donnée. C > 0 &tant une

constante, I = {z E'RZN ; H(z) =C} , existence et nombre des orbites périodiques de

@) sur IT.

Probléme 2.— Vibrations libres ou forcées. Soit T > 0 fixé, existence de solutions

T-périodiques, ou de solutions kT-périodiques ("sous-harmoniques", k € IN* ).

Probléme 3.— Perturbations et bifurcation. Existence (et périodes ?) de solutions pé-
riodiques au voisinage d'une solution donnée. Déformations du hamiltonien, dévelop-
pements asymptotiques, etc...

Nous nous intéressons ici surtout aux deux premidres questions.

Cet exposé n'a pour seule ambition que de prolonger deux revues de synthése ré-
centes. L'une de N. Desolneux-Moulis [36], exposée au Séminaire N. Bourbaki en
février 1980 et l'autre de P.H. Rabinowitz [63]. L'esprit différe cependant quelque
peu. L'accent ici est mis simultanément sur les développements en théorie des points
critiques et leurs applications. Enfin, méme si pour la commodité du lecteur nous
n'avons pas hésité a faire quelques redites de 1'exposé de N. Desolneux-Moulis,

presque tous les résultats concernant les systémes hamiltoniens qui sont indiqués
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ci-dessous sont nouveaux. Cela permettra de mesurer la vitalité de ce sujet. Nous
renvoyons également 3 L. Nirenberg [56] pour une revue plus générale des méthodes

variationnelles dans les probl&mes non linéaires.

1. Formulations variationnelles et principes de moindre action

1.1. Le cadre fonctionnel. Nous considérons des fonctions 2m-périodiques définies

sur S' =IR/2nZ . L'espace naturel (qui s'est imposé avec [18]) est 1'espace de

Sobolev d'ordre fractionnaire
E = H1/2(S1,]R2N)
( E s'obtient soit par interpolation entre Lz(S1)2N et H‘(S‘)2N (voir Lions-

Magenes [50]) soit comme complétion de dm(s1;R2N) pour la norme (1.1)). C'est un

espace de Hilbert, muni de la norme

. 2= 2 (1 2
(1.1 luliz = 21+ kDl

oi u = kgz:uke1kt est le développement en séries de Fourier de u . Dans d'autres

situations, on utilisera 1l'espace H = H’(S’)2N .

1.2, Principe de moindre action de Maupertuis : Probléme 1. On définit 1'intégrale

d'action

1 27
(1.2) R(z) = ﬂ 5.0z

o
( u.v désigne le produit scalaire dans R?N ;s le symbole dt sera économisé dans

toute la suite). Une solution du probléme 1 est obtenue en trouvant un point criti-
que non constant de A& sur la variété

12"
M=(Z€E;'§“L H(z) = C .

En effet (dﬁM)'(z) = 0 et z # constante impliquent
(1.3) =-Jz = AH'(2)

avec A # 0 . En posant {(t) = z(t/A) on obtient une solution périodique de (0) ,
C telle que C(t) €T Vvt (puisque H(z(t)) est constant).

1.3. Principe de Maupertuis : Probléme 2. Posons

27
(1.4) £(z) = H(z) —J H(z(t)) .
o

On peut sans perte de généralité se ramener au cas T = 2n . Les solutions 2m-pério-

diques correspondent aux points critiques de f dans E (ou dans H ).

Remarque 1.— L'inconvénient majeur de l'espace E est de ne pas étre inclus dans
© 2N . . - . .

L (SsY) - il s'agit en effet d'un cas limite pour les inclusions de Sobolev. De ce
fait, f n'est définie (de classe C2 ) que si H (resp. H" ) est 3 croissance

polynomiale 3 1'infini. L'espace E s'impose cependant en raison de la condition
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de Palais-Smale sur f . On est donc amend, suivant Rabinowitz [61] 3 effectuer des

troncatures/estimations a priori quelquefois laborieuses.

kemarque 2.— z € E et f'(z) = 0 signifient par définition que z est une solu-
tion faible de (#6) . Cependant, si z € ﬁw(s1,R2N) ou si, par exemple H'(z) est
a croissance polynomiale lorsque |z| - + e« , alors z est une solution classique,
ie. zecrst,rY) .

Remarque 3.— Pour le systéme (V) ou (VH) , il est naturellement préférable de
travailler avec

]fzn 21
(1.5) g(x) = 3 %12 - J V(x)
o
dans 1'espace H'(S',RN) . ce qui explique le caractére plus simple sur le plan

technique de ces systémes.

1.4, Principe d'action duale. Lorsque le hamiltonien H est une fonetion convexe,

une formulation - dite duale - a &t& introduite par Clarke [30] et Clarke-Ekeland
[32] (des idées allant dans le méme sens avaient &té développées au préalable dans
des contextes vari&s, notamment par J.-P. Aubin [9], J.-P. Aubin-Ekeland [10],
Auchmuty-Beals [11], Brezis-Ekeland [28], Brezis et 1'auteur [20],... On trouvera
dans Ekeland-Lasry [42] une présentation générale de cette méthode). Soit H* 1la
transformée de Legendre de H :

H*(Q) = sup {z.C-H(2)}

ZER
Si H est strictement convexe (ce que 1'on supposera pour simplifier) alors H*

est différentiable et on a (cf. Ekeland-Temam [43])
(1.6) H*)' = (H')?

Soit A : E » E' 1'opérateur auto-adjoint Az = -J2 (on a identifié L2 avec son

dual, si bien que E = H'/2 < 12 < E' = H=*/2 ), Considérons la fonctionnelle
P

(1.7) 0@z) = - % <z,Az> + J H* (Az)
(o]

oi <, > désigne le produit scalaire L2 . Si 2z est un point critique de ¢ ,

@'(z) =0, on a, tout au moins formellement :

(1.8) Az - A(H*)'(Az) = 0 .

En posant { = (H¥)'(Az) , (1.8) i 1'aide de (1.6) montre que
(1.9) AT = H'(D)

c'est-3-dire, { est une solution 2m-périodique de (36) .
Pour rendre l'argument précédent rigoureux, on pose pour P € R(A) (et
A=1 = R(A) — R(A) ) :

) 2n
(1.10) () = - 5 <,A'O> + J H* (o) .
o]
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Dans 1'application ci-dessus, par exemple, on prendra D(A) = H et
R(A) = {z € L2(S‘;R2N) ; Jznz(t) = 0} . On observera que dans cette formulation, la
composante de la solution Zur le noyau N(A) , apparait comme "multiplicateur de
Lagrange" associé 3 la contrainte p € R(A) .

Ce "principe d'action duale" présente de multiples avantages, comme on le
verra. En outre, cette approche a des applications variées dont on aura une perspec-

tive plus générale dans la revue de H. Brezis [25].

Remarque.— Lorsque la surface I est strictement &toilée, on peut &galement utili-
ser les deux formulations précédentes pour 1'étude du probléme 1. On remplace alors
le hamiltonien H par Hy = yoj ol ¢ : R, — R est convenablement choisie et

j est la fonction de jauge associe & I . (Voir section 6 ci-dessous et [41, 61]).

2. Un résultat de Benci et Rabinowitz pour les fonctionnelles indéfinies

La fonctionnelle f(z) décrite en (1.4) est indéfinie au sens suivant :

Vh € C'(E,R) fonctionnelle faiblement continue, f+h n'est bornée ni inférieure-
ment ni-supérieurement sur E . Le résultat ci-dessous a pour but d'obtenir des va-
leurs critiques pour ce type de fonctionnelles en exploitant une propriété des en-
sembles de niveaux de f . Dans cette section, E dé&signe un espace de Hilbert,
.l sa norme et ( , ) le produit scalaire. On note B(P) = {x € E, lIxll <o},
S(E) = 3B(P) . On se donne E;, sous—espace fermé de E et Ez = E* 5 u = uq+uz
désigne la décomposition associée 3 E = Eq1 ® E2 . Soit f € C'(E,R) . On supposera

que f vérifie les trois hypothéses essentiellement techniques suivantes.

(2.1) f() = %(Lu,u) + b(u) , Lu = Lquq + Lauz avec Li : Ei-—» Ei opérateur li-

néaire borné auto-adjoint.
(2.2) b est faiblement continue et uniformément différentiable sur les bornés de E .

(2.3) Si (um) est une suite telle que f(um) < C< +o et f'(um)——* 0 , alors
(um) est bornée.

Cette derniére condition est une version affaiblie de la condition de compa-
cité de Palais-Smale (cette condition notée (PS) signifie : V(um) suite telle que

f(um) est bornée, f'(um) — 0 , alors (um) est précompacte).

THEOREME 2.1 (Benci-Rabinowitz [18]).— On suppose que £ € C1(E,R) vérifie (2.1)-
(2.3) et la condition suivante. Il existe deux variétés hilbertiennes S et Q € E ,
Q d frontiére, et 3a > B tels que

(2.4) f2asurScv+E, (ol v € E2)

(2.5) f <B <asur

(2.6) S "enlace" 3Q .

Alors f admet une valeur critique c¢ 2 o .
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I1 nous faut tout d'abord définir (2.6) : cette condition signifie que toute
surface obtenue par déformation "admissible" de Q , sans que 9Q ne traverse S ,

intersecte S . Plus précisément :

DEFINITION 2.2.— S enlace 0 si V@ € C([0,1]1xE, E) tel que

P2®(t,u) = Pau - W(t,u) (P2 est la projection orthogonale sur Ez) avec W(t,.) com—
pact, ®(0,u) = u et tel que 2.(3Q) Ns=¢ vee€ [0,1] (CDt(.) = ®(t,.)) alors on a
(@ Ns#p vte [o,11 .

Ce théoréme généralise plusieurs résultats ant@rieurs et notamment (& peu de

choses prés) le fameux :

THEOREME du col de montagne 2.3.— Soit f € C'(E,R) vérifiant la condition de
Palats-Smale (PS) et telle que £(0) , f(e) < xégfp)f(x) = 0 avec 0 < p < llell . Alors
f admet une valeur critique c = o .

Sous cette forme simple et générale, ce résultat trés utile est dii & Ambrosetti
et Rabinowitz [6]. Il correspond essentiellement au cas Eq = E » Ez2 = {0} et
Q= {re,0<r<1} S = S(p) dans le théoréme 2.1.

Donnons deux exemples typiques de cette propriété d'enlacement et qui appa-

raissent dans les applications aux systémes hamiltoniens.

Lemme 2.4.— Sotent Rq,Rz2,P > 0 tels que Ry > p et soit e € S(1) N Eq . Posons
Q = {re/0<r<Rqs} ® (B(R2)NEz) . Alors S = S(0) N E; enlace 3Q .

Lemme 2.5.— Soit Q = By NEx, q€QetS=gq+Eq . Alors S enlace 9Q .
Ces deux lemmes se démontrent & 1'aide du degré de Leray-Schauder (la difficul-

té étant ici que dim E = + o ),

Eq =S

Eq ’ E2

1€

Lemme 2.4 lemme 2.5

Principe de la démonstration du Théoréme 2.1 : Pour &viter les détails techniques

(1iés au probléme de compacité) écrivons la démonstration en dimension finie.

i) Construction d'une valeur critique par minifmax : Soit A 1la famille d'appli-

cations

A= thec([0,1]1xQ,E) ; h(t,x)=x,Vt€[0,1] Vx€3Q ;h(0,x)=x Vx}

On notera ht = h(t,.) . On pose enfin
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2.7) c = inf ma (x) .

x f
h€A x€h4(Q)
ii) ¢ 2 o : En effet, dire que S enlace 9Q implique précisément
h1(Q) NS # @ Vh €A et on utilise (2.4). On vérifie incidemment que c est
fini.

iii) ¢ est une valeur critique de f : Ceci est essentiellement classique et

découle du principe du mini-max de R. Palais [58]. Rappelons succintement le rai-
sonnement. D'aprés un lemme de déformation standard (cf. [59] par exemple), si ¢
est une valeur réguliére et comme f vérifie (PS), alors pour € > 0 assez petit,
0<e<a-B, 3n € Cc([0,l]xE,E) tel que No(x) = x Vx , nt(x) =x si

f(x) < B <a-€ . En particulier nt(x) = x Vx € 3Q . Enfin,

N ¢ {f<c+€} — {f<c~-€} . Choisissons h € A tel que Iﬂax)fs c+€ . On ob-
tient une contradiction (de la définition (2.7)) en observant que nt °ht est une

déformation de la classe A et max f <c-€ .
N1ehq(Q)

Remarque 2.6.— Du fait que dim E = + o , la définition de A pour la construction

de c¢ est plus compliquée dans le cas général (cf. [18]).

Remarque 2.7.— Ce résultat a donné lieu 3 de nombreuses variantes ou améliorationms.
Voir V. Benci [16], W.M. Ni [54] (cf. &galement [56]), P.H. Rabinowitz [65, 66].

3. Vibrations libres de systémes sur-quadratiques

On suppose dans ce paragraphe que H vérifie
(3.1) 0<H(z) SOH'(z).z Vz €RN, |21 2R avec 0<8< 1/2,

oi 9 et R sont des constantes. Cette condition est une maniére restrictive
d'écrire que H est sur-quadratique avec |z| — + o . En effet, de (3.1) on déduit

1/9_ N

(3.2) H(z) > alzl b vz € R®

avec a,b >0 et 1/9> 2 . On s'intéresse au probléme des vibrations libres. Le
résultat ci-dessous, le plus général a ce jour, n'utilise que la condition (3.1).

Il a été obtenu récemment par P.H. Rabinowitz [65].

THEOREME 3.1 [65].— Soit H € C'(RZ,R) vérifiant (3.1). Alors, VI > 0 , il existe
une solution T-périodique de () non constante. De plus, YR > 0 , 71 existe z , so-

lution T-périodique telle que Hzllrn >R .

Remarques 3.2.— i) llzll o est 1'amplitude de la solution.
ii) Ce théoréme généralise plusieurs résultats antérieurs : [15, 18, 61, 62].
iii) Sur la question de 1l'existence de solutions de (36) ayant T comme période

minimale, on ne connait que peu de choses. (Voir [4, 45B] pour des résultats
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partiels). Notons que la réponse i cette question ne saurait &tre affirmative
VI > 0 dans le cas général comme le montre 1'exemple suivant. Soit h € C2 (R4, Ry)
tel que 0 < h(s) < 25h'(s)s Vs > 0 . Choisissons H(z) = h(lzl2) ; h vérifie

b
2h' (W) et
W= lz(t)I2 , Vt . La période minimale est donc T = n/h' (W) . Ceci fournit une

(3.1). Dans ce cas, une solution de (d6) vérifie 2z = AJz avec A

estimation supérieure sur la période minimale d&s lors que :g(f) h'(w) >0 .

iv) I1 n'y a pratiquement pas de résultats pour les hamiltoniens sur-quadratiques

ne vérifiant pas (3.1).

La démonstration du Théoréme 3.1 dans [65] repose sur une formulation de mini-
max plus élaborée que celle de la section 2. Elle utilise en particulier 1'invarian-
ce de la fonctionnelle f sous l'action de S' , une "théorie de 1'indice" (voir
Fadell-Rabinowitz [44] et Fadell-Husseini-Rabinowitz [45]) pour cette action et une
topologie des ensembles de niveaux de f dans le méme esprit que celle du Théoré&me
2.1.

Suivant [56], montrons comment le Théor&me 3.1 se déduit du Théordme 2.1 sous

des hypothé&ses supplémentaires. Admettons pour la suite que H vérifie, outre (3.1)

(3.3) IH'(2)] < AlzIP + B vz, (A,B > 0)
(3.4) H'(0) = 0 , H"(0) = 0
(3.5) H(z) > 0 , H'(z) #0 Vz #0 .

Désignons par EV (resp. E~ ; E® ) les sous-espaces de E engendrés par les
fonctions propres de z > -Jz assocides aux valeurs propres k € N* (resp. -k,
KEN ; 0).E=E ®E®° ®E* et A(z) (resp. -A(z) ) est une norme équivalente
a |llzll (définition (1.1)) pour =z € E¥ (resp. z € E™ ). A partir de (3.3), (3.4)
et de 1'inclusion compacte (Sobolev) de E = H? /2 « Lp(S1,IR2N) Vp < © , on peut
montrer que f € C'(E,R) et f vérifie la condition de Palais-Smale. Les condi-

tions (3.3) et (3.4) s'écrivent aussi :

(3.6) Ve >0, 3 >0, H(z) <elz]?+ CEIZIp , Vz .
On en déduit

m E
(3.7) J H(z) = o(llzll2) pour z — 0 .

(o]

1 -
Choisissons S et Q comme dans le lemme 2.4 en premant E,=E*, E2=E7=E° ®E™ .,
21
D'aprés ce qui précéde, pour z € E* , on a f(z) = &(z) —J H(z) 2 nllzll2 pour
o

llzll <p, avec N > 0 et donc :
(3.8) f>a (=np2) sur S = 9B(p) N E,

Fixons & présent v € S(l) . En remarquant que }im f(Av) = - (par (3.2)) et
|A]= + o0

a
que f <0 sur E (par (3.5)) on peut construire Q comme dans le lemme 2.4

tel que
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(3.9) £f<0 sur 9Q .
On conclut que f admet une valeur critique > 0 en invoquant le Théoréme 2.1.

Remarque 3.3.— Pour un hamiltonien convexe et avec des hypothéses supplémentaires
Ekeland [37] a donné une autre démonstration de ce résultat. Celle-ci consiste a
appliquer le Théoréme du col 2.3 3 la fonctionnelle duale ©(p) (cf. (1.10)). On
définit 1'indice (resp. le coindice) de Morse pour un point critique z de f
comme la dimension maximale d'un sous-espace de E sur lequel f£'"(z) est définie
<0 (resp. >0 ). Il est immédiat de voir que tout point critique z a un indice
et un coindice infini pour £ (& cause du terme %(z) ). Cependant, par le Théoréme
du col on trouve - en général - un point critique de coindice 1 au regard de @(P) .
C'est 13 un des avantages de la formulation duale. Une étude systématique et rigou-
reuse de la fagon dont changent les indices et coindices par une transformation de

Legendre reste semble-t-il 3 faire.

4. Formulation duale et sous—harmoniques

Considérons le systéme forcé
@6F) z = JH!(t,z)

en supposant H € CZ(HRXIRZN,IO , T-périodique en temps. Dans cette section on s'in-
téresse i 1'existence de sous-harmoniques de (§F) , i.e. de solutions kT-pério-
diques (k € N*) . Toute solution T-périodique &tant kT-périodique, 1'objectif

est, naturellement, de montrer que la période minimale est arbitrairement grande.

On se placera ici dans le cadre sous—quadratique. Les premiers résultats sont dus

3 Clarke-Ekeland [32]. Depuis, Rabinowitz [64] (par une variante du Théoréme de la
section 2), Brezis—Coron [26] et Willem [75] ont amélioré ces résultats. Citons le
récent résultat de [75] et qui est le plus général (cf. [26] pour le cas autonome).
THEOREME 4.1 [75).— Soit H € CT(Rx B2,
dique en t . On suppose que H vérifie

R) , H(t,z) Stant convexe en z et 2n-pério-

4.1) H(t,z) —> avee lz|l — o
(4.2) H(t,z)/lzl2 — 0 avee |zl — o
(les limites étant uniformes par rapport a t). Alors, Vk € N* , 71 existe une solu—
tion u de (#F) , 2kn-périodique et telle que la période minimale de u ainsi que
llu Il e tendent vers +e lorsque k — + .

La démonstration de ce résultat reprend la méthode de Clarke-Ekeland [32] en
utilisant le principe d'action duale exposé ci-dessus. Elle utilise &galement des
estimations sur la période dues 3 Brezis-Coron [26]. Nous indiquons le schéma de cette

démonstration, d'ailleurs tr&s simple. On pose H*(t,u) = sup {z.u-H(t,z)} et
zER
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2T 2T

©(z) = J H*(t,-Jz) + J Jz.z .
o o

i) Estimations : A partir de (4.2) et par dualité, il est aisé de voir que
Va >0, 3C=cC(a) >0 tel que
(4.3) H*(t,u) = alul2 - C(a) .
D'autre part, on a par 1'inégalité de Wirtinger (ou en développant en séries de
Fourier) : - - o
(4.4) J Jé.zsj 13212 vz €H (=H'(S",R°)) .

o o
En combinant ces deux inégalités, on a

27
(4.5) ©(z) = J 1J212 - C .
o

(Nous adoptons dorénavant la convention de la constante C générique.)

ii) Existence d'un min. : Par (4.5) in£ ©(z) > - ©» . Soit z ~une suite minimi-
2€

sante ; IIJénIIL2 < C . Par compacité de 1'injection H' ¢ H'/2 et en se restrei-
gnant aux fonctions de moyennes nulles (noter que ®(z) = @(z+Y) VX € RZN cons~-
tant), on peut supposer que z — z dans H1/2(S1)2N ainsi que z, — z dans
H"(S‘)2N (convergence faible). On peut donc passer 3 la limite dans le terme

21

J zn.Jin . Quant 3 1l'autre terme, puisque H* est convexe continue, on a
o

27 27

J H¥*(t,z) < lim J H¥(t,z_ ) .

o o n
n->co

Ceci montre que @(z) < lim w(zn) = iﬁf ® 3 =z est donc une solution du probléme

de minimisation.

Soit k €EN* et T = 2km . Appelons H 1'espace des fonctions de classe H',
2km-périodiques et @, la fonctionnelle correspondante sur l'intervalle [0,2km] .
Le raisonnement précédent (il suffit de modifier (4.4)) montre que Vk € IN¥* ,
ﬂzk € Hk solution de mk(zk) = ?ﬁ? mk .

iii) On a : )
(4.6) ¢ = wk(zk) < -bk2? + a avec a,b > 0 .

Observons tout d'abord que 1l'hypoth&se (4.1) et la convexité de H impliquent
H(w) 2 alul -8 Vu €R™N, a,B >0 . 0n en déduit par dualité

(4.7) H* (D) < B veerY, 1T <a.

2
Prenons 2z € H tel que J J2.2 < 0 et tel que 0 < Héllux < o . On pose
o

Qk = kz(t/k) . Alors, Qk € Hk , et

21 2m
= *(=J3 2 5.2 .
(4.8) wk(ck) kJo H*(-Jz) + k j Jz.z

o
—_ 21 .
D'odl  1lim @ (T, )/k2 = J J2.2 <0, ce qui implique (4.6) puisque
kﬂ+w k k o
¢ = wk(zk) < wk(ﬁk) .

iv) szllnm —> o avec k—> o : On raisonne par l'absurde. Si ”zkllﬂ” <cC,
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alors 1'équation montre szll + Hikll < C . Ceci conduit de

Wire = ® e =
fagon évidente a wk(zk) > -Ck-C avec C > 0 , ce qui contredit (4.6).

Ilzkll

v) La période minimale de Zp tend vers + o avec k— + o : Soit 2rm la

période minimale de 2y 5 (r=rk) . Comme k/r € N* , on voit que

o = 9 (z) = (k/r)0 (2,)
ce qui implique ¢ 2 (k/r)cr . Tant que r demeure fini, c, est borné et, par
conséquent, (4.6) montre que klim r, = + o ., Ceci achéve la démonstration du Théo-

~+o0 K
réme.

5. Théories du type Liusternik-Schnirelman pour 1l'action de S?

Les démonstrations précédentes ne faisaient intervenir que les propriétés to-
pologiques ou analytiques des ensembles de niveaux ou des minima des fonctionnelles
envisagées. Pour ces problémes, cependant, on dispose également d'une action de §7,
les translations en temps. Pour TE€S' ~R/2nZ et z € E , on pose
(TTz)(t) = z(t+T) . Dans le cas des systémes autonomes tels que ) ou VW,
les fonctionnelles correspondantes, f(z) ou g(x) sont Znvariantes sous cette
action : par exemple f(TTz) = f(z) VT € S1' . Cette invariance confére une struc-
ture beaucoup plus riche au probl&me. Ainsi, la démonstration générale du Théor&me
3.1 dans [65] fait largement usage de cette invariance.

De méme que pour les fonctionnelles paires ( Zp-invariantes), la méthode de
Liusternik et Schnirelman permet de montrer 1l'existence de multiples points criti-
ques pour des fonctionnelles S7'-invariantes. Dans le cas Zz , une des pierres
d'angle de la théorie est le Théor&me de Borsuk-Ulam. Ce résultat s'étend 3 1l'ac-

tion de S7 selon l'énoncé ci-dessous. Dans la suite, on identifie IRZN ~ EN . Une

représentation unitaire T de S' dans c® (appelée "action de S? sur S2k ! ou sur T "
dans la suite) sera dite '"réguliére" si 1'espace des points fixes de T est trivial.
D'aprés le Théoréme de Peter-Weyl, cette action sur SZk_1 s'écrit, dans une base convenable,
it

_ iwgT
TTE = (e Ck) ’

2k-1
g (C19--~3Ck) €S
h s s2k=l , g2j=1 o5¢ T-R équivariante si h oTT = Rr oh Vvt €81,
THEOREME 5.1.— Sotent T et R des actions réguliéres de S sur SZR_l

k > j , 21 n'existe pas d'application continue h : g1 SZJ~]

Ciseneese

(cd:k) s Wiyeee,y € Z - {0} . Une application

et sH7V | 5

qui soit T-R
équivariante.
On a également une version plus générale, pour des actions dont les sous-espa-

ces de points fixes ne sont pas triviaux.

THEOREME 5.2.— Sotent T et R des actions réguliéres de S1 sur il:k et . Si k> i
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il n'existe par d'application continue h : SZk+a_] — SZJM_l vérifiant les proprié-

tés suivantes (on s o ((Cu) € T xR®, 1012+ 1u12=1} et h= (ha,hg) € T x0?) :
.1) h1(Tgl,u) = Rgha(C,u) Vo € st

(5.2) h2(Tgl,u) = h2(T,u) Vo € g1

(5.3) h(0,u) = (0,u) vu €ER* , Jul= 1

Une démonstration analytique tr&s &légante de ce résultat utilisant le degré de
Leray et Schauder est indiquée par Nirenberg [55]. Pour des résultats plus généraux,
voir Fadell-Husseini-Rabinowitz [45].

En vue de 1'application au paragraphe suivant et 2 titre d'exemple, citons le

résultat suivant de [22] qui est une variante d'un Théoréme de Benci [16].

THEOREME 5.3.— Soit E un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie
et soit T une représentation unitaire de S' dans E dont 1'espace des points flxes,
E® , est de dimension finie. Soit f € C'(E,R) une fonctionmelle invariante sous
L'action de S' satisfaisant la condition de Palais-Smale et telle que £(0) = 0 . On

suppose qu'il existe deux sous-espaces de E imvariants, V et W , vérifiant les hypo-
théses sutvantes.

.1 £2-C>-o surV et Ve @),

(5.2) WO E® et 30>0 tel que f(u) <0 Vu€W, llull =p.
(5.3) codim V= p < o , dimW=mn< + .

(5.4) x €E°, f(x) S0 et f'(x) =0 <mpliquent x =0 .

Alors, f posséde au moins m-p orbites périodiques critiques correspondant & des ni-
veaux critiques de f négatifs.

La démonstration du Théoréme est détaillée dans [22]. Elle utilise en particu-

~

lier une théorie de 1'indice associée & une action de S' et qui remplace la notion
de catégorie de Liusternik-Schnirelman ou de '"genre" (voir, pour cette dernidre
[59]). Nous en indiquons ici les grandes lignes.

i) Indice Yo : Soit ZI(E) = {AcE- {0}, A fermé et invariant par T} . Pour k € IN*

. P s k . . .
et pour une action réguliére R de S' sur T , on dit qu'une application

@ : A — EOx Ek s © = (p°,¢) appartient 3 Mﬂ(A,R) si les conditions suivantes

sont vérifides :

(5.5) (0,0) € ©(a) .
(5.6) @° est T-invariante et Y est T-R &quivariante.
(5.7) u € ANE® = ©(u) = (u,0) .

Enfin, on pose Y©°(A) = inf{k € N*; 3R action réguliére de S? sur Ek telle que
MO(AR) # @} . (Voir [16]).
ii) Minimax : On pose Iy = {A € Z(E) ; Y°(A) =k} et

k
C = inf max f(x) .
Ael'y x€A
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iii) Estimations : Posons & = dim E° . Du fait que codim V = p , on montre que
VA € Fk , Vk>p-2 ,o0ona AN VL # @ . En effet, sinon, il existerait
@ s A— V'L (la projection orthogonale) telle que ¢ vérifie (5.5)-(5.7). Ceci

impliquerait Y©°(A) < dim V'L = p-2 et est donc absurde. Par conséquent

(5.8) ckZisff>—oo vk >p-2 .
Par ailleurs, en prenant A = {x € W ; lIxll
Y°(A) = m-R% . En effet i(x) = x vérifie i € M;_l(A,T) . D'autre part, le Théo-
réme 5.2 montre que Mﬁ(A,R) =@ si k<m-9% .D'ol, grice 3 (5.2), cj <0

Vi <m-2 . On a donc :

(5.9) - < cp—l—l < ... <¢c

P} , on a par le Théoréme 5.2,

g <O -

iv) Conclusion : En appliquant les techniques classiques du principe du minimax
(Palais [58]), on montre que cj est une valeur critique Vj , p < j <m . Enfin,

3 1'aide des propriétés de Y° , on montre que si ¢ , alors il existe une

. = C.
j j+l
infinité d'orbites périodiques critiques correspondantes. Ce qui permet de conclure

3 1l'existence d'au moins m-p orbites critiques distinctes.

6. Orbites périodiques sur une surface d'énergie donnée

Dans cette section, nous envisageons les problémes du type 1 de 1'introduction.
Etant donnée une surface d'énergie I = {z € RZN ; H(z) = C} , montrer 1l'existence
d'orbites périodiques (multiples) de (36) sur I . Le résultat le plus général et
global sur cette question, pour le moment, est le suivant (voir Lasry, Mancini, Ruf
et 1'auteur [22]). On suppose dans la suite que I vérifie les conditions ci-dessous
od R={x€R™N ; Hm) < .

(6.1) L est une variété de classe C' ; I = OR .

(6.2) R est compact et strictement &toilé.

Cette derniére condition signifie que 1l'origine peut &tre choisie de sorte que

x +— x/|x| soit un difféomorphisme de I sur SZN_l . Pour p > 0 suffisamment

petit, on sait par (6.2), que

(6.3) TxE n Bp =0 Vx € L .

On appelle p 1le plus grand réel vérifiant (6.3). Enfin, on note Q la matrice
diagonale d'ordre 2N Q = dg(Wiyeees@NsWrseees@y) OU Wqyee.,Wy €ERY . On désigne
par & 1'ellipsoide

2N

g: xeRr ;%Qx.xsl} .

THEOREME 6.1.— Sous les hypothéses (6.1) et (6.2), 7l existe une constante positive
& (déterminée explicitement d partir de Wi,...,wy et P ; voir (6.4)-(6.7) ci-dessous
telle que si, de plus, 8c Rc /T+6& , alors il existe au moins N orbites périodi-
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ques distinctes de () sur I .

Indiquons d'abord une définition de & . Soit £ 1le nombre de classes d'équi-
valence de {w1,...,0} dans RR*/Q* . C'est-a-dire,

1 1 2 2 i
{Wi,...,00 = {w1,...,wp1,...,w1,...,wpz} avec @, ERY, pi+ ...+ pg =N et

i ii i . .
(6.4) W, = n.w nj€]N* s = lyeepy s 1= 1,000,0,

J J
ot ' désigne le plus grand réel vérifiant (6.4). On remarquera que w /e’ ¢ Q
si 1i# j . On pose
(6.5) &1 = . min {&'0?}

i=l,...,82
et

(6.6) 62

q . .
min{%i—j——l; 1<n , m<1+(1/64) , 1Si4i<2, nw'>ml} .
Comme w'/w® ¢ @* , ona 6, > 0 . Enfin, on pose

(6.7) 6 = min{61 ,62} .

i,3 o . . . . .
Remarque 6.2.— Lorsque W Jw} est voisin d'un rationnel, cette estimation devient
peu précise car & est alors voisin de O . Une meilleure estimation de & est

alors possible (voir [22]).

Remarque 6.3.— Sur les formules (6.4)-(6.7), on voit que & est invariant par ho-

mothétie : 8(W1yee.,wy,P) = S(Ud1, ..., Oy, HO) VL > 0 .

Remarque 6.4.— Le Théoreme 6.1 &tend plusieurs résultats antérieurs et les unifie :

i) Dans le cas w4 = ... =wy =w et si R est convexe, on peut choisir P2 =
dés lors que &cRr puisque dans ce cas g = E; avec a = /1/w . On a alors
1 +6& = 2 . Le Théoréme précédent montre donc que si R est convexe et
ﬁ; SR<B, 5, alors il y a N orbites périodiques de (%) sur I . Ce sont pré-
cisément les hypoth&ses du Théoréme d'Ekeland et Lasry [14] qui a &été le premier
résultat global d'existence de N orbites (cf. &galement les démonstrations de
Hofer [47] et Ambrosetti-Mancini [4]).

ii) De fagon plus précise, dans [22], nous montrons que Vp €N, I <p<N,
36P > 0 tel que si d<Rc YT+6P% , alors il existe au moins p orbites pério-
diques de (3G) sur I . Les valeurs de &P  sont explicitées en fonction de
Wiy ...y et P et telles que 0 < 6N < 6N_1 <...<68" =+ . 0On retrouve en
particulier le résultat d'Ambrosetti et Mancini [4] lorsque & est une boule.

iii) Comme, dans ce qui précéde, &7 = + = , on obtient 1'existence d'une orbite
périodique sur I sous les seules hypothéses (6.1) et (6.2). Cette méthode permet
donc de retrouver &galement les résultats de Rabinowitz [62] et A. Weinstein [72] :
i1 existe au moins une orbite périodique sur I dés lors que I est une variété
C1' strictement &toilée.

iv) Soit H € c2, H(0) = 0, H'(0) , H"(0) définie positive. Pour € >0,
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aprés une transformation canmonique, il est aisé de montrer que la surface f{H = €}
vérifie les hypothé&ses du Théoréme 6.1. On retrouve ainsi le th&oréme local de A.
Weinstein [71] : sous ces conditions, pour € > 0 , {H =€} contient N orbites
périodiques distinctes. Notons qu'une version plus générale due a J. Moser [53]
permet d'affaiblir 1'hypoth&se que H"(0) soit définie positive. O

Indiquons 3 présent le principe de la démonstration.

i) Redéfinition du hamiltonien et formulation duale : On suppose, dans un premier

temps £ =1 et onnote w=w! . On adonc & =061 =wo? . Soit j(x) 1la fonc-
tion de jauge associde 3 I : j(x) = inf{A>0, x€AR . Soit ¢ € C2(R4,Ry) vé-
rifiant ¢(0) =0, Y"(s) <0, sup{s2|y"(s)| ;s € R4} < w . Notons que

B </T+6 tel que Rc<B%. On suppose que ¢ vérifie également

(6.8) (1/w) - @' (®) = b< (l/w) <B/W< ... <a<@'(0) < B/w) +€ .

€ > 0 est suffisamment petit. Il existe K > 0 tel que la fonction

2N

G(x) = Y(jx)2) + %(x)2 soit strictement convexe sur R” . Enfin, pour

u€H-= H‘(S‘,RZN), on pose
2n
@©(u) = J (JG-Ku).u + G¥(-Ju +Ku)
o

oli G* désigne la transformée de Legendre de G . En posant Au = -Ji + Ku , les
orbites critiques de f vérifient, comme nous l'avons vu dans la sectiom 1,

Au = A(G*)'(Au) soit Au = G'(u) , ou encore :
(6.9) =Ja = ¢'(32()) (G2) ' (u) .

On a - puisque le hamiltonien est conservé — j2(u) = constante et donc
=Ji = Y(j2)'(u) avec Y > 0 constante. Posant z(t) = u(t/y) , on obtient une so-

lution périodique de 1'équation
(6.10) -Jz = (j2)'(2) .

Comme (j2)' est homogéne de degré 1, en remplagant z par Az , on peut toujours
supposer que z(t) €L , Vt . Enfin, comme I = {j=1} , il est classique que
(6.10) et (d6) admettent — 3 une reparamétrisation du temps prés - les mémes or-
bites périodiques sur I (cf. [62] ou [41] ; ceci est &vident, en observant qu'il
existe une fonction « : T — Ri telle que H'(z) =a(z)(j2)'(z) Vz €EZ ).

ii) Etude de la fonctionnelle ¢ : Observons tout d'abord que Ecrc B% se tra-

duit par
.11y L uu < 5wz < L 2N
. e u < j(u) Siﬂu.u, Vu € R .
. 2N N N N
Identifions R et € de sorte que u=(u4,...,uy) €T et Qu.u= i§1mi'ui|2 .

De 1l'hypothése (6.11), de la condition sur { et par dualité, on obtient les esti-

mations, pour 0 < b = @'(®) < a < @'(0) :
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1 N N
* 1 4 _
(6.12) G*(z) > 5 k§1(buk-fK) lzk|2 c, vz € T
1 a _ N
(613 (@) €5, Z, G o Rz 12, vz €, llzll <6,
avec &6 > 0 .
En notant (€4,...,€y) 1la base canonique de EN ,et u= 2 u eIt 1.
1<k<N kn k

développement en séries de Fourier de u , on déduit de n€Z

(6.12) et (6.13) les estimations suivantes pour £ :
(6.14) ) 2 3 2@+ [y 4K~ @+K) - 1]lu 12 - ¢

1 a -1 - 2
(6.15) £(u) < 5 2(n+1<)[(B G +RTT@+K) = 1]lu 12, Hlully, <6 .
Posons alors V'L = Vect{elntek ;s "K<n< bo)k} et W = Vect {elntek 5 -K<n<% mk} .
De (6.14), on a immédiatement inf f > -o et (6.15) montre que pour u €

lull = p ( P>0 petit), f(u) <0 .

5

On peut donc appliquer le Théoréme 5.3. f posséde au moins j orbites pério-
diques critiques distinctes, avec j = dim W - dim V'L . Montrons que j = N . Une

estimation inférieure de j est fournie par

(6.16) jZCMdHnJ):M&<n<%wQ
Choisissons
6.17) b=o'@ =2(l-8) et Lcac<o@<lie

avec € > 0 petit. Comme W =mw, ona d'aprés (6.16) j =N .

iii) Conclusion : On a donc montré 1'existence de N orbites distinctes de f
I1 faut maintenant s'assurer que les N solutions de (Jb) sur I auxquelles ces
orbites conduisent sont bien elles-aussi distinctes. (On notera que pour 1'exis-
tence d'une solution non triviale au moins, aucune restriction n'est nécessaire :
B est quelconque.) Ceci est montré a 1l'aide d'estimations serrées sur les périodes
minimales des orbites ainsi obtenues, & 1'aide des contraintes (6.17).

Enfin, dans le cas général, on conclut en traitant séparément chacune des fa-

milles mi,...,u%j pour lesquelles on montre 1'existence de P; orbites périodi-

ques. Celles—ci ne se mélangent pas grice a la condition 6 < &2 .

Remarque 6.5.— Une autre démonstration du méme résultat est indiquée dans [22].
Celle-ci repose sur le principe de Maupertuis indiqué au § 1 ci-dessus et sur un

théoréme de points critiques "avec contraintes" abstrait.

7. Hamiltoniens asymptotiquement quadratiques et théorie de Morse

Dans le panorama précédent du probl&me i période fixée, n'ont pas &té abordés
les cas limites des hamiltoniens asymptotiquement quadratiques, i.e. H'(z) ~ Az
lorsque lz| — o , A &tant une matrice symétrique. Les résultats sont &videmment

de nature différente. Amann et Zehnder [2] les premiers ont obtenu des ré&sultats
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basés sur l'indice homotopique de Conley [33]. Ceux-ci ont &té généralis&s par K.C.
Chang [29] dont la démonstration &légante n'utilise que les inégalit&s de Morse. Le
résultat le plus récent et le plus général dans cette voie est di & Conley et
Zehnder [34]. La méthode de Conley et Zehnder utilise une généralisation de la théo-
rie de Morse due 3 Conley [33]. Nous renvoyons le lecteur & [34], la description
précise de ces résultats ici, serait trop longue.

Indiquons pour finir que Conley et Zehnder [35] viennent d'annoncer la résolu-
tion de la conjecture d'Arnold i l'aide de solutions périodiques de systémes hamil-
12N 2N 52N

sur le résultat suivant concernant (#¥) sur TZN :

toniens sur la variété symplectique . Leur démonstration est basée

THEOREME 7.1.— Soit H € C2(R x ]RZN) périodique, de période 1 en chacune des varia-

bles. Alors (HFR) posséde au moins 2N + 1 solutions périodiques de période 1 .

8. Vibrations forcées pour les syst@mes sur-quadratiques

Les méthodes développées précédemment ne s'appliquent pas en général au sys-—
téme (FK) avec un hamiltonien sur—quadratique. Par exemple, pour le syst&me forcé
(8.1) -Jz = H'(2) + £(t)

) ) . 2m 21

la fonctionnelle £(z) = 5 <=Jz,2z> - Jo H(z) - <f,z> (<u,v> = Jo u.v) n'est pas
invariante sous 1'action de S7 i cause du dernier terme. Les premiers résultats
pour ce probléme ont &té obténus par I. Ekeland [38, 38B] et &taient de nature
perturbative. (Existence d'au moins une solution périodique de (8.1) pour IIfIIL1
suffisamment petit.) Rabinowitz [64] et Benci [16] fournissent &galement des résul-
tats pour (J6F') mais qui ne s'appliquent pas a (8.1).

Le seul résultat général concernant (8.1) dans le cas sur—-quadratique est dd

d A. Bahri et l'auteur [13].
THEOREME 8.1.— Soit H € C2(R2,R) vérifiant (3.1) et
(8.2) alzlP* -b < H(z) < a'121T b, 1<psq<2p+l

ol a,b,a',b' sont des constantes. Alors, Vf € C1(]R,]R2N) » T-périodique, le sys-
téme (8.1) admet une infinité de solutions T-périodiques. De plus, en désignant ces
MW%MSWP&QKN,maH%MF—~+wawck~W-

La démonstration est détaillée dans [13]. Elle fait appel au calcul de cer-
tains groupes d'homotopie des ensembles de niveaux de f , 3 la théorie de Morse et
4 des résultat de Marino et Prodi [51] et A. Bahri [12].

Un résultat plus général a enfin &té obtenu pour (WF) :

THEOREME 8.2.— Soit V € C2(RY,R) , vérifiant 0 < V(x) < OV'(x).x Vx €ER' ,
Ix] 2R avee 0 <K 9< 1/2 et R> 0 . Alors, Vf € L2(S1;RN), le systéme WFR) admet
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une infinité de solutions 2n-périodiques dont L'amplitude est non bormde.

Pour la démonstration, voir [14].

9. Quelques conjectures et compléments

9.1. Orbites périodiques sur une surface donnée. Le résultat du paragraphe 6 ne de-

vrait avoir qu'un caractdre intermédiaire :

CONJECTURE 1.— Sous les hypothéses (6.1) et (6.2), (%) admet au moins N orbites
périodiques distinctes sur T .

Dans une situation plus générale, la conjecture suivante a &té formulée par A.
Weinstein [74].

CONJECTURE 2 (Weinstein) .— Soit (P,Q) une varidéts symplectique et S < P une hyper-
surface munie d'une structure de contact telle que H'(S;R) = 0 . Tout champ de con-
tact sur S admet une orbite périodique.

9.2. Systémes conservatifs. Une généralisation naturelle des systémes hamiltoniens

est celle de systéme conservatif : un systéme
9.1) x = @(x)

avec © € C(R™,R™Y) est conservatif si 36 € c'(R2V,R) | ©(x).G'(x) = 0

Vx € RZN . G(x(t)) est alors conservé le long des trajectoires de (9.1) mais ce

probléme ne se déduit pas, a la différence d'un systéme hamiltonien, de principes

variationnels. Il faut donc utiliser des approches tout a fait différentes. Des ré-

sultats locaux ont &té obtenus pour ces syst@mes par Liapunov [49] et Moser [53].

Des résultats de nature plus globale concernant 1'existence d'orbites périodiques

de (9.1) sur une surface {G=C} sont obtenus dans Berestycki-Lasry [21] (voir

&galement [19]) par une méthode basée sur la théorie de 1'homotopie &quivariante "
Rappelons la conjecture de Seifert concernant le cas G(x) = |x|2 .

CONJECTURE 3 (Seifert).— Soit ¢ € C1(R™N,BR%Y) vérifiant o(x).x = 0 et ©(x).Jx # 0

vx € SZN_1 . Alors (9.1) admet au moins une orbite périodique sur S' .
. N-1 ~
Avec 1'hypoth&se supplémentaire |@(x) - J(x)| < %le Vx € 82 , ce résul-

tat est démontré dans [21].

9.3. Vibrations forcées de syst&mes sur-—quadratiques. L'hypoth&se (8.2) dans le

Théoréme 8.1 ne semble avoir qu'un caractére technique.

CONJECTURE 4 [13].— Soit H € C'(Rx RV, R) , H(t +T,x) = H(t,x) et H vérifiant

0 < H(t,x) < SH}'((t,x).x Vx E]R2N , Ix 2R ; VtER,

on 0 <9< 1/2 et R>0 . Alors (HE) admet une infinité de solutions périodiques
dont la période est non bornée.

" et un résultat de Husseini [47B].
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9.4, Périodes minimales pour des systémes autonomes. Tr&s peu de résultats sont

connus sur cette question dans le contexte sur-quadratique (voir cependant [5] et

[45B]). Dans [61], a &té formulée la

CONJECTURE 5 (Rabinowitz).— Soit H € CZ(RQN,HO , H vérifiant (3.1), H(0) =0,
H'(0) = 0, H"(0) =0etH=0. Alors, VI > 0 , (H) admet une solution T-pério-
dique dont T est la période minimale.

Plus généralement, on peut envisager la

CONJECTURE 6.— Soit H € C2(R°N,R) vérifiant (3.1). Alors 3T* > 0 tel que VT < T* ,
#6) admet une solution T-périodique de période minimale T .

De méme, dans le cas sous—quadratique :

CONJECTURE 7.— Soit H € C2(IR x ]RZN,]R) vérifiant les hypothéses du Théoréme 4.1.
Alors 3k, 2 0 tel que Yk EN , k 2k, , (HF) admette une solution ayant la pé-
riode minimale 2kn ."

Pour conclure, indiquons que 1'on trouvera dans Ekeland [39, 40] une approche
nouvelle pour les problémes perturbatifs dans les systémes hamiltoniens (probléme
de type 3 dans 1l'introduction). Enfin, de nombreux résultats concernant 1'existence
de solutions périodiques dans 1'équation des ondes 3 une dimension ont &té démon-
trés ces derniéres années. Il s'agit d'un exemple de systéme hamiltonien 3 une in-
finité de degrés de liberté. Voir Rabinowitz [60], Brezis-Coron-Nirenberg [27] et

Brezis [25].
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9. Quelques conjectures et compléments

) Dans le cas autonome, ce probléme est résolu par Brezis-Coron [26] qui démontrent :

. 2N t e
Soit H € C'(R™,R) , convexe et vérifiant (4.1), (4.2) - H ne dépendant pas de
t - alors 3T* > 0 tel que VT = T* , (36 admet une solution ayant la période mi-

nimale T .
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