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7/
LA DECOMPOSITION DES ESPACES DES LACETS

ET LA TORSION IMPAIRE DES GROUPES D'HOMOTOPIE
[d'aprds F. COHEN, J.C. MOORE, J. NEISENDORFER, et P. SELICK)

par Dale HUSEMOLLER

Depuis la thése de Serre [21], nous savons que les groupes d'homotopie des
sphéres sont finis sauf pour deux exceptions: ‘nn(Sn) = Z et "hn-l(s2n) = 7Z + (fini).
Les résultats classiques sont ‘"i(Sn) =0 sii<net ni(sl) =0 sii>1.

La determination des p - composants n*(sn)(p) des groupes w*(Sn) a commencé
avec Serre [21], [22] et la thése de Moore [12], mais il est encore un probleme
trop difficile. Toutefois, on a de bons résultats sur la hauteur de la p - torsion

pour n fixe.

3

le fribr& de Hopf h : S7 —> 'S2 de fibre Sl fournit un isomorphisme
h, : "1(83) — ﬂi(Se) sii= 3, le produit de 2(h) et le plongement st —s 932
est une €quivalence d'homotopie Sl X QS3 — QSZ. Alors 1r3(S3) = 1r3(52) = Z,

et 'ni(Sg') = ni(S2) est fini si 1 2 4. Nous avons aussi les résultats:

3 3, _ 3 3 -
m,(s7) = ns(s ) = =m/2, n6(s ) z/12, ﬂep(S )(p) = Z/p,

3 N
et ni(s )(p) 0 sii< 2p.
Dans le travail de James [9] et [10] et de Toda [24] on trouve la relation
2 3 . >
= 0 i =
P “i(s )(p) siizh

pour tout p. Si p = 2, le calcul “6(83)(2) = Z/4 montre que la hauteur
de la 2 - torsion est 22, mais M. Barratt a conjecturg que la hauteur de la
p-torsion est p si p est impair.

THEOREME. (Selick [20]) Pour p impair pﬂi(S3)(p) = 0 siizh.

Nous ne donnons pas ici la démonstration de Selick puisque le the’or\éme

est un cas particulier des résultats qui suivent sur S2m‘1 pour tout n. Il existe
: - Ln.1 2
une application QS n —> QS n’ qui ge’ne’ralise Qh 983 —_— QSE, telle que
le produit de cette application et du plongement g2l QSQn, tensorisé par z[1/2],
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2n'1[1/2] x nsl‘n‘l[lfe] — 952”[1/2],

voir [12], [22]. Pour p impair, il suffit alors d'étudier les groupes d'homotopie

soit une 5huivalence d'homotopie S

des spﬁ;res impaires et la suspension double
2n- 2.2n+
B . LA G 1 n (a%s™" L

induite par gl Q232n+1.

2n+l)

) — = ni+2(S

2n+l

Dans le travail [24], Toda montre que l'on a la relation p2“n.(s )(p) =
si i > 2n+l pour tout p impair. Barratt a conjecturé que la hauteur de la

2
p - torsion dans le groupe ﬂi(S n+l

)( y est p'. Cette conjecture de Barratt
résulte du théoreme suivant. Rappelons qu'une sphere impaire local1see en un
nombre premier p impair S( ) a une structure de H- espace. L'application

%n; - s?;)l est, donc, définie par x F— xP.

7N
THEOREME. (Cohen, Moore et Neisendorfer [3], [4]). L'application de

suspension double E . SQn)l — stfn)l, localisée en p impair, a un
c s 2 2n+£ 2n-

guasi-inverse ™ : Q S( ) ( ) tel que les composes E °m=pet
2 2 2n+l . 2n-1

moE = p sur les H - espaces Q S( ) et S( y -

On a la suite des p- groupes abéliens

2 2 2
(32n+1 E

0= n(sh, | o (%), | 2> )y ==
37 p) - Ty+2 (p) (p) S

n.  (8%) £, E .
b (p) <T—<—1-T— j+2n

lé ”
Par recurrence sur n, cela demontre la conjecture de Barratt

p“nj(sz’”l)(p) = 0 sii> 2n+l

Rappelons que K( ®, ( R)) = z/28(0) oy o2l0) | ey, [7, p. 219-221],

et aussi a(n+4) = 4 + a(n), a(0) = 0, a(1) = 2, a(2) = 3, a(3) = 3, a(k) =4,...
CONJECTURE. - (Barratt et Mahowald)
(1) ea(n) Tors m (S2n+1

(2) 2a(2n-l)

a(n)

’
)(2) = 0, et il existe un Q1ément d'order 2 .

.- Tors ﬂ*(SZn)(2) = 0, et il existe un €1&ment d'order 2&(2n—1)_
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§1. L'homotopie modulo q des espaces lacets

Pour étudier la torsion de 1'homologie Hy(X) = H (X, Z), on utilise
1'homologie Hy(X, Z/q) avec les coefficients finis Z/q. C'est la méme chose pour
1'homotopie. La Z/q - sphére S'(q) ou espace de Moore, voir [11] et [18],
se définit comme la cofibre de 1'application de degre g,

Sn—l I Sn—l —_— Sn(q) - Sn-lv ol (n > 1).
Les trois auteurs emploient la notation P"(q) pour S"(q), mais cette notation est
réservée pour les espaces projectifs. Notons que Sn(q) est une suspension
s(s"1(q))

s™q) sin > 2. Les groupes d'homotopie (absolus ) sont ﬂ{(X) =
i A
[s7,x] si i

1, et les groupes d'homotopie modulo q sont wi(X, Z/q) = [8'(q),X]

nv n

pour i = 23 la structure des groupes se définit comme la structure de la suspension
sur S* et s'(q).

va que  [87(2),8M(2)] = Z/4 et [5"(q),87(a)] = Z/q pour q impair, (n Z k),
nous nous limitons au cas q impair. Dans ce cas-13, le groupe ﬂi(X, Z/q) est un
module sur l'anneau Z/q.

Pour un espace X muni d'un point-base, de/composons 1'homologie H*(X,R) =
R & H,(X,R) ouR = im(H,(*,R) —> H,(X,R)) et H,(X,R) est 1'homologie r&duite.
Dans 1! exposcr, R d€signe un anneau commutatif ayant un e’le/ment wité. Le compose/
X —> X x X —> XAX induit un morphisme
H (X,R) ——> H(XAX,R),

et le sous-foncteur PH,(X,R) des &1éments primitifs se adfinit comme

PH,(X,R) = ker(Hy(X,R) — H (XAX,R)).
Si H.(X,R) est R - plat, alors H(XAX,R) = H(X,R) ® A (X,R) par le théorime
de Klinneth, et pour x € H,(X,R), on a x € PH,(X,R) si et seulement si
A(x) = x®81 + 18x,o0u A: HJX,R) — H,(X,R) 8 H,(X,R) est la
comultiplication sur la coalgebre H (X,R). Si X = 8(Y) est une suspension,
alors PH,(X,R) = H,(X,R). Par exemple, PH*(Sn(q),R) = I-{*(Sn(q),R).
Choisissons un générateur Hn(Sn(q),Z/q) = Z/q.in, et définissons le

morphisme de Hurewicz ¢ : ﬂn(X, Z/q) —> Hn(X,QZ/q) par la relation

N -
¢([ul]) = u*(in) ouu : Sn(q) —> X est une application. Le générateur est

compatible avec un gnérateur de Hn(Sn, 72), qui est donné.
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(2.1) THFOREME. (de Hurewicz modulo q, voir [14], [15]).~ Soit X un espace

1 - connexe. Alors ﬂi(X, Z/q) = O pour i < n si et seulement si ﬁi(x, Zfq) = 0
pour i <n, et ¢ : 7. (X,Z/q) —> H, (X, Z/q) est un isomorphisme pour i = n et
un épimorphisme pour i = n + 1.

La suite cofibrée,qui définit S"(q), se prolonge 3
Sn—l q Sn—l gn (q) g° q gh

et elle donne un couple exact:

1, (X) ——  w.(X)
NV
“*(X: E/Q) .

Le morphisme de Hurewicz est un morphisme des couples exacts
1 (X) == 7, (X) Hy(x) =L 5, (X)

T (X, Z/q) Hy (X, Z/q)

(2.2) Définition.- Les suites spectrales de Bockstein Erw*(x, Z/p) et
ErH*(X, Z/p) sont les suites spectrales engendrées par les couples exacts ci-dessus.

Ici p est un nombre premier ¥ 2.

Le morphisme de Hurewicz induit un morphisme des suites spectrales

E'¢ : E'm (X, Z/p) —> EH,(X,Z/p).

Puisque PH*(Sn(q), Z/q) = }_{*(Sn(q), Z/q) le morphisme de Hurewicz est
défini comme ¢ : m (X, Z/q) —> PH,(X,Z/q) © H,(X,Z/q). De méme,1a suite
spectrale de Bockstein ErH*(X, Z/p) est une suite spectrale de coalg(\ebres,

et le morphisme E ¢ est aéfini E ¢ : E m, (X, Z/p) —> PE H,(X, Z/p)C E'H.(X,Z/p).

Soit QX —> EX —> X le fibré des chemins, d'origine fixée, de fibre 0X

et de base X. Le diagramme suivant est commutatif.

(X, Z/q) <2— n (EX,9X; Z/q) ——> m,(X,; Z/q)
¢ , o ¢ -
He (X, Z/q) < — H(EX,QX; Z/q) ——> H,(X,x; Z/qa) = H(X, Z/q).
-1

Le composé H,(9X, Z/q) 2., He(EX,0X; Z/q) —> 0, (X, Z/q) s'appelle la

suspension 0. Donc le morphisme de Hurewicz ¢ de X est un compose' de 1la suspension

(X, Z/q)

et du morphisme de Hurewicz ¢ de QX,é isomorphisme prés. Alors, on aura une

meilleure chance d'apercevoir l'homotopie si on regarde ¢ sur 02X. Effectivement,

57
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la situation est trés bonne modulo 1la torsion,

(1.3) THEOREME. [11]- Soit Y un H - espace, par exemple, Y = QX.

Le morphisme de Hurewicz sur les nombres ratiomels ¢ ® @ : w,(Y) @ @ —> PH,(Y,Q)

est un isomorphisme.

La multiplication des lacets 92X x QX —> QX induit une structure
d'algebre (gradue. ) sur H,(QX,R), et en plus, une structure d'algebre de Lie,
avec le crochet [x,y] = xy - (-1)ijyx si x€e Hi(ﬂX), ye HJ(QX),
Voir (3.1) pour la définition d'algibres de Lie graduées. En plus, PH, (9X,R)
est une sous-algtbre de Lie de H, (0X,R) muni de [x,y]. 8i H,(9X,R) est R - plat,
alors H,(QX,R) est une algdbre de Hopf.

I1 existe une application 6 ; Si+'j(q) — Si(q) A S'j(q) puisque
1'espace Si(q) N Sj(q) se décompose en le bouquet Si+j(q) v Si+'j-l(q).
Siu: Si(q) —> QX et v : SJ(q) —> QX sont deux applications continues, on forme
1, Si(q)/\ Sj(q) —> X, et le composé

Ch3
avec 6 est un crochet [u,v] ; S1 J(q) —> QX. Le crochet est défini sur les

le commutateur dans QX:w = u.v.u L.vo

classes d'homotopie
[, 1 e mg(0X, 2/q) x m (0K, Z/a) —> m; (9K, Z/a),

et il s'appelle le crochet de Lie (ou de Samelson ou de Whitehead).

(1.4) THEOREME. [1k4], [15] - Soit q un entier premier & 6. Alors
m,(9X, Z/q) est un algébre Lie (graduée), et si q = p un nombre premier, alors

la suite spectrale de Bockstein Ern*(QX, 7Z/p) est une suite spectrale 4' algdbres

de Lie. Le morphisme de Hurewicz est un morphisme _d'algébres de Lie, et si q = p,
alors, E' : E'm, (X, Z/p) —> PE'H,(0X, Z/p)

est un morphisme _d'algdbres de Lie différentielles.
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§2. Les espaces principaux et la décomposition de leurs suspensions

Soit X —> QSX le plongement canonique et la suspension induite
}-I*(X,R) —_ ﬁ*(QSX,R). Le diagramme commutatif

fi, (X,R) & H,(25X,R) —&—> H,(aSX,R)

N 7

H,(QSX,R) 8 H,(QSX,R),

induit par le produit sur 1'algébre H*(QSX,R), définit le morphisme V.

(2.1) THEOREME. [7, p. 289] Si H,(X,R) est R - plat, alors ¢ est un

isomorphisme, et la suspension se prolonge ‘g_ 1'algtbre tensorielle
T(H,(X,R)) —> H,(aSX,R)

en un isomorphisme 1'algebres. De plus, T(H,(X,R)) est muni d'une structure

d'algdbre de Hopf,qui est induit par la structure de coalgdbre sur H.(X,R),

et le morphisme ci-dessus est un isomorphism d'algébres de Kopf.

+

(2.2) Exemples.- L'homologie H*(QSm l,R) = T(xm) est l‘alg\ebre tensorielle
sur un générateur X de dimensionm. L'homologie H*(Qsm+l(pr), Z/pr) = T(vm,um_l)
est 1l'algebre tensorielle sur deux générateurs vm et woq Notons

- ~ /7 e 24 ~ PR
A(xm) = X ®1+18 X, o: X est un element prlmltlf,eet ou u o ,et v sont primitifs
sauf pour le cas m = 2 et p = 2. Si m est impaire, X est aussi primitif,

3 = - 2y . 2 2

puisque (xm 8 1)(18 xm) (18 xm)(xm 8 1) et A(xm ) x“81+18x-".

Donc par (1.3) le morphisme de Hurewicz rationnel est un isomorphisme

2n+l 2n 2 .
m,(as ) e @ — Q.x2n et m,(08°) 8 @ — Q'x2n—1 ® Q'x2n—1 , et ceci

implique que les ﬂi(Sn) sont finissauf pour wm(sm) = 7 et ﬂhn—l(sgn) =7 + (fini).

(2.3) PROPOSITION. [7, p.292]- Il existe une décomposition
S(X x Y) = s(x)vs(y)vs(xay)

:&_ homotopie prés.
+ +
Faisons le produit de s —s ™1 k - fois avec lui-meme (Sm)k — g™ 1,

+
et observons que an((Sm)k) — Hmk(nsm l) est un isomorphisme. D'ailleurs, par (2.3)

+
S((Sm)k) = Smk v (bouquet des sphéres de dim < mk+1)
+ +
La suspension S((Sm)k) —> s(as”™ l) se restreint a . gl gog® 1 telle que
+ +
1'application sur le bouquet u :vk=l Sulk"'1 —_ S(QSm l), ou ulsmk 1_ W,
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soit un isomorphisme d'homologie.

(2.4) THEOREME.- L'application u : \/k s 5 5(es™1) est une

équivalence d'homotopie.

. e
Pour le reste de cette section tout espace est localise en un nombre

premier p.

(2. 5) Définition.- Soit S {p } (ou Sm{p —> g™ 1a fibre homotopique
de s™ —L-’ s™. Ssoit Fm{p } (ou Fmip ‘S——> S (pr)) la fibre homotopique de
P(p") — ™.

~
On a un diagramme commutatif ou la ligne horizontale est une suite

rd Vs .
cofibrée, et les lignes obliques sont des fibres associes aux applications horizontales.

m r m m+l, r. m+1 r m+1
— " —2 s—-——»s (p7) —— s —2 5 4 —_ ...
1
L]

Fm:-l{ }/v Sm+l{pr} ¥n+l

m+1

L'espace as™ agit sur F’m{pr} et Sm{pr}, et les espaces sont principaux au sens
homotopique. Les applications as™ — Fm{pr} et 08" — Sm{pr} sont
as™ - e’quivariants. L'existence des quatre fléches verticales, qui complEte

. - AL A7 . v
le diagramme, resulte des proprietes generaux des suites de fibres.

& F‘m+l{pr}, L pr}_) QSm+l, Sm+l(pr) — sm+1 r} m+l{p m+2( Ty,

(2.6) THEOREME.-

(1) }_{,(Fm+l pr},R) est un H,(QSlMl,R) - module libre de rang 1. Une base est
. +1¢ r P m
1'1mage par H (s",R) —> Hm(Fm P },R) d'un générateur de Hm(s ,R).
<
(2) E;m {p }s z/p°) (s = r) est un Hy (s‘sz+l Z/p°) - module libre de rang 2.
Une base est 1'image par Hy (s™* (p ), Z2/p° ) — &, (s pr}, Z/p°) d'un
générateur de Hm(S l(p ), Z/p ) et un senerateur de L Smﬂ'(pr), Z/p°).
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Les deux suites spectrales sur Z/pr avec E2

= B (™)) 8 m,(as™)
2
et E =

+ + . -
H,,(Sm l) 8 H*(ﬂsm 1) d€générent. Maintenant, on applique la méthode,
qui donne (2.4). Faisons agir g™t (k - 1) - fois sur F'm+1{pr}

Fm+]{pr}ii (Qsm-o-l)k—l; Fm-l»]:{pr}

Sm x (Sm)k-l ,

- +
et observons que Hmk(sm X (Sm)k 1) —_—> Hmk(F’m l{pr}) est un isomorphisme. De plus,
par (2.3), o
s(s™ x (Sm)k l) ARV (bouquet des sphéres de dim < mk+l),

et la suspension se restreint & u Smk"'l —> SFm+l{pr} telle que l'application

+ +
u' \/k Smk 1 —> P l{pr} soit un isomorphisme d'homologie, donc, une
équivalence d'homotopie.

m+1

Faisons agir QS (k - 1) fois sur Sm+1{pr}

Sm+1{pr} X (Qsmﬂ)k-l sm+1{pr}

-

et observons que Hmk(sm(pr) x (Sm)k_l) —_— Hmk(sm+l{pr}) est un isomorphisme sur
IIFp de la suite spectrale de Bockstein.

Sm N ('Sm)k-l

Encore, par (2.3),

s(s™(p") x (Sm)k—l) it SMR+1(pr) V (bouquet d'autres espaces),
p

et la suspension se restreint & u, : SMk+1(pr) — S(Sm+1{pr}) telle que

1l'application u" : \/k Smk+1(pr) — S(Sm+l{pr}) soit un isomorphisme d'homologie,
donc, une équivalence d'homotopie.

7 N\
(2.7) THEOREME.- Les applications

u' :\/k gkt sFm+1{Pr} et u" :\/ g (p) — S(Smﬂ{Pr})

k
sont des e’quivalences d'homotopie.

61
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§3. Préliminaires algébriquegI. Algdbres de Lie libres.

Tous les modules et lesalgébres sont gradués sur un anneau commutatif R ayant
un élément unité dans ce §.
(3.1) Définition.- Une algébre de Lie est un module L muni d'une

application bilinéaire [ , ] : L X L — L telle que

(a) (antisymétrie ) [x,y] = (—1)1J[y,x] six € L,y €Ly,

(b) (  identit€ de Jacobi) [x,[ly,z]] = [[x,y]l,z] - (-1)¥[y,[x,2]]
six e_Li, y € LJ, et z € L et

(e) [x,[x,x]] = 0 si x a un degré impair.

Dans notre cas, L est connexe, c'est-a-dire, L0 = 0. Un morphisme

f: L— L' a) algébres de Lie est un morphisme des modules tel que
t([x,y]) = [f£(x),f(y)].

Soit A une algébre. Le crochet sur A se défine par [x,y] = xy - (-l)ijyx
si x de L, y de LJ. Le module A muni de [x,y] est une algdbre de Lie, d€signée par
Lie(A) ou A. A toute algebre de Lie L, nous associons une algebre associative U(L)
et un morphisme i : L —> U(L) §'algébres de Lie tel que pour tout morphisme
£ : L —> Lie(A), il existe un seul morphisme g : U(L) —> A tel que goi = f.

On peut construire U(L) comme le quotient de T(L), 1'algebre tensorielle, par

1'idéal I engendré par tes x 8 y - (-l)l‘jy 8 x - [x,y] ou x & L,y & LJ.

(3.2) Remarque.- Le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt dit qu'il
existe une filtration FPU(L) telle que le module gradué associ€ E°U(L) est isomorphe
a une algeébre symétrique sur une suspension de L. Si L est un module libre,
alors i : L —> U(L) est un monomorphisme scind€, et U(L) est un module libre.
§i L est connexe, et si tout L est libre de rang a(m), alors U(L)m est libre de

rang fini, et la série de Poincaré est
2n+l,a(2n+l)
| +
nZ1l (1 t )

ﬂ_ngl (1 - t2n)a.(2’n)

Xy(p)(t) = 2o (ramg U(L)) " =

Soit W un module. L'algebre de Lie libre L(W) engendré par W se définit
par la propriété suivante de i : W —> L(W): Pour tout morphismf : W —> L, ou L
est une algébre de Lie, il existe un seul morphisme g : L(W) —> L tel que goi = f.

Si W est connexe (wo = 0), L(W) est de méme connexe.
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(3.3) Remarque.- Si W est un module libre, L(W) est un module libre, et
U(L(W)) —> T(W) est un isomorphisme d'algdbres de Hopf. Inversement, si L est
une algébre de Lie avec U(L) isomorphique a T(W) ou W est libre et connexe, L est
isomorphique a L(W). Si W est connexe et si tout W est libre de rang fini, L(W) a

- . s rd + +
une séries de Foincaré L Tngl (1 + £2n 1)8(2n 1)

XL(W)(t) = Elém a(m)tm et XT(W)(t) = =

1- Xw(t) n21 a

_ t2n)a(én)
(3.4) PROPOSITION.- Soit 0 —> L' —> L —> L" —> 0 une suite exacte
g}algébres de Lie, qui sont libres de type fini. Alors U(L) est isomorphe
& U(L") ® U(L') comme U(L') - module & droite et comme U(L") - comodule a gauche.

Donc XU(L)(t) = XU(L')(t)'XU(L")(t)'

(3.5) PROPOSITION.- Soit L' une sous-algdbre de Lie de L telle gque

L = L(W) soit libre, L et W soient R - libre et connexe, et L' —> L soit

scindé comme un morphisme des modules. Alors L' est une algébre libre L(W')

avec W' un R - module libre. Si W est de type fini, W' 1l'est aussi.

Voir [3, p. 130] pour (3.14) et (3.5).

Soit L = L<u2n’v2n+e

Ld Iy
génerateurs u, et v, . de degrés 2n et 2n+e. Considérons les deux suites exactes

>, e = +1 ou -1, 1l'algébre de Lie libre sur deux

0 —> [L,1] —> L —> 12 = <u,v> — 0

\’ I 2

0 L' L <u> 0

ou <u,v> et <u> sont les algébres de Lie commutatives des rangs 2 et 1.

(a). On pose Q(A) = coker(¢ : I(A) ® I(A) —> I(A)), les &léments
indécomposables pour une algebre A connexe ou A = R ® I(A). Par (3.5) les
algébres de Lie [L,L] et L' sont aussi libres comme L. Donc, pour [L,L] = L(W),
on a U([L,L]) = T(W) ou W = QU([L,L]), et pour L' = L(W"), on a U(L') = T(W')
ou W' = Qu(L').
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(b). D'apres (3.4), nous avons les décompositions
u(L) = T(u,v) = U<u,v> 8 T(W) et U(L) = T(u,v) = U<u> 8 T(W').
Ici U<u,v> est 1'algébre symétrique S(u,v) engendrée par u et v, et U<u> est

1'algébre symétrique S(u) sur u. Dans ce cas 1la S(u) est l'algébre de polynomes de u.

(c). Formons les &léments de [L,L]

k - -
adk(uZn)([uzn’v2n+e]) = X deg(xk) = 2nk + bn + e,
ad (uzn)([v2n+e,v2n+e]) = ¥y deg(yk) = 2nk + kn + 2e,
et les €léments de L'
k
ad (uQn)(v2n+e) =z, deg(zk) =2nk + 2n + e.
Dans le module des éléments indécomposables W = Q(U([L,L])), les éléments
xk’ yk pour k = 0, 1, ... sont linéairement indépendants, et dans le module des
éléments indécomposables W" = Q(U(L')), les é&léments z, pour k=0,1, ... sont

linéairement indépendants par un critérium de Cohen, Moore, et Neisendorfer [3, p. 132].

(3.6) Remarques.- Calculons les séries de Poincaré. D'abord

= "L
XU(L)(t) XU<u,v>(t)’ XU([L,L])(t) peut s'derire
1 I S
+
1 - 2R qomte 1 - 2 1= x(t)
Ln+e Ln+2e )

_ _t + t Ln+e 2nk hn+2e 2nk

Donc xw(t) = o = t DI + 0t Lo B
1 -t

et les éléments X Yy (03k) formemtune base de Q(U([L,L])) = W. Cela montre

que: [L,L] est une algébre de Lie libre sur les générateurs X Yy (03k).

] - ’
D'autre part, XU(L)(t) = XU<u>(t)'XU(L')(t) peut s'écrire
1 _ 1 ) 1
1 - ton L yPmte 1 -t 1 -y (6)
2nte
_ t _ 2n+e 2nk
Donc xw,(t) = —;——j—-zgg— = t oSt s

et les éléments z, (05k) forment une base de Q(U(L')) = W'. Cela montre que:

L' est une algébre de Lie libre sur les générateurs z, (05k).
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2
sh. Décomposition de 95" et as?M*2(pT)
2n+ 2n+
Le plongement v : S n+l_ as" 2 et le crochet u' = [v,v] : Shn+2——* QS2U+2,
I 2n+ 2n+

qui induit une application u : QS n+3 —> s 2, ont un produit w sur QS . 2.

C s 2n+l Ln+3 on+2 , ., . . .
L'application w : S x Q8 -— S induit un isomorphisme d'homologie avec

coefficients d'un corps pour toutes caractéristiques sauf 2. Donc on &:

(4.1) THEOREME. voir [22], [13] - L'application w localisée
2™ 1(1/2] x 08" ™3 (1/2] —— as?™*?(1/2)

est une eqyivalence d'homotopie.

Supposons que tous les espaces soient localis€s en p, un nombre premier > 3.
2n+2, r
(p7), z/p")

> est l'algdbre de Lie libre sur deux

Pour dé&composer Qs2n+2(pr), nous utilisons l'homologie H,(qS

~
= Tuy ovpnyy) = VD) 0w L= Lewy vy

générateurs u, et v, .., voir (2.1) et (3.6). L'algébre enveloppante universelle
se décompose comme un produit tensoriel des U([L,L]) - modules & droite et des

U(12P) - comodules & gauche T(u ) = u(n) = u(L®®) e U([L,L]) d'aprés (3.h4).

2n*Von+1
L'application 82n+;{pr} — QSED+2(pr), qui est définie par le

diagramme aprés (2.5), est une injection en homologie sur le facteur U(Lab) de U(L).

On a donc un isomorphisme H*(82n+1{pr}) e u([L,L]) — vu(L) = H*(Q82n+2(pr), Z/p).

D'apres (3.6), [L,L] est une algdbre de Lie libre engendre par les é1éments

adk(u)[v,v] et adk(u)[u,v] pour k 2 0, qui sont dans 1'image du morphisme de Hurewicz.

I1 existe une application Shn+2+2kn(pr) —s g+

Ln+2+2k;
H (5" “(p7), Z/p") soit le sous-module libre engendré par les &léments

hn+2+2kn(

(p¥) telle que 1'image de

adk(u)[v v] et adk(u)[u v]. Le bouquet des applications V 20 2n+2(pr)

p’) —as
hn+3+2kn

p’)) — 982n+2(p ). Cette
application et 32n+1{p } —_—> QS2n+2(pr) donne le produit S2n+1{pr} x T —> ns2n+2(pr)’

qui est un isomorphisme d'homologie avec coefficients dans ZVpr.

induit une application de T = Q(\/

TR
(4.2) THEOREME. [3] - L'application au-dessus

S2n+1{pr} x oV 20 Shn+3+2kn(pr)) - QS2n+2(pr)

est une ééuivalence d'homotopie.

la d&composition de 982n+2(pr) est analogue & celle de Serre QS

2n+l

2n+2 S2n+1 . nSlm-l»3

car QSun+3(pr) est un facteur de T. Ia d€composition de QS (p") est plus difficile,
2n+l

et elle est tras proche de la décomposition de QF (p¥), qui est &tudife dans 56,
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§5. Préliminaires algébriques II. Algebres différentielles de Lie

Une alg%bre différentielle A sur R est une algébre A munie d'une
différentielle B : A —> A de degré -1 telle que B(xy) = B(x)y + (—1)1XB(Y) si
x € Ay GL.AJ. L'homologie H,(A) de A a une structure canonigue &’ algsbre .

Si A est commutative, H*(A) l'est aussi.

Une algébre différentielle de Lie L sur ﬁ est une algébre de Lie L munie

d'une différentielle B : L —> L de degré -1 telle que
Bllxy) = (BG)wy) + (D'x8()] six €L,y EL;

L'homologie H*(L) de L a une structure canonique d'algébre. de Lie induite par
la structure sur L. Si L est commutative, H,(L) 1'est aussi.

(5.1) Remarque.-

Si M est un module différentiel tel que M et H*(M) soient R - plats,
le morphisme canonique Z,(M) —> H,(T(M)) induit un morphisme T(H,(M)) —> H,(T(M)),
qui est un isomorphisme & algébres de Hopf. TIci T(M) est une algdbre de Hopf ol
tout &lément de M est primitif dans T(M). Par exemple, si M = R.x & R.B(x) est
de rang 2 avec Hy(M) = 0, on a H,(T(M)) = R.

Soit k un corps de caractéristique p > O dans ce §. S1 A est une algébre
différentielle commutative sur k, on a la relation B(xpj) = 0 pour tout x de A .
De plus, siAest S(x_,Bx ), l'algébre symétrique engendrée par x , de degré m, et BX .
k sim=2n+1,

-1
S(xmp,xmp

. .
L'homologie est H(S(Xm,me))

me) si m = 2n.
(5.2) Remargue.-

Si A est une aléébre sur k, on a la relation
J J J_
80F) = ad® H(x)(B(x)), et alors glad® T (BT = 0

N . : pr-1 -
ou ad(x)(y) = I[x,y]. Dans une algtbre différentielle de Lie Blad (x)(B(x))] = 0,

puisque c'est vrai dans la sous-algebre de Lie engendré.e par x et B(x) de T(x,8(x)).
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2
§6. la Décomposition de F n+1{Pr}
Tous les espaces sont localisfs en p impair.

~ -~ -
(6.1) THEOREME.- I1 existe une d€composition & homotopie prés

- j-1 i
gen-1 T 2 52np {pﬁl} N Q(\/i Sn(l)(pr)) QF2n+1{pr}

2n-
oi n(i) # bn-1 et n(i) —> +=. La restriction & § n-1 de cette application est
2n- 2 _2n+ + 2
le composé s 1 —s g 1 ﬂan L pr}de E™ et d'une application de la suite

des fibrés, qui aéfinit 1l'espace F2n+1{pr}. (voir (2.5)).

Pour une esquisse de la démonstration (p > 3), consid€rons le diagramme

2 2
commutatif induit par le fibré F n+l{pr}___) Qs n+1(pr) —_—> Qs2n+1’ et le
morphisme de Hurewicz
L(uZn’VZn-l)
(a)
2 2n+l
7, (QF n+l b, Z/p) —  m (s (pT), =z/p) —> n*(nsz‘”l, Z/p)
] $
2 2n+l
1, (aF T z/p) — E(asT T, z/p) — B, (257", @/p)
T(x2n’y2n-l) T(x2n).
. ~. . PR
Ici T(x2n’y2n—l) et T(x2n) sont les algebres tensorielles, et on choisit u, , v, .
tels que ¢(u, ) = x,_ et ¢(+v )=y . Les éléments u v engendrent
d 2n 2n 2n-1 2n-1 opel. p2n’ 2n-1
une sous-algébre de Lie libre L(u2n,v2n_l) de m,(as (p' ), Z/p). Les différentielles

2n+l

de Bockstein sur H,(qS (p7), Z/p) sont determinfes par

Bs(x2n) = 0 sis<r et Br(x2n) You 1
I,
Pour n > 1, nous montrons l'existence des facteurs S2np %{pr+l} dans le
produit faible II » qui est la limite inductive des produits finis. Ces facteurs
. + 2n+
s'appliquent avec le point base dans ar® l{pr} et o8 l(pr), et les facteurs
Q(\/i Sn(l)(pr)) sont envoy€s par un isomorphisme sur un facteur direct de QF2n+l{br}

et QSQn+1(pr). D'apres (5.2), on a pour J = 1
J-
B (aa® (w)(v) = o,
puisque B (x2 ) = Yon_1 implique que Br(u) = v. La relation est valable dans

. 2n+l - .
Ern*(Qanilipﬁ) et E'm (05" (p") par la théorie des produits relatifs de Samelson.

Cherchons un &lément w tel que Br(w) = agP _1(u)(v). On calcule dans 1l'algdbre
2n+
tensorielle Hy(as™" Yo%), z/p)

J J J
8P - o(w) = aa(0P Hy) - ead® () = o

puisque ¢ est un morphisme d'algbbres de Lie. D'apres (5.1), 1'homologie

67
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ﬁ,[H*(QS2n+1

(0"),z/p), 8] = 2Z/p,
2n+l

(pr)) de degré impair avec Br(z) = xpJ - ¢(w).

2n+l
o @/p); done, et ¢(w)
2n+1

et il existe z dans H,(QS
Cet €l€ment z donne z&ro dans H,(qs
s'appliquent sur le méme €1&ment de H,(@s , Z/p), et cela implique que

2n+1 n+l

J 2
xP"  appartient & im(¢: m (28", m/p) —> H,(aS

> Z/p)),

3 . 77 N .
ce qui est absurde par la non-existence des elements de Hopf invariant un

-1 .
modulo p, voir [23] et [9]'. Donc un tel w n'existe pas, et ad® " (u)(v) aérinit

un &1&ment de Er+lw

on 3_1(982n+1(pr)), qui s'applique sur z&ro dans
(QSQn+l) P

"2an—l

Cet &1€ment d&fini modulo p**' dans 1'homotopie de s?™1(pT) se reldve 3
QF2n+%{pr} dans la suite de fibrfs par la théorie des produits relatifs de
Samelson, voir [3,§6]. On a donc une application

2npJ-1, 2n+l
sl — b,
qui induit une application ;
2 +1 2n+1
s (p™) — aF '},
J. J
et nous composons avec s2p lfpr+l} —> qg?"P (pr+l) de (2.5). Nous formons

le produit faible sur tout j 2, pour trouver le premier facteur.

Pour l'autre facteur, voir [3,§12].
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§7. La quasi-inverse de la suspension double E2

Rappelons le diagramme commutatif suivant (tous les espaces soient localis€s en p>2):

X

¥ \
2n+lf r
F l{P }\ S2n+l(pr)

ou X —> F2n+l{

Qs

2 ”~
pr}——> 05" est un fibré. Le théoreme ci-dessous d€coule de (6.1).

rd ~
(7.1) THEOREME.- Il existe un espace Y et une application ¥ —> X

tels gque le composé suivant est une Equivalence d'homotopie (la derniére

application est le produit sur un espace des lacets)

SQn-l X Y —> QF2n+1{pr} X QX —> QF2n+1{pr} N QF2n+l{pr} . mﬁn-ﬁl{pr}.

Soit r = 1. Nous avons un diagramme commutatif ou I est 1'inverse de

1'équivalence d'homotopie du théoréme (7.1).

inverse = I 9232n+1

2. v 2n+1 2n+1, 12 1/ 2

s x v —s oF"™ ) x aF ™Y p) — ar ™5} 2°p
)

S2n—l x x 9252n+1 N Q282n+1 Q2S2n+l

Cela nous conduit a une factorisation de sz
2
2 - 2
Q2s2n+l aF n+1{p} prol SQn 1 E 928 n+1‘
2 2n- ~
Soit 7 : Q 82n+l — g 1 le composé des deux premieres applications. Alors,
Ezon est Q2p; ToE° est de degré p, c'est-a-dire, ToE° = p.
‘s S 2 2n- 2.2n+l
(7.2) THEOREME.- L'application de suspension double E- : §°° 15 g%%n
s s 2.2n+1 2n-1
a un guasi-inverse m : QS — 3

2n-
les H- espaces 9282n+1 et S n 1.

tel gue Ezon = p et -rrOEe = p sur
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§8. Les exposants

(8.1) D&finition.- Un espace X simplement connexe a 1'exposant p' en
un nombre premier p si pr.Tors n,(X)(p) = 0. Un H-espace X a 1'exposant
multiplicatif k si 1'application "puissance kéme", k : X —> X, définiepar

x }—-9 xk, est homotopiquement triviale.

2n+l

Théoréme (7.2) implique que § a 1'exposant p" en p pour un nombre premier

2n+
impair p. Cette assertion est la meilleure possible; en effet S n+l n'a pas

1'exposant pn-l en p selon les résultats de B. Gray [6]'.

Si X{k} désigne la fibre de 1'application k : X —> X pour un H- espace X,
alors Q3(X{k}) a le méme type d'homotopie que 1'espace Map(Sh(k),X) de la suite fibrée
Map(s'(k),X) —> Map(s>,X) —> wap(s>,x) = o’x.

Pour un H- espace X, le H- espace 93(X{k}) a 1'exposant 2k, et dans le cas ou k

2n+ly
soit impair, il a l'exposant k. Pour tout k impair, on a k.n*(S n 1{k§) = 0,
puisque la sphére localisee 82n+1[1/2] est un H- espace, et les considérations
~ 2n+
ci-dessus sont applicables a X S n l[1/2}.

(8.2) Reésultats sur les exposants. [3], [16], [17].

+
on 132n+1

(a) 1a composante de 1'identité de @ a 1'exposant p°.

(b) Voici une variante plus précise du théoreme (7.2): La fibre de la
suspension double E2 : S%gsl —_— ﬂzs?;;I a une structure de H- espace naturelle

telle que son exposant multiplicatif soit p.

L'étude de la décomposition des espaces lacets a son origine dans le
probléme de la détermination de 1'exposant de s™p"). Dlaprds [3], on a un

+1

exposant p2r pour S™(p") si p est > 3. Le travail récent de Neisendorfer nous

donne l'assertion suivante:

s . +2
(c) Le H- espace stm(pr) est d'exposant multiplicatif p’ © pour tout p

+
impair et m = 3. La conjecture est, que S'(p ) a 1'exposant p" l, et qu'il existe

un exposant pour ST(27).

(8.3) La conjecture de Moore. Tout complexe fini X simplement connexe,

tel que 7, (X) 8 Q soit de dimension totale finie, a un exposant en tous les
nombres premiers p, c'est—a-dire, il existe n(p) pour chaque nombre premier p

tel que pn(p?Tors ﬂ*(x)(p) = 0.

70
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