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LA DÉCOMPOSITION DES ESPACES DES LACETS

ET LA TORSION IMPAIRE DES GROUPES D’HOMOTOPIE

[d’après F. COHEN, J.C. MOORE, J. NEISENDORFER, et P. SELICK]

par Dale HUSEMOLLER
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Depuis la thèse de Serre [21], nous savons que les groupes d’homotopie des

sphères sont finis sauf pour deux exceptions: = S et Tï. 4n-l -(S ) + (fini).

Les résultats classiques sont = 0 si i  n et = 0 si i>l.

La détermination des p - composants B des groupes a commence

avec Serre [21], [22] et la thèse de Moore [12], mais il est encore un problème

trop difficile. Toutefois, on a de bons résultats sur la hauteur de la p - torsion

pour n fixe.

Le fibré de Hopf h : S3 20142014> ’S2 de fibre SI fournit un isomorphisme
h~ : 20142014> si i ~ 3, le produit de et le plongement SI 20142014> ~S
est une équivalence d’homotopie S x ~S 20142014> Alors = = 2Z,

et = est fini si i = ~. Nous avons aussi les résultats:

w~(S~) = ~ ( S~) = ZZ/2, ~~(S~) = 2Z/12, (S~).. = 

Dans le travail de James [9] et [10] et de Toda [24] on trouve la relation

pour tout p. Si P = 2, le calcul n (S3) ~2) = montre que la hauteur

de la 2 - torsion est 2 , mais M. Barratt a conjecture que la hauteur de la
p - torsion est p si p est impair.

THÉORÈME. (Selick [20]) Pour p impair p03C0i(S3)(p) = 0 si i ~ 4.

Nous ne donnons pas ici la démonstration de Selick puisque le théorème
est un cas particulier des résultats qui suivent sur S2n+1 pour tout n. Il existe

une application HS 
4n-1 
~ US généralise Hh : HS 3 ~ 03A9S2, telle que

le produit de cette application et du plongement S2n-l ~ OS2n, tensorisé par 



soit une équivalence d’homotopie S 2n-1 [ 1/2 ~ x S~S ~+n-1 ~ 1~2 ~ --~ ~2S 2n ~ 1~2 ~ ,
voir [12], [22~. Pour p impair, il suffit alors d’étudier les groupes dthomotopie

des sphères impaires et la suspension double

Dans le travail [24], Toda montre que l’on a la relation 0

si i > 2n+l pour tout p impair. Barratt a conjecture que la hauteur de la

p-torsion dans le groupe B est p . Cette conjecture de Barrattrésulte du théorème suivant. Rappelons qu’une sphère impaire localisee en un

nombre premier p impair a une structure de H - espace. L’application

p : 2n-l ~ 2n-l est, donc, définie par x ~ xp.p : 20142014~ B est, donc, définie par x j2014~ x".

" "

THEOREME. (Cohen, Moore, et Neisendorfer [3], [4]). L’application de

suspension double E : 2 ~ 03A92S2n+1(p) 
, localisée en p impalr, . a un

quasi-inverse 03C0 : 03A92 S2n+1(p) ~ S tel que les composes E 203C0 = p et

p sur les H - espaces Q Sep) et 

On a la suite des p - groupes abéliens

Par récurrence sur n, cela démontre la conjecture de Barratt

~ ~_~ __ __ __ _

Rappelons ° que ( P2n( F)) = ZZ/2a(n) où 2a(n) = c2n [7, p. 219-221],
et aussi a(n+h) = Ù + a(n), a(0) = 0, a(1) = 2, a(2) = 3, a(3) = 3, a(h) = h,...

CONJECTURE. - (Barratt et Mahowald)

(1) 2a(n). Tors 03C0*(S2n+1)(2) = 0, et il existe un élément d’order 2a(n).

(2) 2a(2n-1) . Tors fl * (S2n) (2) 
= 0 ’ et il existe un élément d’ order 2a(2n-1) .



§1. L’homotopie modulo q des espaces lacets

Pour étudier la torsion de l’homologie H*(X) = H~(X, on utilise

l’homologie avec les coefficients finis ?L~q. C’est la même chose pour

l’homotopie. La sphère Sn(q) ou espace de Moore, voir [11] et [18],
se définit comme la cofibre de l’application de degré q,

Les trois auteurs emploient la notation Pn(q) pour Sn(q), mais cette notation est

réservée pour les espaces projectifs. Notons que Sn(q) est une suspension
Sn(q) si n > 2. Les groupes d’homotopie (absolus ) sont ~.(X) =

si i = 1, et les groupes d’homotopie modulo q sont 

pour ï ~ 2; la structure des groupes se définit comme la structure de la suspension
sur Si et 

Vu que (Sn(~),Sn(2) ~ - et pour q impair, (n h)~
nous nous limitons au cas q impair. Dans ce cas-là, le groupe ZZ/q) est un

module sur l’anneau 

Pour un espace X muni d’un point-base, décomposons l’homologie H*(X,R) =
R ~ H~(X,R) ou R = im(H~(*,R) ----~ H~(X,R)) et H~(X,R) est l’homologie réduite.
Dans 1.’exposée R désigne un anneau commutatif ayant un élément unité. Le composé
X ~ X x X ~ X~X induit un morphisme

et le sous-foncteur PH~(X,R) des éléments primitifs se définit comme

Si H~(X,R) est R - plat, alors H~(X/~X,R) - H*(X,R) 8 H~(X,R) par le théorème

de Kunneth, et pour H~(X,R), on a x ~ PH~(X,R) si et seulement si
6(x) = x 8 1 + 1 ~ x, où 6 : H~(X,R) ~ H*(X,R) 8 H~.(X,R) est la

comultiplication sur la coalgèbre H*(X,R). Si X = S(Y) est une suspension,
alors PH,~(X,R) - H~,(X,R). Par exemple, PH*(Sn(q),R) = H*(Sn(q),R).

Choisissons un générateur et définissons le

morphisme de Hurewicz 03C6 : 03C0n(X, 7l/q) --3 H (X, par la relation

03C6([u]) = u*(in) ou u : Sn(q) ~ X est une application. Le générateur est
compatible avec un opérateur de qui est donné.



(2.1) THÉORÈME. (de Hurewicz modulo q, voir [14], [15]).* Soit X un espace
1 - connexe. Alors 0 pour i  n si et seulement si H. (X, = 0

pour i  n, et 03C6 : 03C0i(X, ZZ/q) ~ Hi (X, est un isomorphisme pour i - n et

un épimorphisme pour i = n + 1.

La suite cofibrée, qui définit Sn(q), se prolonge à

et elle donne un couple exact:

Le morphisme de Hurevicz est un morphisme des couples exacts

(2.2) Définition.- Les suites spectrales de Bockstein et

sont les suites spectrales engendrées par les couples exacts ci-dessus.
Ici p est un nombre premier + 2.

Le morphisme de Hurewicz induit un morphisme des suites spectrales

: - 

Puisque le morphisme de Hurewicz est

défini comme ~ . : n~ ( X, --~ CI H~ (X, De suite

spectrale de Bockstein S/p) est une suite spectrale de coalgèbres,
et le morphisme est défini : ---~ 

Soit QX --~ EX -~ X le fibre des chemins, d’origine fixée, de fibre QX
et de base X. Le diagramme suivant est commutatif.

Le composé ?L/q) ~--~ ---~ H~(~, 2~/c~~ s’appelle la
suspension a. Donc le morphisme de Hurewicz . de X est un composé de la suspension
et du morphisme de Hurewicz . de isomorphisme près. Alors, on aura une

meilleure chance d’apercevoir l’homotopie si on regarde ~ sur Effectivement,



la situation est très bonne modulo la torsion

(1.3) [il]- Soit Y un H - espace, par exemple, Y = ox.

Le morphisme de Hurevicz sur les nombres rationnels 03C6 8 Q : 03C0*(Y) ~ Q ~ PH*(Y,Q)

est un isomorphisme.

La multiplication des lacets SàX x ~2X --~ S2X induit une structure

d’algèbre(graduée ) sur et en plus, une structure d’algèbre de Lie,

avec le crochet [x,y] ] = xy - si x E 

Voir (3.1) pour la définition d’algèbres de Lie graduées. En plus, 

est une sous-algèbre de Lie de muni de [x,y]. Si est R - plat,

alors est une algèbre de Hopf.

Il existe une application 8 ~ ~ A S~(q) puisque

l’espace se décompose en le bouquet y 

Si u : S (q) -w-~ S~X et v : S (q) -w3 S~X sont deux applications continues, on forme

le commutateur dans QX: v = u.v.u .v : S (q) -~ QX, et le composé
avec a est un crochet [u,v] ; S (q) ~ Le crochet est défini sur les
classes d’homotopie

[ , ] : 03A0i (03A9X,Z/p)  03C0j(03A9X, E/q) ~ 03C0i+j(03A9X, ZZ/q),
et il s’appelle le crochet de Lie (ou de Samelson ou de Whitehead).

(1.~+) THÉORÈME. [1~], [15] - Soit q un entier premier à 6. Alors

S/q) est un algèbre Lie ( graduée ), et si q = p un nombre premier, alors

la suite spectrale de Bockstein Zl/p) est une suite spectrale d’ t algèbres
de Lie. Le morphisme de Hurewicz est un morphisme d’algèbres de Lie, et si q = p,
alors, -~ 

est un morphisme d’algèbres de Lie différentielles.



§2. Les espaces principaux et la décomposition de leurs suspensions

Soit X -~--~ CSX le plongement canonique et la suspension induite

H.(X,R) ~ H*(CSX,R). Le diagramme commutatif

induit par le produit sur l’algèbre le morphisme ~.

(2.1) THÉORÈME. [7, p. 289] Si H*(X,R) est R - plat, alors 03C8 est un

isomorphisme, et la suspension se prolonge à l’algèbre tensorielle

T(H,~(X,R) ) 
en un isomorphisme l’algèbres. De plus, T(H*(X,R)) est muni d’une structure

d’algèbre de Hopf, qui est induit ar la structure de coalgébre sur H*(X,R),
et le morphisme ci-dessus est un isomorphism d’algèbres de Hopf.

(2.2) Exemples.- L’homologie est l’algèbre tensorielle
sur un générateur xm de dimension-m. L’homologie = )

est l’algèbre tensorielle sur deux générateurs vm et u m- 1. . Notons

t1(xm) - x m 8 1 + 1 8 xm ou x m est un élément primitif, et Où u m- let v m sont primitifs
sauf pour le cas m = 2 et p r = 2. Si m est impaire, x 2 est aussi primitif,
puisque (x 8 1)(1 8 x ) = -(1 8 x )(x ~ 1) et A(x 2) - x 2 ~ 1 + 1 8 x 2.

m m m m m m m

Donc par (1.3) le morphisme de Hurewicz rationnel est un isomorphisme

n~ ( ~S2n+1 } ~ ~ --~ .x2n et ~r~ ( S~S2n ) ® ~ ~ ~. x2n-1 ® et cec i

implique que les sont finis sauf pour 2Z et = ZL + (fini).

(2.3) PROPOSITION. [7, p.292]- Il existe une décomposition
S(X x y) = Y)

a homotopie p rès.

Faisons le produit de S ---3 k - fois avec lui-même (S ) ~ QS ,
et observons que ~ est un isomorphisme. D’ailleurs, par (2.3)

S~+1 ~i (bouquet des sphères de dim  mk+l)

La suspension ) ~ S(03A9Sm+1 ) se restreint Smk+1 ~ S03A9Sm+1 telle que

l’application sur le bouquet u : S ~ S ( S2Sm+1 ) , ou u|smk+1 = uk,



soit un isomorphisme d’homologie.

(2.4) THÉORÈME.- L’ application u : Yk ~ S(03A9Sm+1 ) est une

équivalence d’homotopie.

Pour le reste de cette section tout espace est localisé en un nombre

premier p.

(2.5) Définition.- Soit (ou ~ Sm) la fibre homotopique
de S~ ~ Sm. Soit (ou la fibre homotopique de

--+ Sm .

On a un diagramme commutatif ou la ligne horizontale est une suite
cofibrée, et les lignes obliques sont des fibres associés aux applications horizontales.

L’espace QSm agit sur et et les espaces sont principaux au sens

homotopique. Les applications ~Sm -~ et QSm --~ sont

nSm - équivariants. L’existence des quatre flèches verticales, qui complète
le diagramme, résulte des propriétés généraux des suites de fibres.

(2.6) THÉORÈME.-
(1) H*(Fm+1{pr},R) est un H*(03A9Sm+1,R) - module libre de rang 1. Une base est

1 * image par H (Sm,R) ~ H (Fm+1{pr},R) d’un générateur de H (Sm,R).
(2) H*(Sm+1{pr}, ZZ/ps) (s ~ r) est un H*(03A9Sm+1, ZZ/ps) - module libre de rang 2.
Une base est l’image par H.(S~~(p~), 20142014~ H.(S~~p~"~S/p~) d’un
générateur de H (S~ (p~), 2Z/p~) ej~ un générateur de~ H (S~~ (p~), 2Z/p~).



Les deux suites spectrales sur ZZ/p avec E = A~(S~+1(p~)) ~ H~~~S~1) )
et E = ~i~ ( S~~l ) ~ H~, ( t~~+1 ) ) dégénèrent. Maintenant, on applique la méthode ,
qui donne (2.~). Faisons agir (k - 1) - fois sur 

et observons que H (s x (s) ) ~ Hmk(Fm+1{pr}) est un isomorphisme. De plus,

par (2.3) k l N --mk lpar (2.3), 
S(Sm x (S ) m k-1 ) N Smk+1 ~ (bouquet des sphères de dim  mk+1),

et la suspension se restreint à uk: 5mk+1 --~ telle que l’application
u’ : ~k --3 soit un isomorphisme d’homologie, donc, une

équivalence d’homotopie.

et observons que H mk (sm(pr) x ~ Hmk(Sm+1{pr}) est un isomorphisme sur

]F 
p 

de la suite spectrale de Bockstein. Encore, par (2.3),
§ 

x (S~)~-) ~ d’autres espaces),

et la suspension se restreint a u : s (p ) 20142014> telle que

l’application u" : 20142014> soit un isomorphisme d’homologie,

donc, une équivalence d’homotopie.

~ ~

(2.7) THEOREME.- Les applications

sont des équivalences d’homotopie.



§3. Préliminaires algébriques I. Algèbres de Lie libres.

Tous les modules et 1«algèbres sont gradués sur un anneau commutatif Rayant
un élément unité dans ce §.

(3.1) Définition.- Une algèbre de Lie est un module L muni d’une

application bilinéaire [ , ] : L x L ---> L telle que

(a) (antisymétrie ) [x,y] = si x ~ Li, y ~ Lj,
(b) ( identité de Jacobi) [x,[y,z]] = [[x,y] ,z] - (-1)~ [y,[x,z]]

Si x et z E Lk , et

(c) [x,[x,x]] = 0 si x a un degré impair.

Dans notre cas, L est connexe, c’est-à-dire, L = 0. Un morphisme

f : L --~ algèbres de Lie est un morphisme des modules tel que

Soit A une algèbre. Le crochet sur A se défine par [x,y] = xy - 

si x de L., y de L . Le module A muni de [x,y] est Une algèbre de Lie, désignée par
Lie(A) ou A. A toute algèbre de Lie L, nous associons une algèbre associative U(L)
et un morphisme i : L ---~ U(L) d’algèbres de Lie tel que pour tout morphisme
f : L ~ Lie(A), il existe un seul morphisme g : U(L) ~ A tel que goi = f.

On peut construire U(L) comme le quotient de T(L), l’algèbre tensorielle, par
l’idéal I engendré par les x 8 y - (-1)ijy ~ x - [x,y] ] on. x f.. L., L .

(3.2) Remarque.- Le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt dit qu’il

existe une filtration F U(L) telle que le module gradué associé est isomorphe

à une algèbre symétrique sur une suspension de L. Si L est un module libre,

alors i : L --~ U(L) est un monomorphisme scindé, et U(L) est un module libre.

Si L est connexe, et si tout L est libre de rang a(m), alors U(L) est libre de
rang fini, et la série de Poincaré est

Soit W un module. L’algèbre de Lie libre L(W) engendré par W se définit

par la propriété suivante de i : W ~ L(W) : Pour tout morphisme f : W ~ L, où L
est une algèbre de Lie, il existe un seul morphisme g : L(W) --3 L tel que goi = f.

Si W est connexe (W = 0), L(W) est de même connexe.



(3.3) Remarque. - Si W est un module libre, L(W) est un module libre, et

U(L(W)) --~ T(W) est un isomorphisme d’algèbres de Hopf. Inversement, si L est

une algèbre de Lie avec U(L) isomorphique a T(W) ou W est libre et connexe, L est

isomorphique a L(W). Si W est connexe et si tout W est libre de rang fini, L(W) a
une séries de Poincaré

( 3. ~ ) PROPOSITION.- Soit 0 ~ L’ --~ L -3 L" --~ 0 une suite exacte

d’algèbres de Lie, qui sont libres de type fini. Alors U(L) est isomorphe

à U(L") 8 U(L’) comme U(L’) - module à droite et comme U(L") - comodule à gauche.

(3.5) PROPOSITION.- Soit L’ une sous-algèbre de Lie de L telle gue
L = L(W) soit libre, L et W soient R - libre et connexe, et L’ -~ L soit

scindé comme un morphisme des modules. Alors L’ est une algèbre libre L(W’)
avec W" un R - module libre. Si W est de type fini, W’ l’est aussi.

Soit L = Lu ,v >, e = +1 ou -1, l’algèbre de Lie libre sur deux
générateurs u- et v- . de degrés 2n et 2n+e. Considérons les deux suites exactes

2n 2n+e

où u,v> et u> sont les algèbres de Lie commutatives des rangs 2 et 1.

(a). On pose Q(A) = coker(~ : I(A) 8 I(A) ~ I(A)), les éléments

indécomposables pour une algèbre A connexe où A = R $ I(A). Par (3.5) les

algèbres de Lie [L,L] et L’ sont aussi libres comme L. Donc, pour [L,L] = L(W),
on a U([L,L]) = T(W) ou W = QU([L,L]), et pour L’ = L(W"), on a U(L’) = T(W’)
où W" = QU(L’).



(b). D’après (~.~), nous avons les décompositions
U(L) = T(u,v) = Uu,v> 8 T(W) et U(L) = T(u,v) = Uu> 8 T(W’).

Ici Uu,v> est l’algèbre symétrique S(u,v) engendrée par u et v, et Uu> est

l’algèbre symétrique S(u) sur u. Dans ce cas la S(u) est l’algèbre de polynomes de u.

Dans le module des éléments indécomposables W = Q(U([L,L~)), les éléments

, yk pour k = 0, 1, ... sont linéairement indépendants, et dans le module des
éléments indécomposables W" = Q(U(L’)), les éléments zk pour k = 0, 1, ... sont

linéairement indépendants par un critérium de Cohen, Moore, et Neisendorfer [3, p. 132].

(3.6) Remarques.- Calculons les séries de Poincaré. D’abord

et les éléments x.k, yk (0~k) forment une base de Q{U{ [L,L] ) ) - W. Cela montre

que: [L,L] est une algèbre de Lie libre sur les générateurs xk, yk (0~k).

D’ autre part, XU ( L ) { t ) - ( t ) peut s’écrire

Donc -- 1 .- t t 2n _ t2n+e 03A3  t2nk .

et les éléments zk ( C~~k ) forment une base de Q(U( L’ ) ) - W’ . Cela montre que :

L’ est une algèbre de Lie libre sur les générateurs zk (0~k).



§4. Décomposition de 03A9S2n+2 et 03A9S2n+2(pr)

Le plongement v : S ---j 03A9S2n+2 et le crochet u’ - [v,v] : S4n+2 ~ 03A9S2n+2,
qui induit une application u . i~S ~n+3 --~ ~S , , ont un produit w sur S2S 

2n+2 
.

L’application w ; ~ 03A9S2n+2 induit un isomorphisme d’homologie avec
coefficients d’un corps pour toutes caractéristiques sauf 2. Donc on a:

(~.1) THÉORÈME, voir (22], (13J - L’application w localisée

w : S~[l/2] J x ~S~[l/2] J --~ QS~[1/2] ]
est une équivalence d’homotopie.

Supposons que tous les espaces soient localises en p, un nombre premier > 3.

Pour décomposer S~S 2n+2 ( p ) , r nous utili sons l’ homologie 2n+2 ( p ) , r ~L/p ) r
- T(u- 2n ,v~ ~n+1 -) = U(L) ou L - est 1’algèbre de Lie libre sur deux

générateurs u2n et v2n+1, voir (2.1) et (3.6). L’algèbre enveloppante universelle
se décompose comme un produit tensoriel des U((L,LJ) - modules â droite et des

comodules . a gauche T(u2n,v2n+1) = U( L) - U( [ L, L] ) d’après (3.4).

L’application ~ 03A9S2n+2(pr), qui est définie par le
diagramme après (2.5), est une injection en homologie sur le facteur U(Lab) de U(L).
On a donc un isomorphisme H,~ ( S 2n+1 ~ p r ~) ® U( [ L, LJ ) ---..3. U( L) - H ~ ( ~S2n+2 ( p r ) 3 ~/pr ) .

D’après (3.6), [L,LJ est une algèbre de Lie libre engendrée par les éléments
ad Tr (u)[v,v] et ad T- (u)[u,v] pour k ~ 0, qui sont dans l’image du morphisme de Hurewicz.
I1 existe une application S4n+2+2kn(p ) r ~ 03A9S2n+2(pr) telle q ue l’ima g e de

J soit le sous-module libre engendre par les éléments
et Le bouquet des applications Vk~0 S4n+2+2kn(pr) ~ 03A9S2n+2(pr)

induit une application de T = ~ ( ~/ k? ~ S~n+3+2kn ( p r)) --~ Cett e

application et S 2n+1 ~ p ~ r -~ S~S 2n+2 ( p ) r donne le produit S 2n+1 f p ~ r x T --~ t~S 2n+2 ( p ) , r
qui est un isomorphisme d’homologie avec coefficients dans 

(4.2) THÉORÈME. [3] - L’application au-dessus

X ~ ( ~ ~ ( pr ) ) ~ ~n-t-2. ( pr )S ~(v ~>o ~ ’P ~ 2014201420142014~ ~ ~P ~
est une équivalence d’homotopie.

La décomposition de nS2n+2(pr) est analogue ~L celle de Serre ~! 
,

car est un facteur de T. La décomposition de ~tS 2n+1 (p ) r est plus difficile,

et elle est très proche de la décomposition de ~3F2n+1(pr), qui est étudiée dans §6, ~‘~.



§5. Préliminaires algébriques II. Algèbres différentielles de Lie

Une algèbre différentielle A sur R est une algèbre A munie d’une
différentielle 6 : A ~ A de degré -1 telle que S(xy) = B(x)y + si

y LA . L’homologie H*(A) de A a une structure canonique d’algèbre .
Si A est commutative, H*(A) l’est aussi.

Une algèbre différentielle de Lie L sur R est une algèbre de Lie L munie
d’une différentielle 8 : L ~ L de degré -1 telle que

L’homologie H~(L) de L a une structure canonique d’algèbre, de Lie induite par
la structure sur L. Si L est commutative, H~(L) l’est aussi.

(5.1) Remarque.-
Si M est un module différentiel tel que M et H*(M) soient R - plats,

le morphisme canonique Z~(M) --~ H~(T(M)) induit un morphisme T(H~(M)) ~ H*(T(M)),
qui est un isomorphisme d’algèbres de Hopf. Ici T(M) est une algèbre de Hopf où

tout élément de M est primitif dans T(M). Par exemple, si M = R.x ® R.B(x) est

de rang 2 avec H~(M) = 0, on a H~(T(M)) = R.

Soit k un corps de caractéristique p > 0 dans ce §. Si A est une algèbre
différentielle commutative sur k, on a la relation 0 pour tout x de A~.
De plus, si A est S(xm,sxm), l’algèbre symétrique engendrée par m, de degré m, et Sxm.

(5.2) Remarque.-

Si A est une algèbre sur k, on a la relation

> = ad~ ~-(x)(p(x)), et alors ~= 0

ou ad(x)(y) = [x,y]. Dans une algèbre différentielle de Lie (x)(P(x))] = 0,

puisque c’est vrai dans la sous-algèbre de Lie engendrée par x et de 



§6. La Décomposition de 

Tous les espaces sont localisés en p impair.

(6.1) THÉORÈME.- Il existe une décomposition â homotopie ui4V

s2n-l x IL j.i 
-----~ 

4n - l et n(i) ~ +~. La restriction à de cette application est

le composé -- ~ E2 et d’une application de la suite
des fibres, qui définit l’espace (voir (2.5)).

Pour une esquisse de la démonstration (p > 3), considérons le diagramme
commutatif induit par le fibré -> 

, et le

morphisme de Hurewicz

Ici ) et T(x2n) sont les algèbres tensorielles, et on choisit u2n, 
tels que ~(u? ) = x2n et ~~v~n-1} ) Les éléments engendrent

une sous-algèbre de Lie libre de ~~(~S2n+1(pr~~ ~/p~. Les différentielles

de Bockstein sur sont déterminées par

Pour n > 1, nous montrons l’existence des facteurs S ~ ’Vp~ ~ dans le
produit faible TT ) qui est la limite inductive des produits finis. Ces facteurs

s’appliquent avec le point base dans et QS (p~), et les facteurs
03A9(j Sn(i)(pr)) sont envoyés par un isomorphisme sur un facteur direct de 03A9F2n+1{pr}

et ~S~~(p~). D’après (5.2), on a pour j = 1

puisque P (x~n~ - y2n-1 implique que ~r(u~ - v. La relation est valable dans

par la théorie des produits relatifs de Samelson.

Cherchons un élément v tel * (u)(v). On calcule dans l’algèbre
tensorielle A~(n~ 2n+1 (p r ~, ~/p~ 

r

puisque ~ est un morphisme d’algèbres de Lie. (5.1), l’homologie



et il existe z dans de degré impair xpj - ~(w).
Cet élément z donne zéro dans donc, et cp w
s’appliquent sur le même élément de et cela implique que

ce qui est absurde par la non-existence des éléments de Hopf invariant un
module p, voir [23] et [9]*. Donc un tel w n’existe pas, et ad" (u)(v) définit
un élément de qui s’applique sur zéro dans

..~-.’~""’- 
" ’

Cet élément défini module pr+1 dans l’homotopie de 03A9S2n+1(pr) se relevé a

03A9F2n+1{pr} dans la suite de fibres par la théorie des produits relatifs de
Samelson, voir [3,§6]. On a donc une application

qui induit une application

et nous composons avec ~ ) de (2.5). Nous formons

le produit faible sur tout j ~ 1 pour trouver le premier facteur.

Pour l’autre facteur, voir [3,§12].



§7. La quasi-inverse de la suspension double E-

Rappelons le diagramme commutatif suivant (tous les espaces soient localisés en p > ~~:

(7.1) THEOREME.- Il existe un espace Y et une application Y ---> QX

tels que le composé suivant est une équivalence d’homotopie (la dernière

application est le produit sur un espace des lacets)

Soit r = 1. Nous avons un diagramme commutatif où I est l’inverse de

l’équivalence d’homotopie du théorème (7.1).

Cela nous conduit a une factorisation de 03A92p

Soit n ; : ~2S2n+1 ~ S2n-1 le composé des deux premières applications. Alors,

est 03C0oE2 est de degré p, p.

(7.2) THÉORÈME.- L’application de suspension double E2 : S2n-1 ~ 03A92S2n+1
_a un quasi-inverse n . 03A92S2n+1 ~ S2n-1 tel gue p et p sur

les H-es paces 03A92S2n+1 et S2n-1.



§8. Les exposants

(8.1) Définition.- Un espace X simplement connexe a l’exposant pr en
un nombre premier p si pr.Tors 03C0*(X)(p) = 0. Un H - espace X a l’exposant

multiplicatif k si l’application "puissance kème", k : X ~ X, définie par
x ~ xk, est homotopiquement triviale.

Théorème (7.2) implique que a l’exposant pn en p pour un nombre premier
impair p. Cette assertion est la meilleure possible; en effet S n’a pas
l’exposant p en p selon les résultats de B. Gray [~~’.

Si X~k~ désigne la fibre de l’application k : X --~ X pour un H - espace X,

alors a le même type d’homotopie que l’espace Ma,p ( S~ ( k ) , X) de la suite f ibrée

Map(S (k) ,X) --~ Map(S 3 ,X) --~ Map(S 3 ,X) = 
Pour un H - espace X, le a l’exposant 2k, et dans le cas ou k

soit impair, il a l’exposant k. Pour tout k impair, on a k.~r~(S 2n+1 ~k~) - 0,
puisque la sphère localisée S [1/2] est un H-espace, et les considérations
ci-dessus sont applicables a X = S 2n+1 [1/21.

(8.2) Résultats sur les exposants. [3~, [16~, [17].

(a) ) La composante de l’identité a l’exposant pn.

(b) Voici une variante plus précise du théorème (7.2): La fibre de la

suspension double E : ~ ~2S2n+1 a une structure de H - espace naturelle
telle que son exposant multiplicatif soit p.

L’étude de la décomposition des espaces lacets a son origine dans le

problème de la détermination de l’exposant de Sm(pr). D’après [3], on a un

exposant pour Sm(pr) si p est > 3. Le travail récent de Neisendorfer nous

donne l’assertion suivante:

(c) Le H- espace Q2Sm(pr) est d’exposant multiplicatif pr+2 pour tout p
impair et m ~ 3. La conjecture est, que Sm(pr) a l’exposant , et qu’il existe

un exposant pour Sm(2r).

(8.3) La conjecture de Moore. Tout complexe fini X simplement connexe,

tel que n~(X) ~ Q soit de dimension totale finie, a un exposant en tous les

nombres premiers p, c’est-à-dire, il existe n(p) pour chaque nombre premier p
tel que pn( p).Tors 03C0*(X)(p) = 0.
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