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LE GROUPE FONDAMENTAL DU COMPLÉMENT

D’UNE COURBE PLANE N’AYANT QUE DES POINTS

DOUBLES ORDINAIRES EST ABÉLIEN

[d’après W. FULTON]

par Pierre DELIGNE

1

Séminaire BOURBAKI

32e année, 1979/80, n° 543 Novembre 1979

Introduction

THEOREME 1.- Soit C c ) une courbe plane, dont les seules singularités sont des

points doubles à tangentes distinctes. Alors, le groupe fondamental de IP ~ (C) - C est

abélien.

Ce théorème a été énoncé par Zariski en 1929 ([8]). Voir aussi [9] Ch. VIII. Sa

démonstration utilisait le théorème de Severi, selon lequel l’espace des courbes planes

irréductibles de degré donné, ayant un nombre donné de points doubles, est irréduc-

tible (Vorlesungen über algebraische Geometrie, 1921, Anhang F). On ignore toujours

si l’assertion de Severi est vraie ou non.

Le n1 considéré dans le théorème est le vrai groupe fondamental, celui des

topologues. Si C est remplacé par un corps algébriquement clos k de caractéris-

tique 0 quelconque, le même énoncé vaut pour le groupe fondamental algébrique, celui

qui classifie les revêtements étales : le principe de Lefschetz nous ramène à supposer

que k = C , auquel cas le groupe fondamental algébrique est le complété profini du

vrai groupe fondamental. En caractéristique quelconque, on a la variante :

THEOREME 2 (Fulton [3]).- Soient k un corps algébriquement clos et, sur k, C C 1P2
une courbe plane, dont les seules singularités sont des points doubles à tangentes
distinctes. Alors, le groupe fondamental modéré de IP2 - C est abélien.

En d’autres termes, les revêtements (au sens 0.2) de IP2 , , ramifiés seulement le

long de C , et modérément ramifiés, sont abéliens. Rappelons que le caractère modéré

de la ramification se teste après changement de base, de w2 à ses localisés en les

points génériques des composantes irréductibles de C . Ces localisés sont des traits

( = spectre d’anneau de valuation discrète).

Supposons k de caractéristique p > 0 . Si C est comme dans le théorème 2,

il existe toujours dans l’espace projectif relatif w2 sur Spec(W(k)) un diviseur

à croisements normaux relatif C , dont C se déduise par passage à la fibre spé-

ciale (voir par exemple Mumford, App. au chap. VIII de [9J). Ceci permet de déduire

le théorème 2 du théorème 1 par un argument de sécialisation.



Une fois que l’on sait que 03C01(P2 (C) - C) est abélien, des arguments homolo-

giques donnent immédiatement sa structure : si C est réunion de courbes irréduc-

tibles de degrés d ,...,d , le groupe (C) - C) est le quotient de Z;r par

le sous-groupe engendré par l’élément (d ,...,d ) .
Dans sa démonstration du théorème 2, Fulton utilise d’une part des méthodes

introduites par Abhyankar [1] pour prouver le cas particulier du théorème 2 où l’on

suppose les composantes irréductibles de C lisses - méthodes dont un exposé très

clair a été donné ici par Serre ([7]) - d’autre part le théorème 3 ci-dessous. Une

analyse de la démonstration a ensuite permis au rédacteur d’en donner une variante

qui fournisse le théorème 1.

Abhyankar et Fulton utilisent tous deux des instances du principe selon lequel,

en géométrie algébrique, ce qui est très mobile est connexe. Soient C c p2 comme

dans le théorème 2, D une composante irréductible de C et f : X -~ p2 un revê-

tement ramifié seulement le long de C , et de ramification modérée. Puisque D c p2
est très mobile, f 1(D) est connexe. Plus précisément, le diviseur 0 c TP 2 est

ample, le diviseur f 1(D) c X l’est donc aussi, puisque f est fini, et on applique

Bertini. Par une étude locale de f , Abhyankar montre que, si D est lisse, alors

(f l’est aussi, et conclut que f ~(D) est irréductible.

Dans le cas général, soit g : D ~ D le normalisé de D . La même étude locale

montre que le produit fibré réduit (X x 2 D ) red est lisse. C’est donc le normalisé

de f 20141 (D) . Si on peut montrer qu’il est connexe, on en déduira que f _ 1(D) est

irréductible, et on peut recopier la fin de la démonstration d’Abhyankar, telle

qu’elle figure dans [7].
Rappelons la définition du produit fibré : si h : X x D -j IP2 x p2 est le

produit des applications f : X 2014~ IP2 et g : D 2014> D c le produit fibre

X x 2 D est l’image inverse h -1 (A) de la diagonale. Puisque TP 2 a beaucoup

d’automorphismes, la diagonale 0394 ~ ]p est très mobile, et h (A) est connexe.

Ceci termine la démonstration. Plus précisément, on applique à h le cas particulier

r = 2 , m = 2 du théorème suivant :

THÉORÈME 3 (W. Fulton et J. Hansen [4]).- Soient P = le produit de r copies

de l’ espace projectif IPm , Ô l’application diagonale de Pm dans P , p = 

la diagonale, Z une variété complète irréductible, h . Z --~ P, n = dim h(Z) et

c = (r - 1)m la codimension de A dans P . Si n-c 3 1 , alors h 1 ( L~) est

connexe.

Ce théorème a de nombreuses autres applications, pour lesquelles je renvoie à

et à l’article de T. Gaffney et R. Lazarsfeld [5].
Dans la fin de cette introduction, nous expliquons sur un exemple la méthode

suivie pour transposer la démonstration de Fulton du théorème 2 en une démonstration



du théorème 1. L’exemple est: comment transposer les arguments d’Abhyankar pour

prouver le théorème 1 dans le cas particulier où C est lisse (donc irréductible).

Soient U un voisinage tubulaire de C dans T ~ (C) , u* = U - C et u ~ U* .
~

Pour tout revêtement f : (C) ramifié seulement le long de C , on a

(f (C) connexe) ~ (f (U) connexe) ~ (f (U*) connexe) . Le résultat clef: quel que

soit le revêtement X , 1 la courbe f (C) est connexe, équivaut donc a celui-ci :

pour tout quotient fini H de n(JP (C) -C, u) , 1 le morphisme composé

est surjectif. Un argument de théorie de Morse permet de prouver mieux . la surjec-

tivité du morphisme j* : ~ 03C01(P2(C) -C, u) .
Une métrique riemannienne étant choisie sur IP2(C) , 1 on peut, pour E > O assez

petit, prendre pour U l’image par l’application exponentielle exp du sous-fibré

en boules de rayon E du fibré normal de C dans IP2(C) ~ Pour E assez petit,

exp identifie U* à un fibré en disques épointés orientés sur C, d’où une suite

exacte .

( û image de u ). L’image fie 2Z est centrale ; i celle de 1 C z1 est représentée

par un petit lacet Y tournant une fois, dans le sens positif, autour de C .

Puisque j. est surjectif, y définit encore un élément central de u) .

Le quotient de C, u) par le sous-groupe distingué 
, 

engendré 
, 

par Y (en

l’occur ence, le sous-groupe cyclique engendré par Y ) > est u) = ~e~ et le

cas particulier considéré du théorème s’ensuit.

O. Terminologie

0.1. Connexe signifie connexe et non vide. De même pour irréductible.

0.2. Un revêtement d’un schéma S , supposé normal et connexe, est un morphisme

f : T --~ S , de source T normale et connexe, dont la restriction à un ouvert

dense de T est étale.

0.3. Dans toute la suite de cet exposé, nous nous plaçons sur C . Nous écrirons

simplement pour Les schémas considérés sont tous supposés séparés.



1. Théorèmes du type de Lefschetz et Bertini

Le cas particulier de 1.1, ci-dessous, où Z C Pn est le complément d’une hyper-
surface est démontré par Hamm et Le [6], à l’aide de la théorie de Morse. Notre but

dans ce § est d’en déduire la variante 1.6 du théorème 3.

Assertion 1.1.- Soit Z C Pn un ouvert de Zariski non vide. Si H est un hyperplan

général, le morphisme naturel ’rr i ( Z ~a H) est bijectif pour i  n - 1 , et

sur j ecti f pour i = n - 1 .

L’assertion 1.1 est énoncée dans [2], mais la démonstration de Cheniot ne couvre

que le cas où le complément de Z est de codimension ~ 2 . Sous cette hypothèse, Z

et Z ~ H sont simplement connexes, et il est innocent de travailler, comme il le

fait, avec les H. plutôt qu’avec les ni . Le cas i = 1 peut aussi se déduire de

[6] ou [2 bis].
Rappelons que l’adjectif "général", qualifiant un élément H d’une variété

algébrique irréductible S (ici, l’espace projectif dual ), est un quantifi-

cateur. Il signifie l’existence d’un ouvert de Zariski non vide (et donc dense) S’

de S , tel que pour tout H dans S’ , ....

1.2.- Soit Y ~ Pn  Pnv l’espace des couples (z,H) tels que z £ Z et z £ H .

Le théorème d’isotopie, appliqué à la seconde projection pr2 : Y fournit

l’existence d’un ouvert de Zariski non vide U de IPn , , au-dessus duquel Y est

un espace fibré - topologiquement localement trivial. Il suffit de prendre pour U

l’ensemble des hyperplans transverses aux strates d’une stratification de Whithney

algébrique du complément de Z dans Localement sur U , et si on choisit une

trivialisation locale de ce fibré, l’inclusion de Z n H = dans Z apparaît
comme une application dépendant continûment de H d’un espace fixe dans Z . La con-

clusion de 1.1 ne peut donc valoir pour un H dans U que si elle vaut pour tous,

et 1.1 équivaut à dire qu’elle vaut pour tout H dans U.

Supposons que Z dépende de paramètres : on se donne un schéma irréductible S ,

un ouvert Z de S x F , on pose Z(s) et on suppose chaque Z(s)

non vide. Soit Y ~ S x F x F l’espace des triples (s,z,H) tels que z £ Z(s)

et z £ H . Le théorème d’isotopie, appliqué à la projection de Y sur S x 

(resp. de Z sur S ), fournit l’existence d’un ouvert de Zariski non vide U de

S x (resp. V de S ), au-dessus duquel Y (resp. Z ) est un espace fibré -

topologiquement local trivial.

Comme ci-dessus, si s £ V et que (s,H) £ U , la conclusion de 1.1 vaut pour

Z(s) et H . Cette variante - avec paramètres - de 1.1 sera utilisée implicitement

dans la preuve de 1.4.

Je conjecture que, plus généralement :

Conjecture 1.3.- Soient Z lisse et connexe, de dimension n , f : Z -i 3P un

morphisme à fibres finies, c un entier, J un sous-espace linéaire de PN , de



codimension c et n* = n - c . Choisissons une métrique riemannienne sur et

soit V(E) l’ensemble des points p de P tels que d(p,L)  ~ . Alors, pour E

assez petit, le morphisme naturel

’~ ~. (Z)
l i

est bijectif pour i  n* , et surjectif pour i = n* .

On notera que pour L général, l’inclusion de f 1(L) dans f 1(V(~)) est,

pour E assez petit, une équivalence d’homotopie : 1.3 est bien une généralisation
de 1.1.

Si on ne suppose plus f quasi-fini, et que l’ensemble des points de PN où

la fibre de f est de dimension k est de dimension c~(k) , il y a lieu de redéfinir

n* comme étant n* = 2 dim Z - sup(2k + cp(k) + c - 1 ) ) - 1 .

La conjecture 1.3 devrait par ailleurs se déduire d’un énoncé plus précis, comme

quoi Z se déduit de f 1(V(~)) par adjonction d’anses tuant des sphères de

dimension ? n* .

Nous nous contenterons de résultats plus faibles que 1.3. Nous les déduirons du

cas particulier de 1.1 où Z est le complément d’une hypersurface.

Lemme 1.4.- Soient Z normal et connexe, f : Z ~ PN un morphisme, n la dimension

de f(Z) et c un entier. On suppose que n-c b 1 . Si L est un sous-espace

linéaire de codimension c général de alors f ~(L) ) est connexe et, our

(L) , le morphisme naturel de (L),z) dans T! (Z,z) est surjectif.

Il est loisible de remplacer Z par un ouvert de Zariski non vide Z’ : pour L

général, f (L) est encore normal, et Z’ (resp. Z’ ~ f (L) ) se déduit de Z

(resp. f 1(L) ) par soustraction d’une partie algébrique d’intérieur vide. Vu l’hypo-
thèse de normalité, ceci ne change pas les 03C0o , ne peut qu’augmenter le n1 1 et on

contemple le diagramme commutatif

En particulier, on peut supposer, et on suppose, que Z est lisse. Le lecteur

intéressé seulement par la preuve du théorème 1 aurait d’ailleurs pu le supposer

d’emblée ; il remplacera "normal" par "lisse" dans la suite du §.
Rétrécissant Z , on peut supposer, et on suppose, que f(Z) est localement

fermé et que Z est un espace fibré - topologiquement localement trivial - sur f(Z) .

Si c = 1 et que f est dominant, f(Z) est un ouvert de Zariski de rétré-

cissant Z , on peut supposer que c’est le complément d’une hypersurface - et il ne

reste qu’à appliquer 1.1 à f(Z) , et à comparer les suites exactes longues d’homo-

topie pour Z -~ f(Z) et f (L) --~’ f(z) . .

Continuons à supposer que c = 1 . Si f n’est pas dominant, soient A un



sous-espace linéaire de dimension N-n- 1 , B l’espace projectif des sous-espaces

linéaires de dimension N - n contenant A et q : ]P - A -~ B : x’2014~ le sous-espace

le contenant. Pour A disjoint de f(Z) , la restriction de q à f(Z) est un

morphisme fini, donc dominant puisque dim f(Z) = dim B , et qf : Z ~ B est

dominant. Du lemme, appliqué à qf et à c = 1 , on déduit la conclusion du lemme

pour L un hyperplan général parmi ceux contenant A . Le sous-espace A étant

seulement assujetti à se trouver dans un ouvert dense d’une grassmannienne convenable,

la conclusion du lemme vaut aussi pour L général (cf. 1.2).

On finit la démonstration par une récurrence sur c : un sous-espace linéaire

général de codimension c - 1 d’un hyperplan général est un sous-espace linéaire de

codimension c général (cf. 1.2).

Lemme 1.5.- Soient Z, f, n et c comme en 1.4. Tout sous-espace linéaire L de

codimension c de TP admet un système fondamental de voisinages ouverts V tels

que f (V) soit connexe, et que, pour z C f (V) , le morphisme naturel de

’r~ (f 1 ( V ) , z) dans ’~t (z,z) soit surjectif.
Soient Gr la grassmannienne des sous-espaces linéaires de codimension c de

Y c z x Gr l’ensemble des couples (z,L) tels que fez) f L , et G un ouvert

de Zariski non vide de Gr tel que, au-dessus de G , Y soit un fibré - topologi-

quement localement trivial. La conclusion de 1.4 vaut alors pour L E G (cf. 1.2).

Pour chaque ouvert U de Gr , nous noterons U* l’ouvert de PN réunion des

L ~ U . Nous allons prouver que si U est connexe, la conclusion de 1.5 vaut pour

V = U* . Le lemme en suivra.

Prouvons que, si U est connexe, f 1(U*) l’est aussi. L’intersection

U’ = U n G est connexe, car déduite de U par soustraction d’une partie (triangu-

lable) de codimension réelle ? 2 . D’après 1.4, la réunion f 1(U’*) des f 1(L)
pour L E U’ est donc connexe. Nous allons montrer qu’elle est dense dans f (U*) .

L’image f(Z) de Z n’est pas dans le complément F de G* : puisque

n-c 3 0 , les L E G rencontrent f(Z) . Si z f Z , l’image d’un quelconque

voisinage de z n’est pas dans F , sinon celle de Z le serait, par prolongement

analytique. Si z £ f ~(U*) , il existe donc arbitrairement près un point z’ tel

que f(z’) E G* . Dans l’ensemble des L E Gr contenant z’ , la trace de G est

dense, puisque non vide. Si z £ f 1(L) , avec L ~ U , ceci permet de trouver z’

comme ci-dessus, contenu dans un f 1(L’) , avec L’ dans G arbitrairement proche

de L . En particulier, on peut prendre LI f U’ , auquel cas z’ f f (U’*) . Ceci
prouve la densité de f-1(U’*) dans f-1(U*) , et la connexité de f 1(U*) .

Soit enfin L E U’ . On a f-1 f-1 f U* ) C Z . D’après 1.4, le n1 de

f (L) s’envoie sur celui de Z . A fortiori celui de f 1(U*) .
Nous allons en déduire une variante du théorème 3.



THÉORÈME 1.6.- Soient P = (I? ) le produit de r copies de l’espace projectif 3P ,
6 l’application diagonale de ]P dans P , A = la diagonale, Z normal et

connexe, h : Z 2014~ P , n = dim h(Z) et c = (r -1)m la codimension de A dans P . *

Si n - c ~ 1 , A admet un système fondamental de voisinages ouverts V , tels que

h (V) soit connexe. Si h (V) est connexe, et que z C h (V) , le morphisme

naturel de (V) , z) dans Tï (v,z) est surjectif.

Comme en 1.4, il est loisible de rétrécir Z , et en particulier de supposer Z

lisse. Supposons-le. Soit (H_).~ ~ une famille d’hyper plans de telle que
o’ -* m

a) l’intersection de H 
OE 

est vide : dans un système de coordonnées projectives
convenable (X ) , ils s’écrivent X = 0 ;

OE ~ 
-1

b) h(Z) n’est contenu dans aucun des pr. (H ) . Rétrécissant Z , on peut alors

supposer - et on suppose - que h(Z) est disjoint des pr. (H ) .
c) h(Z) H A n’est pas contenu dans la réunion des 03B4(H03B1) : puisque A est membre

d’une famille connexe de cycles remplissant P tout entier, on a h(Z) Q A ~ 0 , et

il est possible de choisir des H 
OE 

vérifiant c).

Soient A = Pm - H , B = Ar03B1 ci p et A = Ô(A ) la diagonale de B03B1 . Les

espaces A 
Q’ 

et B 
Q’ 

sont des espaces affines et A 
0’ 

est un sous-espace affine de

B . La complétion projective de A. est ]P . Notons B celle de B , et
0’" c~ o" cy

~ c:B celle de A .
cy cy c~

Fixons (y , et écrivons simplement H , A , B , A , B , A pour H ,
** A Lf

A , B , A , B et A .

Lemme 1.7.- Pour tout voisinage U de A ci p ~ il existe un voisinage V de A
dans B tel que V Ft B C: u F) B .

Choisissons sur A une structure d’espace vectoriel hermitien, compatible a sa

structure affine. Un système fondamental de voisinages U de A (resp. V de A )
fB

admet alors pour trace sur B les ensembles de la forme suivante :

U F) B = ((x.) Si x.  R pour un i , on a Vj Vk x.-x_ (  e ; si les x.i’ i’ ’r

sont ~ R , on a Vj Vk l’angle entre les droites complexes engendrées par

x. 3 et x, ~ e)
V D B = ).(x.)j Si ~x.~ ~ R pour un i , on a Vj Vk ~x. - x )  e ; si les jx.j

l JL ~ J~ 1

sont ~ R, on a ~j ~k |xj-xk| ~ ~ inf(|xi|)}
Le lemme en résulte.

Dans le cas où r = m = 1 , les deux compactifications P1 x IP et ]P de A
sont coiffées par une troisième comme suit : le dessin représente le lieu à l’infini,
et la diagonale ; les points entourés sont ceux qu’il faut éclater pour obtenir la

troisième compactification ; U et V sont suggérés par les pointillés :



Une construction similaire peut être faite pour r et m quelconques.

Reprenons la preuve de 1.6. Appliquons 1.5 a h : Z ~ B et a A . On trouve

que A 
a 

admet un voisinage ouvert arbitrairement petit V 
QI 

tel que

h (V ) = B ) soit connexe, de Tî s’envoyant sur celui de Z . D’après
1.7, quel que soit le voisinage U de A dans P , on peut prendre V 

QI 
tel que

V F) 
0’ Cf

La réunion V des ouverts V 
QI 

D B 
QI 

de P est un voisinage, arbitrairement

petit de A . L’hypothèse b) sur les H 
o’ 

assure que l’intersection des V 
Cf 

Ft B 
cy

rencontre h(z) . Des lors, h (V) , réunion des ouverts connexes h (V ) , d’inter-
-1

section non vide, est connexe. Puisque le TT de l’un des h (V ) s’envoie sur

celui de Z , a fortiori celui de h --} (V) , et ceci achevé la démonstration.

2. Preuve du théorème 1

2.1.- Soient C ~ P2 une courbe plane réduite, D une composante irréductible de

C, C’=(C-D) la réunion des autres composantes, Sing(C) l’ensemble des points

singuliers de C et D* = D - Sing(C) . Choisissons un point base 0 ~ ]P - C , et

soit Y un lacet dans B? - C du type suivant : Y va de 0 à un point p’

proche d’un point p de D* par un chemin ch , tourne une fois autour de D* dans

le sens positif, et revient a 0 par ch-1 . La courbe D* étant connexe, les

lacets de ce type sont tous conjugués entre eux. Le quotient de TT(]p ~ -C,0) par

le sous-groupe distingué qu’ils engendrent est TT (]p - C’) .
PROPOSITION 2.2.- Supposons que ceux des points singuliers de C qui sont sur D

sont des points doubles a tangentes distinctes. Alors, Y est central dans

n (]P - C , 0) .
.. 

l,. 1 
. 

d 22~- . , 

dSoient j l’inclusion de 3P - C dans JP , g : D 2014~ D la normalisée de D

et appliquons 1.6 a

Pour présenter commodément l’image inverse de certains voisinages de la diagonale,
nous choisissons sur IF~ une structure riemannienne telle que, au voisinage de chaque



point P E D ~ Sing(C) 1 IP2 soit euclidien, et que les deux branches de C par P

soient des 2-plans (réels) orthogonaux.

Si (~2 - C) x D est dans l’image inverse d’un voisinage assez petit

de la diagonale, i. e. si u et v sont assez proches, le point u est près de D,

et on peut abaisser une courte perpendiculaire de u sur D . Pour u près de

Sing(D) , on en a même deux, une par branche. On choisit celle dont le pied û est

proche de v sur D ~.’

Le point u est dans D* .

Réciproquement, soient e > o assez petit, q : U* ~ D* le sous-fibre en

disques épointés du fibre normal de D* dans TP forme des vecteurs normaux non

nuls de longueur  E , et E l’ensemble des couples (x,v) avec x C U* , v ~ D

~ 
~"

et d(q(x),v)  ~ (distance calculée sur D ). L’application pr : E ~ U* est

une équivalence d’homotopie et admet pour section l’espace des (x,q(x)) . L’appli-

cation exp: (x,v) ’2014~ (exp(x),v) de E dans (]P - C) x D identifie E a l’image

inverse d’un voisinage de A , et, pour e 2014~ 0 , on obtient les images inverses d’un

système fondamental de voisinage. Appliquant 1.6, on trouve que, quel que soit, 0 ~ U* ,

exp et q induisent une surjection

(exp , q)* : 03C01(U*,O) ~ 03C01(P2 - C , exp(O)) x TT (cT, q(0)) . .
On dispose d’une suite exacte d’homotopie

L’image de Z est centrale ; celle de 1 est représentée par un petit lacet

tournant une fois, dans le sens positif, autour de D* . Puisque (exp, q)*, donc

exp* : TT (U*,0) ~03C01(P2 - C, exp(O)) est surjectif, ce lacet définit encore un

élément central de 03C01(P2 - C, exp(O)) . C’est Y .

2.3 Preuve du théorème 1 : Pour chaque composante irréductible D de C, soit V(D)

l’élément central correspondant de Tf (]p - C , 0) . Le quotient de Tr (JP - C , 0)

par le sous-groupe - central - engendré par les V(D) est = (e) . Le
théorème en résulte.
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