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Séminaire BOURBAKI 552-01
32e année, 1979/80, n° 552 Février 1980

ORBITES PERIODIQUES
DES SYSTEMES HAMILTONIENS AUTONOMES

d'aprés Clarke, Ekeland-Lasry,
1

Moser, Rabinowitz, Weinstein]

par Nicole DESOLNEUX~MOULIS

I. Introduction

I.1. Position du probléme, notations

L'espace P?n étant muni d'un produit scalaire noté <-,-> , nous choisissons
une base orthonormée. Les coordonnées d'un point 2z de RZn sont notées dans cette
base (X1""’Xn'P1""'pn) . On désignera par x (resp. p ) la projection de z
sur l'espace engendré par les n premiers vecteurs de base (resp. les n derniers

vecteurs de base).

; 2n
Nous considérons sur R la 2-forme non dégénérée

n
Q-
Eg; ax, A dp,

2
La forme Q 4éfinit sur R°" une structure symplectique.
. . ; 2 2 12
Soit H wune application de classe C de R dans 1R ; nous considérons le

systéme différentiel hamiltonien autonome (%)

S5 _ 2w
dt ~ dp.
(#) 4 * 1<is<n
Pi__om
at  ox.
1

Le systéme (#6) sera parfois noté :
z = J.grad H(z)
ol grad H désigne le gradient de H et J la matrice carrde d'ordre 2n qui

s*écrit en décomposition en blocs :

o I I est la matrice unité
J = n n
( carrée d'ordre n .

Le vecteur J.grad H(z) sera appeld gradient symplectique de H au point =z

Définitions
1) Une solution z(t) du systéme (?G) sera dite Eériodigue s'il existe T non

nul tel que z(t+T) = z(t) ; le nombre T ainsi défini est une période de la

solution z(t) .
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2) Supposons que z(t) soit une solution périodique de (%6) non constante et
soit To le plus petit nombre positif tel que (z(t+T) = z(t)) , To est la

période minimale de la solution z(t) .

3) Soit =z(t) une solution périodique de (36) , 1'ensemble des points z(t)

quand t décrit TR est une orbite périodique de I .

Nous traitons dans cet exposé le probléme de l'existence de solutions pério-
diques du systéme (#) , soit le niveau d'énergie H é&tant fixé, soit la période
T étant fixée.

Il s'agit d'un trés vieux probléme dont 1'étude, au moins a l'origine a été
fortement motivée par les calculs des astronomes. (On pourra consulter [16], Vol 1v,
Part I-II pour les résultats récents obtenus par les astronomes et des calculs
numériques montrant la complexité des phénoménes). Aprés Lagrange [19] c'est &
Poincaré [26] que l'on doit les premiers travaux trés importants sur le sujet et
ses idées inspirent encore nombre de recherches.

Ainsi, en adaptant des arguments de Poincaré, J. Vey [31] a trouvé un critére
d'existence d'orbites périodiques qui recouvre partiellement certains résultats
du § II1I.2.

Mais ce n'est pas cet aspect du probléme que nous traitons dans cet exposé.
Nous nous limiterons aux résultats encore incomplets obtenus par la méthode varia-
tionnelle qui s'est montrée si fructueuse dans 1'étude des géodésiques périodiques

des variétés Riemanniennes [28] et [18].

I.2. Les systémes lindaires

Les résultats suivants sont classiques et nous renvoyons a [1] (p. 489 et
suivantes) ou & [3] pour leur démonstration.

Supposons que le systéme (o) soit lindaire, c'est-i-dire que le hamiltonien
H soit quadratique: H = %—<Sz,z>> ol S est un opérateur symétrique. Le systéme
() s'éerit :
(1) z = A.z avec A = J.S

La matrice A vérifie la relation tAJ + JA = O . Nous supposons, ‘en outre,
que l'origine est un point d'équilibre stable du systéme (1) c'est-a-dire que la
partie réelle des valeurs propres de A est nulle.

La proposition suivante est démontrée dans [1]

PROPOSITION 1.- Si l'une des deux hypoth&éses suivantes est vérifide :

(H1) les valeurs propres (% iki) (1< 4i<n) de la matrice A sont toutes

distinctes.

(H2) La forme quadratique H est définie positive.

Alors il existe un changement symplectique de coordonnées, tel que dans les nouvelles
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coordonnées (XyreeesX /Poye.o P ) le systéme (1) s'écrive :

X"+ )\,2x,
(2) 1 1 1

X! - P, =0
. i i

It
@]
——
.
IA
-
A
=]

Les nouvelles coordonnées sont appelées les modes normaux de vibration. Le

systéme (1) est équivalent & un produit de n oscillateurs harmoniques de période

21 .
T1 .. Tn avec Ti =3 ( Ki > 0 ). Dans ces nouvelles coordonnées, le hamiltonien
H est de la forme : h n
1 2 2
HZ,P) =5 2. (A %% + p2)
2 4 ii i
i=1
ou
o 2 2
1] ] = — ' '
H(X',P') E )\i(xi + Pi )
i=1
1
' = /)\ X P! = P, .
en posant Xi TR h

JK; i
Remarques.- Sous les hypothéses de la proposition 1 :
a) La période T, d'une solution périodique est indépendante du niveau d'énergie
sur lequel se trouve cette solution.
b) Le systéme admet n intégrales premiéres en involution I, = Xiz + Piz
(1=<41i=n).

Réciproguement, d'aprés le théor®me de Liouville ([3] ch. X) si un systdme g6
admet n intégrales premiéres indépendantes, en involution, son intégration se
raméne & des quadratures et les orbites périodiques peuvent se calculer explici-
tement. On remarque alors gque les périodes sur un niveau d'énergie donné dépendent
du niveau d'énergie. La présence de petits dénominateurs ([4], [29]) interdit de
transformer tout systéme (36) proche d'un systéme intégrable, en un systéme
intégrable. D'autres méthodes devront &tre employées pour montrer 1'existence

d'orbites périodiques.

IT. Les outils fondamentaux

II.1. Le principe de moindre action de Hamilton-Maupertuis

. 1,2, .1 . . Ie 7.
Soit W ‘7(S ') 1'espace de Hilbert des fonctions réelles périodiques de
période 1 , de carré intégrable ainsi que leur premiére dérivée.
1,2, 1. .2
Posons E = (W '“(s )T .
Un é1ément de E sera noté z et sa dérivée par rapport & t , Z . La norme
1
JPT 2 . .
dans E est deéfinie par la formule : ||Z“E = S (<z(t),z(t)>+<z(t),z(t)>)dt .
(0]

L'intégrale de 1l'action définit une application S de classe C2 de E dans R
o}

1
S 1 sz(e), sty at

S (z) =
o o 2
1 1
= j <%k(t),p(t)>dt = —S <x(t),p(t)>dt .
o} o
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Un hamiltonien H étant donné comme au § I, pour toute valeur X > O d'un

N SO . ; 2
parametre, nous définissons 1l'application SA de E dans IR de classe C .
1 1
1 .
Sy(z) = X > <Jz(t),z(t)>dt - XS H(z(t))dt .
(6] (6]
La proposition suivante est classique en calcul des variations (voir [23], [27]

et [35] pour une présentation plus formelle dans le cas ol le systéme hamiltonien

est défini sur une variété).

PROPOSITION 2.-

. - . X 2
1) Les points critiques de la fonctionnelle SX sont les solutions de classe C

(périodiques, de période 1 ) du systéme hamiltonien (ZGX) :

(gék) %z = JA grad H(z) .
Posons z1(t) = z(%d ; llapplication =z, est solution périodigque de période A
du szstéme (26) et il existe une constante ¢ telle que H(z1(t)) =c .

2) Soit ¢ une constante fixée qui ne soit pas une valeur critique de H , et

soit 2z un point critique de la restriction de S 4 1'ensemble des éléments z
o

de E vérifiant H(z(t)) = ¢ pour tout t ; alors il existe A multiplicateur

de Lagrange tel gque =z soit solution périodigue de période 1 de (gék) .

La proposition géométrique suivante introduite pour la premiére fois par
Rabinowitz dans [27], mais sans doute bien connue auparavant permettra dans la suite

de bien choisir le Hamiltonien H :

2 [
PROFOSITION 3.- Soit ZC l'ensemble des points z de R N yérifiant H(z) = ¢ ;

on suppose que H n'a pas .de point critique sur ZC ; l'ensemble des orbites du

systéme (76) sur Zc ne dépend que de ZC et est indépendant de la fonction H

1 . .
de classe C constante sur Zc et sans point critique sur Zc .

Démonstration.- Soient H et H1 tels que H-1(c) = H;1(c) = ZC . Il existe une
application u de ZC dans R- {0} telle que en tout point z de Zc :

grad H(z) = k(z) grad H1(z)

J grad H(z) = pJ grad H1(z) .
Les deux champs de vecteurs hamiltoniens sont colinéaires et ont donc mémes orbites
(paramétrées différemment).

Comme l'avait déji remarqué Birkhoff [7] les fonctionnelles So et S, sont
lindaires en 2 et donc trés mauvaises du point de vue du calcul des variations.
Pour montrer l'existence de points critiques, il faudra, soit restreindre S a une
sous-variété bien choisie de dimension finie (§ III), soit définir une nouvelle
fonctionnelle par dualité (§ IV.1), soit approcher l'espace E par une suite de
sous—espaces de dimension finie [27].

Nous remarquons que le groupe de Lie compact G = S1 agit par translation sur
E et que les fonctionnelles S et SX sont équivariantes sous l'action de G .

N

C'est cette remarque qui permettra de conclure a l'existence de points critiques
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de SX ou SO par un calcul d'indice.

. . . 1
II.2. Indice cohomologique pour l'action de S [13]

Soit X un espace paracompact sur lequel le groupe S1 agit librement. Soit
?(X) = (X,p/Y,S1) le fibré principal de fibre S1 d'espace total X de base
X = X/S1 . L'espace de base du fibré universel classifiant pour les S1—fibrés
principaux est TP . Soit o 1la premidére classe de Chern universelle génératrice
de la cohomologie de mﬁn (o€ Hz(mﬁw,iz) ) et soit f l'application classifiante
du fibré P(x) .

Définition.- Nous définissons 1'indice I(X) de l'espace total X du fibré P (X)
par la formule suivante :
k
I(X) = 1 + suplk; £%(¢") # 0}

La proposition suivante est démontrée dans [13].

PROPOSITION 4.- L'indice de X vérifie les propriétés suivantes :
(1) (g) = 1.

1
(ii) Soient X et Y deux espaces paracompacts sur lesquels S agit librement,

on suppose qu'il existe @ , une application équivariante de X dans Y ; alors

I(X) < I(Y) .

(iii) I(x1 ] x2) < 1(x1)+41(x2) .

R 1 . .
(iv) Soit K un compact de X invariant par l'action de S , il existe N

1
‘voisinage de K dans X invariant par l'action de S tel que I(N) = I(K)

2n-1 -1 1
Exemple fondamental.- Soit P - (s" ,p,Pn (¢),s ) 1la fibration de Hopf ; alors

2n-1
(s™ ) =n .

La proposition suivante montre comment sera utilisé 1'indice TI(X) [25] :

PROPOSITION 5.- Supposons que X et X soient des variétés hilbertiennes de

2 1. .
classe C et soit S wune application de X dans 1R equivariante telle que

l'application § de X dans R déduite de S par passage au quotient soit de

1 e e .
classe C , borndée inférieurement et vérifie la condition (C) de Palais-Smale ;

i

alors S admet,sur X , I(X) orbites critiques distinctes au moins.

Démonstration.- Notons cat(X) la catégorie de Lusternik-Schnirelman de X [20]
et [28] (chap. V). On sait que cat(g) = cup long(§)+‘l. Par la définition de 1I(X) ,
cup long(g) 2 I(X)-1 . Donc cat X 2 I(X) .

La proposition résulte alors du principe du minimax tel qu'il est énoncé par

R.S. Palais dans [25].

Remargue.- La théorie de l'indice permet de généraliser la proposition ci-dessus

dans des cas particuliers méme quand X n'est pas une variété différentiable.
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ITI. Les résultats locaux au voisinage d'une position d'équilibre

2 2 FP
Nous considérons sur TR un hamiltonien H de classe C verifiant H(O) = 0O
et grad H(O) = O , et les systémes différentiels (96) et (i6,)
(¥6) P
(%6,

ol H"(O) est le Hessien de H en O .

1l

J.grad H(z)

Ne
I

J.H"(0).z

Le systéme (?61) est le systéme linéarisé du systéme (¥6) a l'origine.

Supposons que la matrice A = J.H"(0) admette 2k valeurs propres imaginaires
pures distinctes :tik1,...,iiikk . D'aprés I.2 sur chague niveau d'énergie le systéme
361 admet au moins k orbites périodiques de période T, = %g .
"en un certain sens" ces solutions persistent pour le systéme (?@) dans un voisi-

On cherche si

nage de l'origine.

Lyapunov [21] et Horn [17] ont les premiers obtenu un résultat dans le cas ou
toutes les valeurs propres sont simples avec une condition de non résonnance. (Pour
une démonstration dans le cas analytique, par des développements en série voir [29],
ou [1] pour une démonstration par le théoréme des fonctions implicites.)

Weinstein le premier a considérablement amélioré le résultat de Lyapunov en
montrant que si la forme quadratique associde & H"(0) est définie positive, alors
sur toute hypersurface de niveau de H , proche de 0O , il existe au moins n orbites
périodiques distinctes [32] et [33].

Nous résumons dans le théoréme 1 dont la premiére partie est due i Moser et la

deuxiéme & Rabinowitz, 1l'essentiel des résultats locaux connus a ce jour.

s 2
THﬁOREME 1.- Soit H wun hamiltonien de classe C tel que H(O) = 0, grad H(0) = O

Soit () le systime hamiltonien associé & H , (7@%) le systéme linéarisé en O .

2n N
Supposons que R = E1 e E2 ou E1 et E2 sont deux sous-espaces invariants par

le flot de ?Gz . On suppose que toutes les solutions de (?Gw) situées dans E

1

ont une période T et qu'aucune solution dans E, - {o}] n'a T comme période.

a) (Moser [22] et [23]) Si la restriction & E, de la forme guadratique définie

par H"(O) est définie positive, alors pour tout € > O assez petit sur chaque

2 s ; . £ A
hypersurface H(z) = £ , le systeme 7 admet au moins V orbites periodiques

1 ..
(v= > dim E ).

b) (Fadell et Rabinowitz [13]) Soit 2V 1la signature de la restriction a- E1 de

la forme quadratique définie par H"(0O) . On suppose 2V # O et supposons que dans

E1 l'origine est le seul point d'équilibre de (?GY) ; alors

- ou bien O n'est pas une solution périodique isolde de période T de () ,

- ou bien il existe un couple d'entiers (k,m) vérifiant (k+m) > V et deux

nombres &,B > O tels gue pour tout A appartenant 3 ]T-«,T[ (resp. ]T,T+B[ )

le systdme JG possdde au moins k (resp. m ) solutions périodiques de période A\ .
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L'exemple suivant dd & Siegel ([29] p. 109) montre la nécessité d'une hypothése
sur la signature de la restriction a E1 de la forme quadratique
2

H = %'(X1“*P?) - ‘Xi'*Pi’ T PPy + 505 -p)p, -

Le syst®me a une seule famille d'orbites périodiques situées dans le plan
x2 =P, = o .

Les démonstrations de Moser et Rabinowitz bien qu'assez différentes sont toutes
les deux basées sur le méme principe : par une méthode de type Lyapunov-Schmidt, on
se raméne a trouver des points critiques de la fonctionnelle définie dans II sur une
variété de dimemsion finie & laguelle on pourra appliquer la proposition 5. Une

présentation plus conceptuelle de cette méthode est faite dans [35].

Principe de la démonstration de Moser : on se raméne a un probl&me de bifurcation
-2 )
— € H(Ez) si € >0
en posant H(z,€)
<H"(0).z,2> si & =.0 .

Considérons le systéme ("96) 2 = J.grad H .

Posons A = J.H"(0) et soit Ai la restriction de A a Ei . Aprés normali-
By By
sation, on peut supposer que e = Id et det(e - Id) # O .

2 2
Pour toute application u de classe C de E1 dans R n’ posons

A,s
d 1
Pu(®) = (o= (ule ~ .EN}__ |
et soient u, et u, les composantes de u suivant E1 et E2 .

Lemme.- Soit B, la boule ouverte de centre O et de rayon 2 de E, -

hypothéses précédentes pour € et 0 assez petits, il existe des applications

Sous les

ue(gﬂ\) et Ve(g,)\) de B, x 11-6,1+8[ dans R telles que :

Pu_(§,0) = \J grad H(u, (§)) + v (E,}M)
pv (E,2) = A.v (E,})

1 -A1s A1s
S e u_ (e .E)ds = §

et pour e:o{“o1(§'“=§ v (BN = (1-1) A8
u (E,N) =0 v _(E,A)=0 X
0,2 0’2

L'application u est construite par un théoréme de point fixe ; elle

"quasi-conjugue" les solutions de gﬁ et de ?ﬁ? , modulo une application v qui
commute avec le flot de (91%) .
On remarque qu'a tout point (§,)) tel que v (§,X) = O correspond une

solution périodique de (Ht%) de période A\ .

Fin de la démonstration de Moser

1 _ A1s
S H (u (e = .E))ds .
(o}

Considérons le Hamiltonien moyenné sur E

I}

,  HEE)
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Les fonctions S et Hé sont invariantes par le flot du systéme (5@6)
restreint a E1 . Soit ¢ wune constante proche de 1 , 1'équation HZ(%) = c

N 7 . -1
définit une hypersurface Zc de E, proche de la sphere d'équation <J A1§,§>>= c .

En appliquant la proposition 5, on en déduit que la restriction de S & Zc

admet V orbites critiques. On remarque d'autre part que la gradient symplectique

de la restriction de S a ZC est le champ v _ . La restriction de v, a Zc

admet donc v orbites périodiques distinctes, ce qui démontre le théoréme.

Principe de la démonstration du théoréme de Fadell-Rabinowitz

Nous supposons que T = 1 et soit Y = (L2(S1))2n l'espace des applications
de carré intégrable de s' dans R°®. Nous considérons 1l'application &° de
E x R’ dans v définie par :

F(z,\) = Jz + N\ grad H(z) .

L'application K est de classe c! et sa différentielle en O est donnée

par la formule
Dz3=‘(o,>x).8z = 1.5z + A"(0).6z .

Le noyau & de Dzyﬁ(0,1) est donc un espace vectoriel de dimension
2k = dim E qui est l'ensemble des solutions périodiques de période 1 du systéme
(#6,

(%1,1) Z = JH"(0).z .

on vérifie que DZJ*(O,1) est un opérateur de Fredholm d'indice O .

Soit dFl l'orthogonal de o’ dans E , P et Pt les projections ortho-
gonales respectivement sur W et dpl'. Soient x et y les composantes d'un
élément z de E suivant & et Pl . par le théordme des fonctions implicites,
il existe un voisinage Q de (0,1) dans o’ x R et une application ¢ de classe
C1 de Q dans o' telle que 1'équation Pljﬁ(z,K) = 0 soit équivalente a
1'éguation y = @(x,\) .

I1 suffit donc de résoudre, pour M\ proche de 1 1'équation PR (x+@(x,A), My =0 .

Les solutions de cette dquation sont les points critiques de la restriction 9
de SX au graphe de l'application ¢ . Posons gx(x) = Sx(x'+w(x,X)) .

Deux cas sont possibles :

- ou bien l'origine n'est pas un point critique isolé de 9, et on obtient le cas
1 du théoréme,
- ou bien l'origine est un point critique isolé de g1 .

Nous nous plagons désormais dans ce cas et soit VY (s,x) le flot dans P
associé au champ de vecteurs - grad g1(x) . On construit alors un voisinage Q de
0 dans N ne contenant pas de point critique autre que O , invariant sous l'action
de S1 et dont le bord est formé de lignes de gradient de 9, et de morceaux

d'hypersurfaces d'équation 191(X)] =c .
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0
]
-
o+
n

+
]

{x €0 ¥(s,x) €0 s> 0}
{x €9 ¥s,x) €9 s< o0}
= st noag T =5 Nd .

4]
I

+ -
Alors I(T ) + I(T ) =2 N .
Un calcul direct montre que dans un voisinage assez petit de zéro, le signe de

gy (x) est déterminé par celui de la forme quadratique du systéme lindarisé :

1
1 2
gﬂX)=(1*))S E‘<WWM.MthW)>&:+Ommw
0]
On en déduit l'existence de points critiques de gx(x) dans Q en appliquant
le principe du minimax a des sous-ensembles convenables de Q invariants par

l'action de S1 .

IV. Les résultats globaux

Ry . . , 2n .
Considerons la systéme hamiltonien (?6) donné sur 1l'espace IR tout entier,
nous cherchons les solutions périodiques de (J{5) non constantes
- soit sur une hypersurface d'énergie fixdée,

- soit de période fixde.

IV.1. Cas ou 1'hypersurface d'énergie est fixde

Successivement Seifert [30] (pour les Hamiltoniens de la forme
H(x,p) = % Zgij(x)pipj-kv(x) ol V_1]-m,a] est difféomorphe a un disque), Berger
[6] Gordon [15] dans un cas un peu plus général, puis Weinstein [34], et Clarke [9]
dans le cas o H est une fonction convexe, ont montré l'existence d'au moins une
orbite périodique du systéme (#6) sur un niveau d'énergie donné.

Pour le moment les deux résultats les plus forts sont les suivants :

. JP 2
THEOREME 2 (I. Ekeland - J.M. Lasry [12]).- Soit H un hamiltonien défini sur R

-1
et ¢ une constante. On sSuppose Jue Zc = H (c) est une hypersurface de classe

1 I 4.2 R
C qui est le bord d'un compact convexe Bc possédant la proprieteée (P) suivante :

il existe deux boules B1 et B2 de méme centre zo de rayons respectifs

(P) r et r/ 2 telles que o

(e (o
B1 BC B2 .
Alors sur Zc le systéme (#G) admet au moins n orbites périodiques distinctes.

PSR P 2
THEOREME 3 (P. Rabinowitz [27]).- Soit H un hamiltonien défini sur TR n et C une
-1 1 .
constante. On suppose que %~ = H (c) est une hypersurface de classe C radia-
, N 2n-1
lement homéomorphe a S n et telle qu'en tout point z de Zc :<z,grad H(z)> # O.

Alors le systéme (96) admet au moins une orbite périodique sur Zc .

Commentaires sur ces théorémes

Le théoréme 2 redonne le théoréme local de Weinstein avec une hypothé&se plus

1 N 2
faible (la surface Zc est de classe C au lieu d'étre de classe C ) et une
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autre plus forte traduisant la propriété (P) :

Traduction de la propriété (P) pour les systémes lindaires dont le hamiltonien est

une forme quadratique définie positive :

Soient = ik1,..., iikk les valeurs propres du systéme (963) (avec
o< k1 < ... < Xk ). Le systéme Eﬂk vérifie la condition (P) si et seulement si on
a la relation : Ak < 2X1 . On remarque d'autre part que cette condition n'est pas
invariante par transformation canonique alors que la propriété pour un systéme d'avoir
une orbite périodique est invariante par transformation canonique. Le théoréme 3 est
le seul théoréme connu applicable au cas ou ZC n'est pas convexe. Il semble qu'on
puisse espérer prouver qu'en ajoutant aux hypothéses du théoréme 3 une hypotheése
supplémentaire généralisant la condition (P) on puisse montrer que sur tout niveau
d'énergie Zc il existe au moins n orbites périodiques distinctes.

Nous ne donnerons pas ici, faute de place, la démonstration du théoréme 3 qui

est basée sur les principes énoncés au paragraphe II, mais est trés technique.

Principes de la démonstration du théoréme 2

Nous supposerons, pour clarifier 1l'exposé l'application H de classe C2 en
dehors de l'origine et H" définie positive. Le cas général se traite de méme en
utilisant les notions de sous différentiel.

Nous supposerons désormais c = 1, Zo =0 et H positivement homogéne de
degré 2 (ce qui est toujours possible d'aprés la proposition 3).

Sous ces hypothéses; la propriété (P) devient :

(®1) {-il existe deux constantes B > 0 et Y > 0 telles que
1

B<2v et v|z|? < H(z) < 8lz|?

a) Transformation de Legendre

L'idée d'utiliser une transformation de Legendre par rapport a la variable
z = (x,p) est issue des méthodes de l'analyse convexe et a été utilisée pour la

premiére fois par Clarke dans [9].

péfinition.~- Soit @ une application uniformément strictement convexe de classe C
2n R ¢
de R dans R . On définit sa transformée de Legendre ¢®* par la formule :

©*(w) = sup {<z,w> - c{J(Z)}
2€R"

On vérifie facilement le lemme suivant :

ST . 2 .
Lemme 1.- a) L'application ¢* définie ci-dessus est de classe C , convexe. Si @

est une forme gquadratique (resp. homogéne de degré 2 ), o* est une forme quadra-

tique (resp. homogéne de degré 2 ).

b) La transformation de Legendre est involutive.

c) On a la formule suivante dite de réciprocité de Fenchel :

z = grad 9*(w) ® w = grad @(z)
et en ce point Pr(w) = <z,w> - @(z)
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2
Corollaire.- Soient $1 et @2 deux applications convexes de classe C de R

dans R ; posons ¢ = P, -9, et V= w? . @5 ; les points critiques de ¢ et

se correspondent par la transformation de Legendre.

De fagon plus explicite, soit =z tel que grad @(z) = O et soit
w = grad @1(2) = grad @2(2) . Alors grad Y(w) = O et réciproquement.
C'est cette idée que nous utilisons pour introduire une nouvelle fonction-

nelle déduite par transformation de Legendre de celle définie dans II.

b) Définition d'une nouvelle fonctionnelle

Nous noterons w = (y,q) un élément du dual de R x R, identifié i
Hglx r" , et soit G(w) la transformée de Legendre de H(z) .
Nous considérons le sous-espace E, de E défini par :
1 1
E, = {w(t) = (v(t),q(t)) ; wlt) €EE et S w(t)dt = 3 w(t)dt = 0}
[¢] (0]
Nous munissons E1 du produit scalaire noté < , >E qui induit sur E1 une
Ve 7 1
norme équivalente & celle définie sur E :
1
<w = 3 <€v1(t),612(t)>dt
1 (6]

Nous définissons sur E4 les deux fonctionnelles J1 et K :

>
127k

It

1 1 1
J1(y,q) S <y(t),q(t)>dt = j <-y(t),q(t)>dt = S %<w,th> dt

O O

1 1
. . -1,
Kly,q) = j G(-4(t),y(t))at = 3 G(J w(t))dt
e} )
On vérifie sans difficulté le lemme suivant :

2 Ie .
Lemme 2.- La fonctionnelle J1 est de classe C sur E1 et sa différentielle

d'ordre 1 est une forme lindaire continue sur E, . L'opérateur & défini par

&(z) = DJ1(z) est autoadjoint.
La fonctionnelle K est convexe, positivement homogéne de degré 2 , de classe

1 , . . R 741
C , de dérivée lipschitzienne sur 1l'ensemble des elements z de E1 tels que

z(t) # O .

Lemme 3.,- Soit w = (y,q9) un point critique de la fonctionnelle J1i-mK il existe une

¢ . 2 ;
constante wo‘telle que w+w0 est solution périodique de classe C° de période 1 du

W+Wo
p 1 ' . Ny o=
systéme (%w) ("}}ﬁm) : W = J grad H(—p—)
Démonstration

La méthode de démonstration (par intégration par parties) de la proposition 2

montre que si w est un point critique de J, +wK, on a les relations

1
w(t) + w,=w grad G(J-1W(t))
soit {q(t) +q = w©2G(—q:§)
y(t) + v, = m51G(‘q'§)

ol B1G est le gradient de G par rapport aux n premiéres variables, B2G le
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gradient de G par rapport aux n derniéres. Le résultat est donné par la formule
de réciprocité de Fenchel.

Nous remarquons que le résultat est exprimé en la variable duale w , le passage
de la variable =z & la variable w se fait par l'opérateur ¢ autoadjoint.

Nous modifions un peu la fonctionnelle J147wK de maniére a la rendre : "plus

coércive a 1'infini" sans trop changer l'indice de l'ensemble des points ou elle est

négative. Posons
I(w) = J1(w) + (a+ K(w))K(w)

ol a est une constante positive qui sera déterminée par la suite.

Lemme 4.- Soit w(t) = (y(t),q(t)) un point critique de I . Posons ® = (a+2K(w)) ,
A= (kw)) /2 . posons z(t) = A grad G(3 % (wt)) . Soit si z(t) = (x(t),p(t))
{X(t) = A3,G( - glwt),y(we))
p(t) = 2. G( - g(wt),y(wt))

du systéme (J6)

. , 1
Alors la fonction =z(t) est solution périodigue de période T = m

vérifiant la condition

H(z(t)) = 1 .

Démonstration du lemme 4

DI(w) = DJ1(W) + (a+ 2K(w)DK(w) .

Donc, si w est un point critique de T , le calcul fait précédemment montre que

A W+ Wo -1,
w = J grad H( o ) et w + wo = w grad G(J w(t)) .
Donc, w(Wwt) + w, = wk‘1z(t)
wor) = 2\ E(e)
A z(t)

Z(t) = AJ grad H(w—a—)
Z(t) = J grad H(z(t)) car grad H est positivement homogéne de degré 1 .
Donc z est solution du systéme (4G) et H(z(t)) est une constante indépen-
dante de t . Calculons H(z(t)) ; d'aprés la formule de Fenchel

<C(t),z(t)> - G(L(t))

1]

H(z(t))
avec ((t) = grad H(z(t)) = J—1é(t)

H(z(£)) = M2 <3 Not),grad 6o wiwe))> - 22 Sr(wt))

La fonctionnelle G étant positivement homogéne de degré 2 d'aprés 1'identité

d'Euler : H(z(t)) = A2G(J_1W(wt))

=

* 2T
S H(z(t))dat = - S G(J w(wt))dt
¢ 0

1
2 -1. et aa s
A G(J w(s))ds = 1 par définition de A .
(6]
Lemme 5.- Soit w un élément de E1 tel que I(w) < O . Alors si la constante a
a été choisie de sorte que a > ZE? , la période minimale de w est 1 .

167



552-13

Démonstration
s Lo . 1
Raisonnons par l'absurde et supposons que la période minimale de w soit —
m
(m>1) ; en considérant le développement en série de Fourier des composantes

de w , il vient :

LmllyllL2 s IIHIL2 ot AmllqllL2 < ||c‘z1lL2 :

Oor I(w) 2 J(w) + akK(w)

vl Gl = = el el o= - gm izl + all?
L2 L2 4m L2 LZ 81 L2 L2

v

J(w)

On vérifie facilement que la condition (P1) implique
2 2 1 1
] < < 1 v - — t V= —
B |w| G(w) Y |w| avec B 28 e Y 2y

ponc x(w > £ [lall%, = g lgll?, + lall®,
L L L

a 1 .12 .12 . B
z (- — > > 2=
I(w) 2 (55 = A, + Nall®) I(w) >0 si a>—
L L
Désormais nous supposerons a choisi tel que a > é%‘. On vérifie directement le

lemme suivant :

Lemme 6.- La fonctionnelle I est bornée inférieurement sur E et vérifie la

condition (C) de Palais-Smale.

Fin de la démonstration du théoréme

Considérons l'ouvert Q de E, défini par Q = {w ; I(w) < 0} . L'ouvert Q
1 . Los s
est invariant par l'action de S et la fonctionnelle I définie sur ( est
équivariante.

Supposons la constante a choisie telle que B < 2Ma < 2Y . Il existe p > O

2 1 1 =~4may" 1
tel que ¢ =—4+RY2 (Y'=E).
(4my"*)
Considérons la sphére
Zp =(w=(y,q) y = € cos 2t + T sin 2mt

g =T cos 2t + € sin 2mt
2 2 2
E+M" =»p
: 1
On vérifie que Zp CQ et Zp est invariante sous l'action de S

Il existe une constante ¢ < O telle que : sup I(w) < c<O0.
WGZp
Soit Qc ={w; T(w) <c} .

L'ouvert Qc contenant la sphére Zc , l'indice de Qc défini au § II.2 est
supérieur ou égal a n . Si l'action de S1 sur QC était différentiable, il
serait possible d'obtenir la conclusion du théoréme par application directe de la
proposition 5. Malheureusement l'action de S1 sur Qc n'est pas différentiable
et il faut montrer directement l'existence des points critiques en refaisant avec

des pseudo-gradients au lieu de gradients, la démonstration classique sur 1'espace

Q

o}
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IV.2. Cas ou la période est fixée

Nous résumons ici les principaux résultats obtenus & ce jour en renvoyant aux
articles originaux pour les démonstrations qui sont basées sur les principes énongés
au § II. On pourra aussi consulter l'article de D. Clark [8] pour une démonstration
beaucoup plus simple dans un cas particulier ol le hamiltonien a la forme étudiée par
Seifert dans [30].

Tous ces théorémes sont, en un certain sens, des généralisations trés larges

N

du théoréme du twist, les hypothéses impliquant que le flot & l'instant T donné

a un comportement treés différent au voisinage de l'origine et au voisinage de 1'infini.

THEOREME 4.- (Cas dit superquadratigue) D'apr&s Rabinowitz [27], Benci-Rabinowitz [5].
Ekeland [11] a redémontré plus simplement ce résultat dans le cas convexe.

1 . . 2 (e s
Soit H un hamiltonien de classe C défini sur R vérifiant les hypotheses

suivantes :
2
(H1) H(O) = O et H(z) = O([zl ) au voisinage de 0 ,
1
(H,) il existe deux constantes 6 (o<e6< 5 ) et T telles que :

pour tout z vérifiant |zl > Y on ait

0< H(z) < 8<z, grad H(z)>.
Alors pour tout T > O le systéme ¥6 admet une solution périodique non constante
de Eériode T .

3 . 1
Le cas est dit superquadratique car 1'hypothese (H2) implique S%VZ o H ,
|1/6

p=d
donc H(z) a1|z a, -
THEOREME 5.- (Cas dit subquadratique) D'aprés Clarke-Ekeland [10].

. . 1 o
Soit H un hamiltonien convexe de classe C veérifiant :

(H,) H(0) =0 et H(z) >0 si z#0.
I1 existe des constantes k,K,o,Tl ( k < K ) telles que :
2
(H2) 0 < H(z) < k 2 + ¢ pour tout z , z #O et H(z) 2K 2 si ]zl <7 .

PALEAL
Alors pour tout T dans l'intervalle (jz-,?:ﬁ il existe une solution périodique de

période minimale T du systéme (96) .

La méthode de démonstration est analogue & celle du théoréme 2.

THEOREME 6 (Amann-Zehnder).- (Cas quadratique a 1'infini).

2 J P
Soit H un hamiltonien de classe C vérifiant :

(H1) H(0O) = 0 , grad H(O)= 0O

On suppose que :
(H2) grad H(z) = Co.z + o(lzl) au voisinage de O .

(H3) grad H(z) = C_.z + o(lz!) au voisinage de 1'infini, et C, commute avec J .

(H4) Il existe deux constantes @ et B > 0 telles que : spectre Cc C [o,B] .
E—— [
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Alors

a) si B < sup(spectre C,) , pour tout T vérifiant B < T < sup(spectre c.)) et

. . X FTN . 21
T7z N (spectre Qw) =@ , il existe une solution périodique de période T = T e
b) Si sup(spectre C,) < & pour tout T vérifiant spectre C, < T< o, il existe
\ [ s [ 2m
une solution périodique de peériocde T = = -

V. Conclusion

Comme l'avait indiqué Poincaré ([26)] tome 1, p. 82) la détermination des orbites
périodiques des systdmes hamiltoniens est un premier pas pour 1'étude du flot hamil-
tonien. Il faudrait maintenant déterminer les exposants caractéristiques des orbites
périodiques dont nous avons montré 1'existence, ce qui permettrait de connaitre le
flot dans leur voisinage (en particulier si les erbites sont de type
"twist" il existe dans un voisinage de 1'orbite étudide une infinité
d'orbites périodiques de "période longue" d'aprés une généralisation du théoréme de
Birkhoff [24]).

Pour les systémes proches des systémes intégrables, il serait aussi trés inté-
ressant de relier ces résultats au thdoréme des tores invariants de Kolmogoroff,
Arnold, Moser [4].

Enfin, la caractérisation géométrique des hypersurfaces Zc sur lesquelles un
systdme hamiltonien (96) admet au moins une (resp. n ) orbite périodique est un

probléme largement ouvert. Nous signalons & ce sujet la conjecture de Weinstein [36].

. ; 2 .
Conjecture.- Soit S une hypersurface de R " munie d'une structure de contact et

telle que H1(S,IH = 0 ; tout champ de contact sur S admet une orbite périodique.
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