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Séminaire BOURBAKI 528-01
31e année, 1978/79, n° 528 Novembre 1978

LES NOUVELLES INTEGRALES SINGULIERES DE CALDERON

par Yves MEYER

A. Calderdn a découvert en 1977 toute une série de noyaux conduisant, par un procédé
. 2 :
que nous allons décrire, a des opérateurs bornés sur L° et sur les divers espaces

P, 1<p<+e.

Rappelons d'abord la définition d'une intégrale singuliére de Calderdn-Zygmund.

Nous désignerons par E un espace euclidien de dimension n et par |x| la
norme (ou longueur) du vecteur x € E . Enfin ) est le produit E x E privé de la

diagonale : (x,y) € 1 signifie donc y # x .

DEFINITION 1.- Une fonction continue K : Q — € est appelée un noyau de Calderdn-

Zygmund si elle vérifie les quatre propriétés suivantes :

(1) il existe une constante C > O telle que |K(x,y)| < Clx-yl—n ;

(2) les gradients Vx K(x,y) et Vy K(x,y) , pris au sens des distributions, sont,

en fait, des fonctions localement bornées et il existe une constante C > O telle

. -n-1
que pour tout (x,y) € Q , on ait |Vx K(x,y){ < Clx-y| n et

|Vy K(x,y)l < C'x-—y'nn_1 H

(3) pour toute fonction £ € C:(E) »  g(x) lim f K(x,y)f(y) dy

elo Iy—xlzs

existe presque partout ;

(4) en posant g = T(f) , on a |lT” < C ; c'est-a-dire qu'il existe une cons-
L
tante C > 0 telle gue, pour toute fonction f € C_(E) on ait “9"2 < C|]f”2 .
On appelle normé du noyau de Calderén-Zygmund K et l'on note |!K|| la

borne inférieure des constantes C que l'on peut faire figurer dans (1), (2) et (4).
Remarques.- Dans les premiers exemples introduits par Giraud, Calderbn et Zygmund,
on supposait que K(x,y) = L(x,x-y) ou L(x,z) posséde les propriétés suivantes :
(5) L(x,Az) = A" L(x,z) pour z # 0 et A> O ;

(6) pour tout o € " , i1 existe une constante Ca telle que
o
laz L(x,z)l < Ca pour tout x € E et tout 2z € E de longueur 1 ;
(7) I L(x,z) d&(z) = 0 ; d& désignant la mesure invariante sur la sphére

!z|=1
unité.
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Alors (1), (2) et (3) sont presque évidentes. Tandis que (4) s'obtient par un
procédé al & G. Giraud [12] : la décomposition de z —> L(x,z) en harmoniques

sphériques sur |z| =1 (x étant fixé).

Pour traiter le cas des opérateurs pseudo-différentiels classiques, il faut

modifier un peu la définition 1.

2 2 , ,
DEFINITION 2.~ Un opérateur borné T : L°(E) —> L°(E) est appelé un opérateur

de Calderdn-Zygmund s'il existe une fonction K : Q —> C vérifiant les propriétés

(1) et (2) et telle que
(8) Te(x) = [ K(x,y) £(y) ay

@
pour toute fonction £ € CO(E) et tout x n'appartenant pas au support de £ .

@
on appelle ©o(x,E) € ¢ (R x R') une fonction telle que

!ag az C(X:§)| < Ca,6(1 + |§])_|Q| et on définit 1l'opérateur O(x,D) par
o(x,D) f(x) = (2m) ™ I n elx'g o(x,8) £(E) df . Alors ©0(x,D) est un opérateur
R

de Calderdn-Zygmund [8].

Les opérateurs de Calderdén-Zygmund généralisent donc les intégrales singuli&-
res v. p. I K(x,y) f(y) dy de la définition 1. Ces opérateurs possédent les pro-
.

priétés remarquables suivantes :

(9) T envoie L1 dans L1-faib1e. Cela signifie qu'il existe une constante

C > 0 telle que, pour tout A > O , la mesure de l'ensemble des x ou |Tf(x)|:>X
. C

ne dépasse pas -X”fH1 3

(10) T envoie continfment LF¥ dans lui-méme pour 1< p<+ oo ;

i

@© ’ . . Y
(11) T envoie continfiment L dans BMO (défini ci-dessous).

DEFINITION 3.- Une fonction (localement intégrable) f : RF— ¢ appartient a

n
BMO s'il existe une constante C > O telle que pour tout cube Q C R on puisse

trouver une constante CQ pour laquelle

(12) ﬁ J Jfe0 —eg| ax sc.

[}
Des exemples sont log|x| et toutes les fonctions £ € L (R%) . si a>1

’

!loglx!!d ¢ BMO .
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1. Les théorémes de Calderén

THEOREME 1.- Il existe une constante C > O telle que pour tout entier k 2 1 et

toute fonction A : R—> € wvérifiant |A(x) - A(y)| < ]x - yl (xER,yvyER) ,

(a(x) - a(yNX

1
(x—y)k+

le noyau soit un noyau de Calderdn-Zygmund définissant un opérateur

. 2 . k
Tk , borné sur L (R) et dont la norme ne dépasse pas C .

THEOREME 2.- Il existe un nombre & > O et une constante C1 > 0 tels que si

1
x=y+o(x)-oly)

@ : R—> C vérifie |Qp(x) - (p(y)' < 6|x-y| le noyau soit un

noyau de Calderdn-Zygmund de norme < c, -

THEOREME 3.- Il existe un R > 1 tel que, pour toute fonction F holomorphe dans

1 F A(x) - A(y)
X-y Xx-y
A vérifie les hypothéses du théoréme 1.

|z| < R , le noyau ) soit un noyau de Calderbdn-Zygmund lorsque

1
x -y +@(x) -@ly)

Tl est tentant de développer en

k k
vk (o(x) —o(y))y _ _1 vk gk (A(x) =A(y))
k=0 (x-y) k=0 (x-y)

Alors le théoréme 2 résulte du théoréme 1.

Cette approche s'est avérée impraticable ([7] et [8]). La méthode de Calderdn
est tout 3 fait différente. Tl démontre d'abord le théoréme 2 en prouvant un résul-
tat trés remarquable sur la distorsion de la représentation conforme pour les

1 IR .
domaines de classe C (théoreme 8 ci-dessous).

Calderdn en déduit le théoréme 1 puis le théoréme 3. Avant de décrire les
grandes lignes de la démonstration des théorémes de Calderdn, nous allons donner

deux applications.

THEOREME 4.- Soit ( un ouvert borné et simplement connexe du plan complexe.

. ¢ . 1 .
Supposons que [ = 3} soit une courbe fermée simple de classe C sans point sta-

2 ST
tionnaire. Pour toute fonction £ € L' (I') , définissons F : Q —> € par

_ 1 f(z) dz
O = s [T z-C °

Alors F(() a, pour presque tout zO € ' , une limite non tangentielle en =z
ittt = o

quand [ — z, - Si on note par g(zo) cette limite, on a ”g”2 < C|lf[|2 .

2
En d'autres termes le noyau de Cauchy réalise une projection de L sur le

2 ,
sous-espace de L formé par les valeurs au bord des fonctions analytiques.
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La preuve du théoréme 4 repose sur l'identité

) o 1 £(z) dz
(13) lim  F(O) = 3 £(z) + v.p. 5= j' = .
C~>z T (<)
o
Par un choix correct des coordonnées locales, la derniére intégrale singu-

liére est exactement celle du théoréme 2.

THEOREME 5 (Conjecture de Denjoy).- Pour toute courbe rectifiable I du plan com-

plexe et toute partie compacte K de I' , la capacité analytique de K est nulle

si et seulement si la longueur de K est nulle.

Le théoréme 5 découle du théoréme 4. Le lecteur peut se reporter & D. Marshall
ou & V. Havin [14] et [13].

Avant d'aller plus loin, quelques remarques permettront peut-étre de mieux

apprécier la force des résultats obtenus.

Si dans les théorémes 1, 2 ou 3, A € c:(R) ou @ € Cz(R) , les opérateurs
correspondants sont des opérateurs pseudo-différentiels classiques. En revanche,
il n'en est rien si l'on suppose seulement que IA(x) - A(y)| < |x - y| i et ceci,
méme si A € C (R) . De plus les méthodes que l'on emploie pour étudier 1l'action

2 o s
des 0.¥.d. sur L° ne donnent aucun résultat ici.

Il est d'ailleurs facile de voir que 1'hypothése |IA'IL” <+ est nécessaire
k
- PP . 2
pour que le noyau (A(x) A£+:) définisse un opérateur borné sur L .
(x-y)

Les théorémes 1, 2 et 3 sont donc les meilleurs possibles en ce qui concerne

la régularité des fonctions A et @ .

Il est raisonnable de penser que, dans le théoréme 2 tout & € [0,1[ con-

vienne mais on ne le sait pas encore.

Vérifions que le théoréme 1 et le théoréme 3 découlent simplement du théo-

réme 2. Il suffit pour cela de poser ¢(x) = { A(x) avec ICI =8 et d'écrire

A -agn® | =0k [

k+1 2mi

1.-k-1
(x=y) |¢| =6 '

(x=y+ C(A(x) -A(y))) ' C ag .

On choisit C assez grand pour que Ck > c16-k pour tout k 2 O .

Enfin le théoréme 3 est immédiat en développant F en série entidre.
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2. Démonstration du théordme 2 (premidre partie)
b p

Pour obtenir le théoréme 2, il suffit de montrer 1'existence de deux constantes

1
4 -1 .
norme du noyau de Calderdn-Zygmund [x-y+@(x) -¢(y)] ne dépasse pas C1 .
Naturellement, on sait alors a priori que 1'opérateur correspondant est un

’ 2
o.y.d. classique, borné sur L~ .

Calderdn considére la famille i un paramétre des noyaux

1

c, et & telles que, pour toute fonction @ € C:(R) vérifiant ”cp'”m <%, la

K, _(x our O < t <1,
R T 2) P
Le noyau K_ est la transformation de Hilbert et ||Ko|' = 1 . Pour majorer l|K1” ,
Calderén étudie
(x) - oly)
Bl ol ) oty
At Tt Tt

[x~y+t(o(x) —cp(y))]2

et démontre la proposition suivante.

PROPOSITION 1.- Il existe une constante 02 telle que, pour toute fonction

9 € CO(R) vérifiant |lo'|, < 3

conait |2k || sc,|x]|® pour oses1.

' 3 2 m . C
P < <
On en déduit que at”Kt” 02“ Ktll et !lK(t)” 1 _cz a condition
que t < 1 . On choisit donc 6 < . ; le fait qu'on ne connaisse pas C
ﬂC2 ﬂC2 2
implique que 1l'on ne sache rien sur & .
. N ' 1 ' : N
Quitte a poser { =ty , on a I|¢ ”m < 5 et 1'on peut oublier le parame-

tre t . On est ramené &4 t = 1 et 1'on appelle ' 1la courbe image de R par

X —> x + @(x) .

Si @ est i valeur réelle, il n'y a rien & démontrer car le changement de

variable u = x + @(x) résout le probléime.

On désigne par V le demi-espace situé au-dessus de [ et par U celui

situé en-dessous.

Par un calcul trés ingénieux, Calderdn raméne la proposition 1 au résultat

suivant.

PROPOSITION 2.- §i F(z) , G(z) et H(z) sont trois fonctions holomorphes dans

nulles & 1'infini et telles que

(14) F'(z) = G(z) H'(z)
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et qui se prolongent par continuité & T , on a

(15) el = clielly =l -

L'intérét de 1l'équation fonctionnelle (14) est d'étre invariante par repré-

sentation conforme. On a posé liF” . I |F(z)| d]z| etc.
T
On a de méme, si 1< p< +o, 1< g<+o, 1<r<+o et

(16) el = cliell, ey -

D'ailleurs 1'une des inégalités (16) suffit a établir le théoréme de Calderdn.

|
Ri=

Lol
el

BN

Arrivé & cette étape, on utilise une représentation conforme de U sur le

demi-plan supérieur.

3. Démonstration du théoréme 2 (seconde partie)

DEFINITION 3.- La classe Ap , 1< p <+ , de Muckenhoupt est 1'ensemble des fonc-

tions ® : Rn —> [0,+ oo] qui sont mesurables, localement intégrables et telles

qu'il existe une constante C pour laquelle on ait, pour tout cube Q C R? ’

-1 :
-'-ér f w(x) dx) ( |—(‘.12|- ‘r u)_1/p_1 dx)p < C.
Q Q

Si w € AP alors log w € BMO . Réciproquement, si b : " — R appartient

2

a4 BMO , il existe un € > 0 tel que ®(x) = exp(€ b(x)) € A2 ([el.

- o ’ . BN
Par exemple, |x| ¢ ¢ Ap si 0<®<n tandis que |x! € Ap dquivaut a
O o< n(p-1) .

Un exemple moins trivial est donné, en dimension 1 , par le produit de Riesz
@

2
w(x) = -IT (1 + r, cos 3kx) dans lequel O S T, < 1 et Zr < + o , Alors

k20 . 5 o k
w € Ap pour tout p € ]1,+ of . Si Zrk =+ o , le produit de Riesz ne définit
o

plus une fonction mais une mesure singuliére [16].

Le résultat fondamental sur ces classes est le théoréme suivant [6].

THEOREME 6.- Soit ® : Rn —> [O,+ o[ une fonction localement intégrable et soit

Lp(w dx) 1l'espace des fonctions mesurables f : " — C telles que
1/p
<

+ ® . Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes

I £|P woax
Rn
quand 1< p< + @

(17) w €A ;
P
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(18)  tous les opérateurs de Calderdn-Zygmund sont bornés sur LF(w dx) .

Les liens entre ces classes, la théorie du potentiel et la représentation con-

forme ont été élucidés par Dahlberg et Calderdn [9] et [4].

THEOREME 7.- Soit D C R un ouvert borné et connexe dont la frontidre est locale-

ment le graphe d'une fonction lipschitzienne. Alors la mesure harmonique dP(x ,vy)
o

est pour tout xo € D absolument continue par rapport a la mesure de surface d

sur OD et plus précisément ap(x_,y) = wly) &@(y) ol w€ Ap pour p assez

grand.

’ fai A c A i < .
On a, en fait, p1 P2 si p1 p2

THEOREME 8.- Soient ¢ : R—> R une fonction lipschitzienne

(|¢(X2) - Q(x1)! < C|x2 - x1|) et DC R2 1l'ouvert défini par y > @(x) . On

appelle 6(z) 1la représentation conforme du demi-plan supérieur sur D normalisée

par O(®) = o , Alors w(x) = le'(x)| € A2 .

A \ 1 o .
En d'autres termes, méme si ¢ est de classe C , c'est-a-dire si D est
1 ‘ . 1
un ouvert .de classe C , 6 ne se prolonge pas au bord en un difféomorphisme C ;

la distorsion au bord est mesurée par w(x) .

Pour terminer la démonstration du théoréme de Calderdn on transporte par ©
toute la situation sur le demi-plan supérieur noté II . On doit alors démontrer que
si W€ A2 et si F1(z) ’ G1(z) et H1(z) sont holomorphes dans Il et vérifient
F;(z) = G1(z)H;(z) , on a

o o 5 12 | +w 5 1/2
o) [ |F ey ax s c| [ [ 0|7 wix) dx) (j |m, 60| wix)
-}

-0 -

ol C ne dépend que de W .
1A encore, on peut se contenter dans (19) d'autres exposants p , 9 et r .

Dans ce dernier cas (19) résulte facilement du théoréme 6 car F1(x) se cal-

2

cule a l'aide des deux fonctions G1(x) et H1(x) par des opérateurs de Calderdn-

Zygmund.

Cette remarque termine la démonstration du théoréme de Calderdn.
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4. Applications & la théorie du potentiel

Soit 0 un ouvert borné et simplement connexe de R dont la frontidre est loca-

1
lement le graphe d'une fonction de classe C .,

Alors pour tout 1< p <+ , il existe une constante Cp ayant la propriété

suivante :

Pour toute fonction harmonique u : Q —> C se prolongeant a Q=QU3 en
une fonction de classe C1 on a
1/p P 1/p
(20) [ |eraa u|P dG) < ¢ (J‘ g_“ a0 .
30 P\ 2 °"
Jdu

On a désigné par 3 L2 dérivée normale de u . Pour tout o € JO,1[ et
tout h > 0 , on désigne par Fa h(y) , ¥y €30, le cbne défini par les deux condi-
r

tions |x - yl <h et (x=-y).n> alx - y] ; n est la normale en y a o

orientée vers 1'intérieur.

Si h est assez petit, Fa h(y) est, pour tout y € dQ , contenu dans 0 .
r

On pose u*(y) = sup tu(x)l ; la fonction u* s'appelle la fonction maxi-
x € l"a h(y)
I

male non tangentielle de u .

Alors il existe une constante Cé(u,h) telle que pour toute fonction con-

tinue u : 0 —> € , harmonique dans {2 , on ait

1/p 1/p
(21) ( j‘ (u*)P @ ) < c-(a,h)(j |u|P da) .
30 p
dou

by @ .
Si Q était un ouvert & bord C , on passerait de >n

oQ

IBQ a4 Grad u aq

quand u est harmonique dans ] , par un opérateur pseudo-différentiel T classi-
que d'ordre O . L'inégalité (20) ne serait autre que la continuité sur 1P de tels

opérateurs.

N 1 u
pans le cas des ouverts & frontiére C le passage de Su 4 Grad u

on
s'obtient par des intégrales singuliéres du type de celles du théordéme 3 ; les

opérateurs correspondants ne sont plus des o.¥}.d.

L'inégalité (20) a été obtenue par Fabes, Jodeit et Riviere ; (21) a été

trouvée de fagon indépendante par ces auteurs et Dahlberg.
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