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Séminaire BOURBAKI 541-01
31e année, 1978/79, n° 541 Juin 1979

REPRESENTATIONS DE Gx (¢ COMPACT) SELON VERCHIK - GELFAND — GRAIEV
ET ISMAGILOV

par Alain GUICHARDET

§ 1. Introduction

J'ai parlé dans un précédent exposé ([4]) du problime de 1' Mintégrale
multiplicative " posé - et partiellement résolu - par Verchik - Gelfand et
Graiev dans [6] : on se donne une variété X, une mesure positive m sur X et
un groupe de lie G ; on note D(x,6) 1e groupe des fonctions ¢ 2 sup-
port compact de X dans G, et on cherche une représentation unitaire irréducti-
ble de ) (X,6) qui soit invariante (a équivalence unitaire pris) par tous
les automorphismes de ,,9 (X,G) provenant des difféomorphismes de X qui con-
servent m. La construction repose sur l'existence d'une représentation unitaire
irréductible de G ayant une 1-cohomologie non nulle, et ne s'applique donc pas
lorsque G est compact. Je vais parler ici d'un nouveau travail de Verchik -
Gelfand et Graiev ([7], [8], [9]) dans lequel les auteurs construisent une re-
présentation unitaire de OD(X,G) en supposant G compact ; ils se donnent une
structure riemannienne sur X et notent m la mesure positive correspondante ; la
représentation obtenue de DD (X,G) est irréductible lorsque dim X > 4 ;
d'autre part elle est invariante non pas par tous les difféomorphismes de X qui
conservent m, mais seulement par ceux qui conservent la structure riemannienne,
de sorte que le probléme de 1' " intégrale multiplicative " reste posé. Je dois

ajouter que R.S. Ismagilov a construit dans [5] des représentations unitaires
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irréductibles de D(X,G) pour G = SU(2) , dim X > 5, et que la méthode de

[9] est une amélioration de celle de [5].

§ 2. Construction de représentations unitaires de :D (x,6)

On va utiliser la construction (exposée dans [4]) qui,é un groupe G, a une
représentation orthogonale A de G dans un espace préhilbertien réel H et a un
1-cocycle b€ Z’(G,H) fait correspondre une représentation unitaire UA b de

?’

G dans S Hc , espace hilbertien complexifié de la somme hilbertienne des puis-

sances symétriques complétées de H .

Les données sont
- une variété riemannienne X dont on note m la mesure canonique, P = (pij(x))
le tenseur métrique. L 1'opérateur de Laplace-Beltrami, T(X) le fibré tangent ;
- un groupe de lie semi-simple compact G dont on note g l'algibre de Lie, B la

forme de Killing, exp l'application exponmentielle, T(G) le fibré tangent.

On pose
QD = DO (X,G) = groupe des applications C de X dans G égales é 1 en
dehors d'un compact

@ (xoﬂ)

[ l(x,g) = espace des 1-formes différentielles sur X a valeurs dans

)
K

i

g et a support compact

d = différentiation extérieure A —— > 7<A

On sait ([1], ch. III, § 2) que T(G), muni de la loi de composition tangente
;1 celle de G, est un groupe de Lie, produit semi-direct du groupe additif g par
le groupe G opérant dans g par Ad. Notons () 1(X,G) l'ensemble des morphismes de
fibrés vectoriels a support compact F : T(X) —= T(G) ; écrivant T(G) = gxG,

un tel morphisme peut s'écrire
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F(x , %) (We(3), 2=V xex , Fer(®

o f¢ ) et weH 3 @ (x,6), mni de la miltiplication point par point,
s'identifie au produit semi-direct du groupe additif 'K par le groupe .ﬂ opé-
rant danslk de la facon suivante :

(f.w)x = Adf(x)acdx .

Comme dans tout produit semi-direct, on a une action Ao de 1(X,G) dans 7(
(par automorphismes intérieurs) et un 1-cocycle bo pour cette action : la pro-
jection & 1(X,G) —_— 7{ . D'autre part on a un morphisme A de 09 dans
@1()(,(}) associant z\a. toute application COO sa différentielle ; dans les no-

tations ci-dessus, ona A(£) = (w, f) avec

Wy = z ;Ex) © (Df)x

g
(Df)l est la différentielle de f en x.

ou ¢ : Te(G) —_— Tg(G) est la différentielle ene de h +——>gh, et

En composant Ao et b avec A on obtient une action A de .j) dans T( et un 1-co-

cycle b pour cette action :

il

(- (A(f).w) Ad £(x) o/

— -1
C <3 (Df)x .

f(x)

1

(2) b(f)x

On définit un produit scalaire sur l'espace vectoriel réel 7( de la fagon
suivante : pour tout x ¢ X on munit Hom 2 (TX(X) y £ ) du produit scalaire
I

N

naturel, a savoir

alv), = Z . B(u(g—L) ,V(QT.))
i J

i,j
0{1 (x1,..,xn) sont des coordonnées locales et les le(x) ~ les coefficients de

1l'inverse de la matrice (pij(x)). Le produit scalaire sur K est alors aéfini par
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(wll—«)'),K = /X(wxlw;[)x- dm(x) ;

la norme correspondante est notée || {l . La représentation A est orthogonale
‘pour ce produit scalaire ; on notera U la représentation unitaire de oﬂ associée

au couple (A,b) comme rappelé au début du paragraphe :
(3) U(£).EXPw = exp (~-Nb(£)il 3/2 - (A(£).w Ib(£))). EXP (A(£). v + b(f)).

Le but de ce qui suit est d'indiquer les grandes lignes de la démonstration du

théortme suivant :

Théoreme 1. Si dim X > 4 , U est irréductible.

§ 3. Autre réalisation de U

En vertu du théorime de Minlos (cf. [2]), la fonction sur Ko
W 3 exp (- lw ”2/2)

est la transformée de Fourier d'une mesure gaussienne bien déterminde p s 7{ ,;
d'autre part (voir par exemple [3]) il existe un unique isomorphisme isométrique
de S "}(c sur 12(K,A) transformant, pour tout «we K , EXP w en la
fonction

’S{I:)X —>exp (1i<X,w> + llwllz/z )
la représentation U, transportée par cet isomorphisme, devient
@ (W) (x) = exp (1<K, 6o(r)> ). ¢ (*a(e).%)
Pour tout w ¢ 7{ on notera Tw 1l'opérateur suivant
(5) (r_¢)X) = exp(icx,w>). @(x)
et on a facilement

(6) u(e). r .ue)! = o ‘ wel
o AE). oo Vel ,we (.



541-05

On utilisera aussi l'espace A de la fagon suivante : 1'application d de A

dans rK et le produit scalaire sur ’K définissent un produit scalaire sur A :

(7) (¢ [y, (a¢l avly

ij dp Iy
fx %pa(x). B3t .TX.J). an(x)

1]

-/;B(Lq,q/).dm ;

4
on note V la mesure gaussienne correspondante sur A, image de p« par 1l'appli-

¢ /
cation 1;d :'K —_— A H d'ou une injection isométrique

4 4
(8) 24, v) —> 2K, p)

§ 4. Décomposition de U lide a un tore marimal de G

Soient Go un tore maximal de G , £, son algebre de Lie , £ 1'orthogonal

de £y dans g pour B , stable par Ad Go' On pose

S

o2) (X,Go) (groupe abélien)

AT Q(x,gi) pour i = 0,1
K, o= Qix,g) ;
et on peut écrire
A= AjeA, , N = 4led
K = Kook, . K= KieX,
Vo= v, e\ Y Y

ou VO ’ /\ ’ /(O ,/4 1 sont des mesures gaussiennes ;

POKOR) = 20K ) © LKA
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Prenons f ¢ 20 ; alors l'opérateur A(f) est trivial dans ’KO et b(f) €
,}{ o} donc (4) devient
(9 (UE).ENXpH X)) = exp (i< Xy, b(£)> )¢ (Xgy “a(r). X))
c'est-a-dire

U l.,Do = U,®U,
ou U, est la représentation de ,ﬁo dans L2(7<; , /Ai) définie par

(10 (U, (£). L)% )

[}

exp (i < %O y B(E) > )¢ (7(0)
¢ Cae).2) .

an (U (e).¢)x,)

On va étudier les représentations V , Vo » V, de AO définies par
W) = U(expor) , V() = U (expof);

on a évidemment

La structure de VO est donnée par le lesme suivant :
lempe 1. La mesure spectrale de VO est la mesure gaussienne \/o .

(On le démontre en utilisant (8) et la relation
bexpof) = df Yetcd,. )

Celle de V1 est plus compliquée et fait intervenir les mesures de Poisson ;
en effet V1 est la somme des puissances symétriques de la représentation A o exp
de A 0 dans ){1 ; d'autre part, en décomposant £, suivant les vecteurs racines

et en notant Z le systéme de racines de la paire (g , go) on peut écrire

< 't
PK = > 7(‘( avec 7‘(1 ’VQ.;(X) H

1 ;

on en déduit le
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Lemme 2. La mesure spectrale V 1 de V1 est portée par 1'ensemble des éléments
<,

/ 4 c(,’\ .
de AO de la forme 5x+...+6x ou pelN,xieX,pliez,

1 P
o
s (f) = «(£x)) Vee A_.
x 0
Le lemme suivant est le point crucial de la démonstration, et celui qui a

nécessité la version révisée [9] de 1l'article.

Lemme 3. Si dim X > 4 , l'algbbre de von Neumann engendrée par V(Ao) con-
tient vo(Ao) ®I et Ieov,(Ao) .

On se raméne a démontrer le

7
Lemme 4. Si A et B sont des parties boréliennes disjointes de A 0° les mesures

v XV C o
0" V1lA et VO* 118 sont disjointes.

Je vais donner une idée de la démonstration en supposant pour simplifier
ue g = s , de sorte que AO = Q(X) et que 6'< devient & ; d'autre
x x
part, utilisant des ouverts relativement compacts Y de X et les applications de
‘ , \
restriction o) (X) —> ,,9 (Y) , on est amené a remplacer X par une variété
N o f—
riemannienne compacte a bord et A o Par Q (X) ; on notera A 0 la complété

de A o bour le produit scalaire analogue ;a (7) ; ce n'est autre que l'espace

de Sobolev H;(X).

Rappelons le théorime de Feldman : deux translatées V8 , V¥

de la mesure gaussienne V 0 sont disjointes si a-b n'appartient pas ;\ VA 0"
le lemme 4 est une forme renforcée ("intégrée") de la conclusion de ce théordme,

et nécessite une forme renforcée de son hypothise, a savoir :

lemme 5. Il existe un opérateur de Hilbert-Schmidt injectif [” dans AO tel

qu'aucun élément non nul de la forme k 6 & _ + ...+ k & (peiN , x. € X,
1 X, P xp i
ki ¢Z ) n;appartienne \a AO , complété de AO pour la norme f »—> Il el
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Idée de la démonstration du lemme 5

—

Notons Uy U,,... une base orthonormée de A 0 formée de fonctions
propres du laplacien L , rangées de fagon que les valeurs propres correspon-
dantes ’\k (qui sont négatives) aillent en décroissant ; on définit | par
M{y) = ¢ w ou
e, = (k+1)-ﬂ} (J.og(k+1))-1 .

Montrons par exemple qu'aucun élément 51 n'appartient a ZO . Ecrivons

tout élément £ de A o Sous la forme f = pA fi W, ; un élément de /_\’0
appartient a ZO (resp. Z 0) si et seulement s'il est de la forme fr—-—
z a ou Zlaklz < +oo (resp. 7. ckiaklz < + 02 ) ; supposons
5, € Z o ; il existe des a  tels que chlaklz < + oo et que

zakfk = f(x) = kauk(x) VféAo B

ceci implique uk(x) = a et ch luk(x)i2 < + 0o ; or une formule

asymptotique due a Carleman montre que

A _
Z e, lu(x) P A clx) f tm/4 2 (10g t)~" at

1&<,\ a
ou m = dimX, Cc(x) D0, a > 1 ; il en résulte que

chl“k(x)l2 = 4+ 00 YV si m3»4.

§ 5. Fin de la démonstration du théorime

On doit montrer que l'algébre de von Neumann a engendrée par U(QD )
N '
est égale a I(Lz(']( »}*)). D'apres le lemme 3, (X contient les opérateurs
Uo(exp of)®I ou f¢ AO ; d'apres (10), Uo(exp o f) est 1l'opérateur

de multiplication par la fonction

X ———>exp(i <%, blexpof)>) = exp(i< X, df >);
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done (cf. § 3) , Uo(exp of) = T4e - Comme g est réunion de ses sous-alge-
bres de Cartan B, s Oonen déduit que  contient Td.f pour toute f ¢ FAR puis,
a cause de (6), T, DPour toute w de la forme A(g).daf ou ge,D ,fe A
On montre ensuite que les w’) de cette forme forment un ensemble total dans 7( ’
d'otx résulte que la fonction 1 € L2(7( : /A) est cyclique pour (5[ . Pour ter-
miner la démonstration du théortme, on exhibe une propriété qui caractérise les
fonctions constantes parmi les éléments ¢ de L2( 'k/, /«) et qui est conservée
par tout opérateur M du commitant de 1 , é savoir : pour toute sous-algcbre de

Cartan g , ¢ (Xo,ﬂ'1) ne dépend que de XO (avec les notations du § 4). I1

en résulte que M.1 = k.1 et, comme 1 est cyclique, M = k.I .
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