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Séminaire BOURBAKI 525-01
31e année, 1978/79, n® 525 Novembre 1978

PROPAGATION DES SINGULARITES POUR DES
PROBLEMES AUX LIMITES
[d'aprés R. B. MELROSE, J. SJUSTRAND]

par Bernard HELFFER

§ 0. Introduction

Cet exposé est en quelque sorte la suite de la deuxidme partie de 1l'exposé de

J. Chazarain [5]. Les travaux de ces derniéres années ont en effet permis de com-
prendre assez complétement comment les singularités ¢ des solutions d'une équa-
tion de type principal réel se propagent au voisinage du bord. Les principales contri-

butions depuis juin 1973 ont été celles de :

F. G. Friedlander [14], R. B. Melrose ([28] [29] [30] [31] [32] [34] [36]),
M. Taylor [44] [45] [46], G. Eskin [12] [13], K. G. Andersson - R. B. Melrose [2],
R. B. Meélrose -J. Sj8strand [33] et Ivrii [22].

Dans l'exposé de J. Chazarain (2e partie), l'accent a été mis sur la cons-
truction de paramétrixes ; comme on le verra dans la suite, cette approche devient
trés difficile (mais encore nécessaire dans un cas) quand on aborde des situations
géométriques compliquées, et, dans [2] et surtout dans [33], les auteurs sont revenus
a des méthodes plus implicites basées sur des inégalités d'énergie et inspirées des

démonstrations “classiques" de [19] [21].

0.1. Quelques définitions

Avant d'énoncer le théoréme de R. B. Melrose - J. Sjdstrand, rappelons un certain
nombre de définitions et de résultats préliminaires. Soit u une distribution sur
un ouvert 0 de R" (u€ D'(Q)) . Le front d'onde de u (noté WF u ) est

défini dans [20] par L. Hérmander comme un sous-ensemble fermé conique de
0\o (1) :

On dit qu'un point (xo, §o) dans f*ﬂ n'est pas dans le front d'onde de u ,

-]
s'il existe une fonction ¢ dans CO(Q) , non nulle en x , telle que la trans-
A
formée de Fourier de @u notée @Qu est i décroissance rapide lorsque |§| tend

vers 1'infini pour § dans un ouvert conique I contenant ;o .

on dira qu'un opérateur P continu de o ' dans &' est régularisant s'il

-
envoie QD' dans C .

1 .
() Dans la suite, on notera plus simplement T*(Q .
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Soit maintenant p un symbole dang sclassique(T 1) , i.e. p admet un
s L] -
développement asymptotique : p(x,§) ~ E: pm_j(x,§) avec p. C dans T*Q et

homogéne en & de degré k . 3=0

On associe & p un opérateur pseudodifférentiel P (dans OPSE s(O) )

- las
défini pour u dans CO(O) par :

pu = (2m) 7 feix'g p(x,8) G(§) af .

Le symbole principal p, est défini de manidre invariante sur T*Q . On désignera

par 2(pm) l'ensemble des zéros de p, dans T*Q .
Le front d'onde peut alors &tre défini de maniére équivalente par :
WFu={N E(po) . Py symbole principal de 1'opérateur pseudodifférentiel Py
P uc¢ dn} .
)
Rappelons que la projection de T*Q sur Q envoie WF u sur le support

singulier de u .

A un symbole p réel défini sur T*Q , on associe le champ hamiltonien H qui
est un champ de vecteurs sur T*Q défini dans des coordonnées canoniques (x,§) par :

n
no- 2 [

_BE__)
p j=1 dx? j

2,3 2
ML

Les courbes bicaractéristiques (ou rayons) sont les courbes intégrales de

H contenues dans Z(p) .

P
Elles vérifient le systéme d'équations
& _ g %%
dt
(*)
a8 __op
dt dx .
La solution de (*) ayant pour condition initiale (x(0), §(0)) =.p est notée
exp tH (P) .
P P

0.2. Le théoréme de HSrmander

DY

Le point de départ de notre exposé est le théordme suivant dd & L. HoSrmander (1970)
[19] [20] [21] (cf. [1] dans la catégorie analytique) qui régle le probléme de la
propagation des singularités dans un ouvert pour un opérateur de type principal

réel (voir (0.4) (Pr. 1) pour la définition).

THEOREME 1.- Soit P un opérateur pseudodifférentiel de symbole principal réel p

et u une distribution dans 2 telle que :

Pu = f dans Q.
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Alors WF(u)\\ WF(f) est contenu dans Z(p) et est invariant par le flot du champ

hamiltonien Hp dans T*Q\\WF £ .

Nous esquisserons trois démonstrations de ce théoréme au § 1, car chacune a

fourni 1'amorce d'une démonstration dans le cas a bord.

0.3. Le probléme au bord

Le théoréme 1 ne dit rien sur le comportement des singularités au voisinage du
bord 3Q de (Q supposé <, lorsqﬁ'on se place par exemple dans le cas ou P
est un opérateur du second ordre et que u est une distribution prolongeable telle
que Pu est dm jusqu'au bord et de trace Cm sur O . Les premiers résultats
obtenus concernent la réflexion des singularités lorsque les courbes bicaractéris-
tiques rencontrent le bord transversalement. Si deux courbes bicaractéristiques

distinctes Y et Y2 coupent le bord JT*Q transversalement au-dessus d'un méme

1
point de T*3Q , alors la présence de singularités pour u sur Y, implique qu'il
y a des singularités sur Yy (on dit que Y, est le rayon réfléchi de Y, ). Ces
résultats [4] [7] [8] [26] [39] [41] [43] ont été partiellement exposés dans [5].

Le cas resté longtemps sans solution (encore que des amorces de solution figurent
dans les travaux de Ludwig [24] [25]) est celui ol le champ hamiltonien H_ devient

tangent au bord en des points de ZI(p) .

Le premier cas résolu indépendamment par R. B. Melrose [29] et M. Taylor [44]
a été le cas "rasant" ou "diffractif", cas ou les bicaractéristiques peuvent rencon-
trer JdT*) tangentiellement, mais en restant en projection localement dans () au

voisinage du point de contact.

On peut par exemple analyser complétement la propagation des singularités

pour le probléme mixte suivant pour 1'équation des ondes :

2
o - Mu = o0 dans R_x U
(**) u |Rtx5U =0
Ulpoo=08,® » du| _g=0

Zo . N n
ol U est l'extérieur d'un corps strictement convexe X de R .
Dans la figure 1, on indique en projection sur U 1la position du front d'onde

aux différents temps ty sty e
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rayon rasant

P1et P2 sont des points

diffractifs

P est un point
hyperbolique

€ frencontrant pas
le bord [

rayon
réfléchi

Figure 1

Le second cas étudié est le cas "glissant" (en anglais gliding). Les résultats
ont été obtenus par K. G. Andersson - R. B. Melrose [2] et G. Eskin [13]. On peut

ainsi analyser le probléme de la propagation des singularités i 1'intérieur et au

bord d'une région convexe.

0.4. Le théoréme de Melrose - Sjdstrand

Nous allons maintenant énoncer le théordme général. On se place sur une variété

@
C M de dimension (n+1) , de bord régulier OM et d'intérieur M . Soit P un

7z . z s Y s s o . :
operateur differentiel du second ordre a coefficients C sur M de symbole princi-

pal p réel vérifiant :

(Pr 1) dp et @ sont indépendants dans T*M

(o0 @ désigne la 1-forme fondamentale, dite de Liouville
sur T*M ) ;

(Pr 2) dp et a restreints & JT*M\ O sont indépendants ;
(Pr 3) dM est non caractéristique pour p , i.e. p est non nul sur le fibré

N

conormal a oM .
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On dira alors que P est de type principal réel jusqu'au bord.

La notion de rayon a été définie ci~-dessus dans T*M , de méme que la notion
de rayon réfléchi dans le cas transversal. On peut étendre par continuité cette
notion de rayon (il y a cependant des difficultés sérieuses lorsque HP a un con-
tact d'ordre infini avec dT*M ) ; ces rayons, qui seront définis au § 2.4, seront
des courbes dans BM (= T*M U 7*3M ) muni de la topologie quotient naturelle.
On définira également au § 2.1 le front d'onde d'une distribution prolongeable u
sur M WFb\l dans BM dont la restriction & T*M est le front d'onde usuel

défini précédemment.

THEOREME 2 (cf. [33]).- Soient P un opérateur différentiel du second ordre i coef-

-]
ficients C sur M de type principal réel jusqu'au bord et u une distribution

prolongeable telle que :

- [--]
Pu € C (M) et u |y, €C(3m

alors, si p appartient i WFb u , il existe un rayon maximal dans BM , passant

par P et entidérement contenu dans WFy u .

Remarque O.1.- Il résulte de (Pr 3) (cf. [17]) que si Pu est dans CQ(M) , la

trace de u sur OM est bien définie.

Remarque O.2.~ On peut prendre dans le théoréme 2 d'autres conditions que la con-

dition de Dirichlet (cf. [2], [33], [36]).

Remarque O.3.- L'étude de la propagation des singularités dans le cadre analytique
est encore trés incompléte. Le cas des rayons transversaux au bord est traité par

P. Schapira dans [42]. Par contre, dans les cas ol les rayons sont rasants, un seul
exemple est traité dans [15]. Cet exemple montre que les phénoménes de propagation

Kol
sont différents de ceux de la catégorie C .

z

Application 1.- Formule sommatoire de Poisson pour une variété i bord.

Le théoréme 2 permet d'obtenir des informations sur le support singulier de la
transformée de Fourier de la mesure spectrale associée au probléme de Dirichlet
N

pour le Laplacien dans une variété riemannienne compacte a bord (cf. l'exposé de

Chazarain [6] (pour le cas d'une variété sans bord)et les travaux récents [2], [16]).

Application 2.- Conjecture de "Lax - Philipps" [23] [38] [35].

Dans le cas du probléme mixte pour 1l'édquation des ondes le théoréme implique des
résultats sur la décroissance de 1l'énergie dans un compact de 1'espace

lorsque le temps tend vers l1l'infini.
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§ 1. Propagation des singularités & 1'intérieur

Nous esquissons dans ce paragraphe plusieurs démonstrations du théoréme 1 qui ser-
vent de point de départ pour les démonstrations du théoréme 2 dans le cas rasant,
°

glissant ou général. On supposera pour simplifier dans ce paragraphe que M = ()

est un ouvert de R" .

1.1. Utilisation des transformations canoniques (cf. [20], [21])

© hd N 7 e 'Y N Y

Si p est une fonction dans C (T*ﬁ) homogene de degré 1 verifiant (Pr 1), il
existe "microlocalement" (i.e. localement dans bk ) une transformation canonique
homogéne # (i.e. un difféomorphisme homogéne qui respecte la 2-forme symplec—

n

. z J . . .« © . n

tique dx” A dE. ) d'un ouvert conique de T*M dans T* R tel ‘que :

=1 )

N 1 n ‘
po# = §1 (00 (X ,..0e,%X 3 §1,...,§n) désigne le

point courant de R ).

On peut alors associer & M des opérateurs Fourier-Intégraux A et B tels que,
si P est un opérateur pseudodifférentiel de symbole principal p , BPA soit un

opérateur pseudodifférentiel dont le symbole complet est §1 . La démonstration du

théoréme 1 se raméne microlocalement a 1'étude de 1'opérateur l-;gT dans R , et
T oax

P . 13

il est facile d'écrire la solution explicite de: T —J% = £ .
ox 4
Les singularités se propagent dans la direction des x , on a en effet :
o)
H = H, = -+-——; .
P §1 3x

N

Cette idée de se ramener a des modeles microlocaux simples sera reprise dans le

cas "diffractif" et dans le cas "glissant" (cf. § 3).

1.2. "Trouver un opérateur pseudodifférentiel qui commute avec P " (cf. [19])

On suppose pour simplifier que :
a) WrFrf=¢

b) P est hyperbolique dans la direction des x1 (cf. [5]).

Comme souvent, on va démontrer le théoréme 1 en démontrant la propagation de la

régularité.

Soit po = (xo, §o) g WFu ; cela signifie qu'il existe un opérateur pseudo-
différentiel Am, elliptique en po (i.e. de symbole principal non nul en po ) tel
que Au est C . On va construire un opérateur pseudodifférentiel B qui a la
méme propriété que A mais sur le rayon passant par po . On cherche B tel que

re 7z v . had Y
[B,P] (= BP - PB ) soit un opérateur régularisant et tel que Bu soit C preés
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de x1 = x; . La premiére condition implique que, si bo désigne le symbole princi-
pal de B , il doit vérifier 1'équation :

aéfs 1
(E) B b = feb} = 0o () .

En particulier, b est constant le long des courbes bicaractéristiques. On choisit
une solution bo Ze 1'équation ci-dessus en se donnant une trace sur l'hypersurface
%! = x; (transverse a Hp ) & support compact et égale & 1 au voisinage de P
sur cette hypersurface. On obtient que le symbole complet de [B,P] est nul en
résolvant par récurrence une suite d'équations du type (E) (mais avec second membre),

obtenues en regroupant les termes par homogénéité. On obtient aimsi que :
-]
PBu = BPu + [P,BjJu € C .

La construction standard de la paramétrixe pour un opérateur elliptique permet de
montrer 1l'existence d'un opérateur pseudodifférentiel C tel que (B - CA) soit

z : s 1 1 . 1 . 1 \
régularisant pres de x = x (en effet, si x est pres de X, ¢ oun choix conve-

1 1
nable de la trace de b sur x = x0 , permet d'obtenir que A est elliptique sur

le support de b).
d \ 1 1 ©
Alors Bu = CAu + (B - CA)u est C pres de x = X, et PBu est C .

Un résultat classique sur les opérateurs hyperboliques (cf. [5]) permet de
conclure que Bu est dm partout. B étant elliptique au voisinage du rayon
passant par po , on en déduit que le front d'onde de u ne rencontre pas le rayon
passant par po . C.Q.F.D.

Ccette méthode est utilisée dans [2] pour étudier le cas "glissant".

1.3. Méthode des inégalités d'énergie [21] [38]

La méthode des inégalités d'énergie est implicitement utilisée dans la méthode pré-
cédente, puiséu'on utilise des résultats sur les opérateurs hyperboliques. Ici, on
démontre le théordme 1 en étudiant la propagation de la régularité H® (H° adsigne

1l'espace de Sobolev usuel construit & partir de L2 :
$/2 ~ 2
#SRY = {ue PR, 1+ [5]H%2 a@ e PEHD.

. . s A \ s

On peut microlocaliser les espaces H de la maniere suivante : on dira qu'une
. . . s . .

distribution u dans &'(Q) est H" au point p de T*Q et on notera :

p g WF(s)u , si il existe un opérateur pseudodifférentiel A d'ordre O , elliptique

1 * Lo s
() si £ et g sont deux fonctions C sur T*Q , on définit le crochet de

Poisson {f,g} par : {f,g} = qu .
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au point P , tel que Au soit dans HS(Q) . On suppose ici que P est d'ordre 1.
s

Pour démontrer le théoréme 1, on va montrer que si f est dans H 1le long d'un

rayon ¥Y(t) (t€I = [t1,t2]) et si u est dans H® en Y(tz) , alors u est dans

s 5‘1/2

H sur Y(t) pour t€I . On peut toujours supposer que u est dans H sur Y(I).

Rappelons (cf. par exemple [20] ou [21]) que l'on désigne par Sm(Q < R 1a

n
’

Ld
classe des fonctions p C sur () x R“\o telles que: VKCC Q , Vo €N
n
VBenw , Hcma(x) i Vx€K

go‘;’ug P8 S Cpg(x) (1 + [§ ™18l

Sm(ﬂ x Rn) est un espace de Fréchet pour la famille de semi-normes :

lD:D% pl
p — p (p) = sup ———:I—l-
K,a,p x €K (1+]g| ym-|B
: : s~1 ¢ s n
Soit maintenant F C S (Q x Rn) un ensemble borné de S ({1 x R') de fonc~

tions réelles a support dans un voisinage fermé conique TI' de ¥Y(I) .

Soit ¢ dans F et notons C = c(x,D) 1l'opérateur pseudodifférentiel de
symbole c . On considére :

Im(Cf , Cu) = Im(CPu, Cu) .

Quelques lignes de calcul permettent d'obtenir 1'inégalité :

2 2
Im(Cf, Cu) = Re({p, c“}(x,D)u,u) - cfleull ,-¢, o
L

o C, et C, sont des constantes indépendantes de C dans F

2 P
posant e(x,8) = {p,c }ix,8) - (2c1 + 1)c(x,§)2 , on obtient aisément :

Re(e(x,Dyu,u) = |jcg]|®,+ ¢,
L

ou c, est indépendant de C dans F .

: P . S
Soit ro un voisinage ouvert conique de Y(tz) tel que u est de classe H
i
dans TO . et choisissons une fonction C ¢ non négative homogéne de degré s a

support dans [ telle que :

2
{Plc } 2 o,
dans r\\ro , avec inégalité stricte dans ‘Y(I)\To .

Choisissons également des symboles a et a, homogénes de degré O

(resp. 1 ) tels que :

HP ao =1 ; Hp a, = (o] et a, non nul sur le support de c .

On prendra pour F 1l'ensemble des fonctions :
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Aa -1,
c = ce ° (1 + 52 a2) 2 ’ o< es 1,
A, e 1

ol A est fixé assez grand.

Si ¢ est remplacé par )\, e la fonction e devient :
ee = p.c%} + (2 - 2c, - 1¢c2) e2ka°(1 + €2 af)" .
Comme ek,e est non négative en dehors de To et strictement positive sur
Y(I)\\Fo , nous pouvons choisir une fonction r , homogéne de degré s , non néga-
tive, positive strictement sur Y(I) , et une fonction g homogéne de degré s 3
support dans To et vérifiant : q(x,D)u dans L2 , telles que :

2)\ao 2

2 2
- 1)) e +4q .

r° < ({p,cz} + (2N - c,

-1 -1
Soient re =r (1 + ez af) /2 . qe =q (1 + :2 a?) /2 .

On obtient en utilisant 1'inégalité classique de Garding que :

2 2
<

'Ire(x,D)uI|° Re (ex'e(x,D)u.u) + |Iqe(x,D)u!!° +Cy .
Chacun des termes du membre de droite est borné, lorsque € tend vers O , indépen~
damment de € . On en déduit, en faisant tendre € vers O , que r(x,D)u est dans

2 . .
L , et par conséquent que u est dans HS le long de ¥(I) (car r est ellip-
tique sur Y(I) ). (C.Q.F.D.)

C'est cette méthode qui sera utilisée pour démontrer une grande partie du

théoréme 2.

§ 2. Quelques définitions. Classification des points du bord

2.1. Définition du front d'onde au bord

Beaucoup de définitions ont été proposées. Nous prendrons ici celle utilisée dans
[8], [2], [33]. Une définition plus sophistiquée est proposée dans [34] ou [36] mais
nécessite 1l'introduction d'une nouvelle classe d'opérateurs pseudodifférentiels au

bord (différente de celle de [3]) que nous ne présentons pas ici.

.On consideére une variété C & bord M de dimension (n+ 1) et on choisit
au voisinage d'un point m de 8M un systéme de coordonnées (x,y) € R x R ade
sorte que m est le point (0,0) et que M est définie localement par : x 2 O .
Les coordonnées duales dans T*M  sont donnédes par (E,T) de sorte que y et

(y,M) forment un systéme de coordonnées naturelles dans oM et T*3M .

Considérons un point O de T; M , alors u est dit Cm jusqu'au bord



525-10

en 9 dans les coordonnées (x,y) , s'il existe un opérateur pseudodifférentiel A

dans opso(Rn) , a support compact (i. e. son noyau distribution est & support compact),

elliptique en ¢ , tel que :

® n
A(y,D )u(x,y) € C ([o,e] x R) .
v Y

O<x%¢g

Cette définition reste trés lide & un choix de coordonnées. Cependant,
lorsqu'on ne considére que des distributions prolongeables u qui vérifient :

o
Pu € C (M) , avec P satisfaisant & (Pr 3), on peut montrer que cette notion est

indépendante du choix de coordonnées et de l'opérateur A .

On pose alors la définition suivante :

z @
DEFINITION.- Soit u dans & '(M) telle que Pu soit dans C (M) , ou P est

non caractéristique sur 9M (condition Pr 3), alors on définit le front d'onde au

bord de u WFb(u) dans BM = T*f U 7*3M par :

si peTm o, PEW,u €= pEW(u/g) .
. o
Ei p € T*3M ’ P g WFb|1 = u est C jusqu'au bord au sens ci-dessus.

2,2, Classification des points du bord

Si b désigne la projection de T*M sur BM , on désigne par Zb 1'image de

Z(p) par b . p est ici le symbole d'un opérateur différentiel du second ordre

de type principal réel jusqu'au bord.

]

On pose : b Eb N t*m

z

g =0 0

-1
{re Zb' b (p) contient deux points} .

Dans un systéme de coordonnées convenables, on peut supposer que M est

définie dans Rx x R; par x 2 0 et que : p = €2 + r(x,y,N) oi r vérifie la

3 sont linéairement indépendants. On voit alors

n
condition : dr et E: ﬂj dy
j=1

facilement que :
1 .
£l = (/M € PR r(0,y,M < 0}

déf
et que : zb\\(zg U 2;) =6 = {(y,T) € PR r(o,y,M = o} ,

G est appelé 1'ensemble des points glancing.

Pour k 2 2 , on pose :

k

E,

= {QEG;H;X=O,jSk—1;Hzx¢O en b‘1(p)}

ol x est une fonction telle que M est définie par x 2 O et telle que dx est
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non nulle en tout point de oM .

j -1
Enfin, on pose : Zz ={pecc; H; x =0 pour tout j en b (p)}
-]
et £ . U 2.
b . b
=k

2
2.3. Etude de Eb , théoréme d'équivalence des hypersurfaces glancing
) 2 -1 . i
Si P est dans Zb r b (p) consiste en un point § , on définit :

+ 2 <

’ = 2 . S
z {pezb,apx o en u} .

2
b
2,+ ‘
Si P est dans Zb' , alors la courbe intégrale de Hp passant par P quitte
T*M pour t non nul. On est dans le cas "gtissant".
2,~ sz
Si P est dans Zb' , alors la courbe intégrale de Hp passant par | rentre

. o
dans T*M pour t non nul. On est dans le cas "rasant" ou "diffractif".

‘ 2 : N Lo .
L'étude de Eb a conduit R. B. Melrose [30] a résoudre un joli probléme de

géométrie symplectique. La motivation est la suivante : comme au paragraphe (1.1),

BN

on cherche 3 simplifier le probléme en trouvant une transformation canonigue homo-
s -1 . . Co s .
gene W telle que p o H ait une allure sympathique. Mais ici, on doit de plus

"conserver” le bord de M .

FOURY J . . s gt 1
Théoreme d'équivalence des hypersurfaces glancing. Soient ¢ dans T*R

© < epnt1 N
et g deux fonctions C dans T* homogenes respectivement d'ordre O et 2

et f

n+1
vérifiant : 4f , dg et I §.dx, lindairement indépendants en p
j=1

£(p) = g(p) = {f,g}(p) =0
{£.{t.9}}(m # 0 , {g.{g, 83} # o,

alors il existe une transformation canonique homogéne # et des symboles elliptiques

a1 et a2 tels que :

a1.(f °n ) =x
-1 2 2
ay-(gem ) = 8% + 0+ ﬂ1ﬂn ,
ou ®(P) = (x,y,§MN) est le point (x=§=0; M, = ... = ﬂn_1 =0, ﬂn =1,
1
Yy = ... = yn = 0) .

s s s 1 . 2 .
Tous les couples d'hypersurfaces glancing non degénérées (i.e. dans Zb ) sont equiva-
lents et la forme normale ne dépend que de la dimension. Le théoréme est faux dans
la catégorie analytique [40] et il n'y a pas de théoréme équivalent dans Zé3)

(c£. [30]).

En fait le théordme ci-dessus est suffisant dans la démarche adoptée dans [2],
mais il reste insuffisant lorsqu'on veut construire des paramétrixes.

1
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Dans [32] et [36], R. B. Melrose propose une définition plus restrictive de
transformation canonique pour une variété i bord et une théorie des Fourier-

Intégraux associés a ces transformations canoniques.

Il montre alors qu'en un point du bord, on peut microlocalement se ramener par

une transformation canonique aux modéles suivants au voisinage du point

1 _ _.n _ _ _ _ _ « apll
(y—...—y—0,1'\1-...—T]n_1—o,11n-1) de T*R .
2 2 X
En dehors de Zb : D_ + Dy (cas elliptique cf. [3][17][18])
n
, 1 ) 2 2 )
En un point de Zb : (Figure 2) Dx - Dy (cas hyperbolique cf. [5][39][43])
n
. 2,- . 2 2
En un point de Eb : (Figure 3) Dx-ny d-Dy Dy (cas rasant cf. [14][29][12][44])
n 1°n

2 2
En un point de Eb'+ : (Figure 4) Dxi-xbi +»Dy Dy (cas glissant cf. [2] [12])
n 1“n

A
x
‘\x
>
‘\- \-' >
Y, '
Figure 2 - Projection des bicaractéris- Figure 3
tiques dans R2
'
S, >y
A KN
ll '/ I’ \\ A 1
[ AR

\

Figure 4 (c'est la figure 3 regardée dans

les x négatifs !)
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2.4. Le rayon brisé

On pose maintenant la définition du rayon dans le cas général (dans les coordonnées

choisies au § 2.2).

péfinition locale.- Soient po un point de BM et Fo un voisinage de ce point

dans BM . Un rayon (ou courbe bicaractéristique généralisée) est une courbe (con-

tinue) d'un intervalle I dans I telle que :

(1) si Y(t) € 2; ,t €1, alors Y(t) est différentiable en t et :
— (o] (o] — [e] —
Y'(t ) = H (Y(t)) .
() P o

1 - c
(2)  si y(t) eEbUEi' , alors ¥Y(t) appartient a Eg pour t différent de

t et lt -t | assez petit.
(5} (8}

3 siove) € BT U S on pose  v(e) = (x(e),y(£),E(0),N(x)) , alors

(x(t),y(t),N(t)) est différentiable au point t = to et sa dérivée est

(o PH (Y(to) ,ﬂ(to))) ou ro(y,ﬂ) = r(0,y,N) . Bien entendu, &(t) n'est défini
o
qu'au signe prés lorsque x(t) =0 .

ra

oo
Remarque 1.- Lorsqu'on ne rencontre pas Zb , le rayon passant par un point est

bien déterminé. C'est faux en général (cf. un exemple de M. Taylor [44]).

Remarque 2.~ Dans les cas (1) et (2), on retrouve les notions usuelles de rayon,

rayon réfléchi comme dessiné au § 2.3.

ot

. 2
Remarque 3.- Si 2;3) =9 , et si Y(to) € Zb , alors tout le rayon reste dans

T*BM\\O et est une courbe intégrale de Hr .
<)

§ 3. Construction de paramétrixes au voisinage d'un point de Zi -

3

On admet (cf. § 2.3) que 1l'on peut se ramener a 1'étude du modéle :

2 2
P = D_=-xD  +D_ D ,
Y, Y ¥,
au voisinage du point po de coordonnées (x = y=0, n1 = ... = nn—1 =0,

. +1
M_=+1,§=0) dans =R

Ce modéle est trés proche de l'exemple de F. G. Friedlander [14]. On cherche

a4 construire directement des solutions du probléme :
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i

[+2]
(3.1) Dzu - xD2 u+D D u=20 u u (modulo C ) ,
x Yy Y, ¥ ]

n 1 n %x=0

3 n
ol u est une distribution & support compact dans Ry dont le front d'onde est
o

prés de (y = 0, ﬂ1 = ... =1 . o, ﬂn = 1) . En faisant la transformée de
n-

Fourier partielle en Yy ., (3.1) devient :

2 A 2 N
(3.2) D u(x,M = (kﬂn - ﬂ1ﬂn)u .
—4/

posant ( = --(x'ﬂ2 - N.1)M 3 , (3.2) devient :

n 1Tn" n

2

(3.3) ( 113 - Q) v({) = O avec v(0) = u(x,M) .

ag

on reconnait 1'équation d'Airy. Les fonctions d'Airy sont entiéres et peuvent &tre

obtenues a partir de l'une d'entre elles :

3
Ai(z) = I exp(zs - s /3) ds .
Y

2m/3

A 4

2 on/3

(Figure 5)

Les bicaractéristiques de P sont dessindes en projection ap § 2.3. En prenant

.. 2mi/3
Ai(z) = Ai(e i/ z)., on obtient que :

A . AL (C0,T)
4, (x,M = uo(ﬂ) x (M) X;TEUS?WTY

(od X est une fonction de troncature qui localise) fournit deux solutions appro-

chées "indépendantes”, par transformation de Fourier inverse, du probléme (3.1).

14
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Utilisant le comportement asymptotique de la fonction d'Airy dans les diffé-~
rents secteurs du plan complexe, on constate que la solution u, (resp. u_ ) a son

1 1
front d'onde dans y > -C pour C (assez grand) (resp. y < +C ).

On peut alors utiliser ces deux solutions pour démontrer le théoréme 2.

. . + N
Remarque 3.1 (cf. [15]).— L'étude de l'opérateur B , qui associe a uo la distri-
. + 9 % . % . .
bution B u = S; u | ou u est une solution de (3.1), donne des informa-
xX=0
tions intéressantes.

i e . z . s P 7z
B est un operateur pseudodifferentiel non classique (et méme un ope€rateur

de convolution) de symbole :

AL(C(o,M))
- —_— O, -
‘ x (M) R, (00,1 ¢ (0.
+
En particulier WF B u C WF u .

+ 1
Par contre, B propage l'analyticité dans la direction des y . Il est possible,

‘o 4 + \ c s
4 l'aide des propriétés de B et du théoréme 1, de réobtenir le théoréme 2.

Remarque 3.2.—- L'approche suivie ici permet de démontrer des résultats locaux ;
pour aborder des problémes globaux, R. B. Melrose construit dans [28] et [31] une
classe définie globalement d'opérateurs Fourier-Intégraux d'Airy dans laquelle on

peut construire des paramétrixes de P .

Remarque 3.3.- On ne connait "essentiellement" qu'une démonstration du cas rasant,

mais la technique utilisée semble difficilement se généraliser aux autres cas.

1

Remarque 3.4.- On peut suivre une démarche analogue & celle décrite dans ce para-

graphe dans le cas "glissant" (cf. [13]).

§ 4. Démonstration du théoréme de R. B. Melrose - J. SjSstrand (esquisse)

On travaille dans un voisinage de po dans Zb . Pour D1 = (yl,ﬂ1) dans G ,

on pose :
B(p,%) = {(x,8yM €Z s 0sxs09, [(v/) - (v, M| s} .

On va d'abord définir une relation DE : Eb —> Zb .

DEFINITION 4.1.- Pour § dans 2b dans un voisinage de po et 0< e<T (avec

T assez petit), soit [0,8] 2 t -3 ¥y(t) le rayon maximal qui vérifie

(o] 1 2,-
< = I3 <
6 s¢€e, v(0) P, Y(t) € Zb U Zb U Zb , oS t<§ .

15



525-16

Si & =€ , on pose D P = {Y(E)} et si & < e , on pose

_ _ 2 .2
D P = Blexp((e G)Hrow(a)),Ao(e §)9)

oi A est une constante convenable (déterminée au cours de la démonstration).

On peut montrer les points suivants :

by

1) si ¥ : [0,e] — Xb est un rayon, alors Y(€) appartient a D, Y(0O) .

[en
2) b, ° D, D,

et, pour tout compact K , DE(K) est compact.
1 2 1

e,
N N N

Pour O0< t £ T , on pose Ct = (Dz_Nt) . Les Ct forment alors une suite
décroissante et la limite C, posséde la propriété : C,P # @ pour tout p dans
Zb (avec p suffisamment voisin de po ). Plus précisément, on obtient :

Ctp = {Y(t) i Y : [o,t] ™ Zb est un rayon tel que ¥Y(O) = p} .

En particulier, il existe, pour tout p dans Eb donné et € assez petit, un
rayon non trivial Y : ]-€,§[ —> Zb tel que ¥Y(0O) =p .

Sous les hypothéses du théoréme 2, on a la proposition suivante :

PROPOSITION 4.24- Si P € WF, u , alors D PN WF, u#gp pour 0O< eST.

b
Démonstration. Soit & < € comme dans la définition 4.1. Si p est dans WFb u,
on sait alors que ¥Y(§) est dans WF, u . Il suffit en effet d'utiliser le théo-

b
I . . 1 2,-
réme 1 dans E; + les résultats exposés dans [5] dans Eb , et dans Eb' + les

résultats briévement démontrés au § 3.

Pour démontrer la proposition, :on applique le théoréme suivant :

THEOREME 4.3.- Sous les hypoth&ses du théoréme 2, si p' est dans WFb ufag,

alors pour tout €' , O< €' < T, ona :

2 2
€' ' AT €' .
B(exp H o (p'), A ) N WwF ou # 9
o
Avant de commenter la démonstration de ce théoréme, montrons comment on déduit

le théoréme 2 de la proposition. Il suffit de trouver un rayon

Y:[0T] — I NWF u avec T3>0 assez petit et Y(0) = p . Soit €= 27N
3 l'aide de la proposition 4.2, on choisit des points po N p N avec
4 2°,N
= N wr . En fai t dre N +
po,N P, Pk+1'N € DEN pk,N b U n faisant tendre vers © et en

renant une suite extraite convenable, on peut obtenir le rayon voulu a la limite.
P:

16
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Commentaire sur la démonstration du théoréme 4.3

. 2 ¢
On est dans des coordonnées locales telles que : P = Dx + R(x,y,Dy) . La démons-

tration suit la démonstration du cas sans bord (§ 1.3) avec un certain nombre
“a'astuces supplémentaires :

a) On choisit F dans la classe des opérateurs pseudodifférentiels de la forme
c(x,y,Dy) , indépendants de x pour x assez petit.

b) On utilise 1l'identité (avec Q = c*(x,y,Dy)c(x,y,Dy) )

1
2 1Im(Qu, Pu) = T(([P,Q] + (R* - RIQ)u,w) , .
L
qui est vraie si : Pu € C (M) , u | =o.
oM

c) Les symboles c sont construits avec un support parabolique de longueur ¢ dans

la direction de Hr et de largeur Aisz
o

dans les autres directions.

d) En gros, on applique la technique exposée au § 1.3 i 1l'opérateur R(x,y,Dy) et

1 2
un choix astucieux du support de c¢ permet d'absorber le terme I ([Dx, QJu, u) .

17
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