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183

AMORCES DE LA CHIRURGIE EN DIMENSION QUATRE :

UN S3  R EXOTIQUE

[d’après Andrew H. CASSON and Michael H. FREEDMAN]

par Laurent SIEBENMANN

Séminaire BOURBAKI

31e année, 1978/79, n° 536 Février 1979

§ 1. Position du problème

Une conjecture très simple peut servir d’étalon dans l’étude des 4-variétés orien-

tées lisses et simplement connexes. Conjecture : Les variétés closes de ce genre sont

classifiées, à difféomorphisme orienté près, par leurs formes bilinéaires d’intersec-

tion sur H2(V4) i et toute forme bilinéaire (sur Z ) de déterminant ±1 1 (= discri-

minant est réalisée par une telle V4 close, à l’exception, imposée par le

théorème de Rohlin 1952 (voir [La]), des formes paires de signature = 8 modulo 16

(= indice [Se]).

Les méthodes de chirurgie forgées en dimension 2 5 sont tombées ici en panne,

voir ~Man~ : personne ne sait décider s’il est possible d’appliquer assez souvent le

processus de Whitney d’élimination de points doubles des 2-sphères immergées dans

V . [En dimension 2 , ce processus de Whitney remplace une vignette

En 1973/74, A. Casson a débloqué cette situation en démontrant par une nou-

velle construction, de caractère infini 

THEOREME DE CASSON 1.1.- Soit V une variété lisse (= C ) simplement connexe

et x , x dans H (V) deux éléments tels que x1 . x = 1 , x1 . x1 - O 
=

x2 2022 x2 . Alors, il existe une sous-variété ouverte N4 contenant des représen-
tants de x , x et ayant le type d’homotopie propre de (point) .

Ce N4 de Casson est un ouvert de S2 x S2 de structure si explicitement

donnée qu’il y a un critère (hélas jusqu’à présent trop difficile à appliquer) pour
décider si N coïncide hors d’un compact avec le complément d’un compact dans une

variété lisse contractile sans bord B . S’il en est ainsi, on peut remplacer N

par B pour



obtenir une variété V’ ,et V aura le type d’homotopie de la somme connexe

V’ ~ S2 x S2 , (sans peut-être lui être difféomorphe). Appelons ce processus, une

chirurgie de Casson. Si une chirurgie de Casson est toujours possible, on peut faci-

lement réaliser toutes les formes exigées par la conjecture en faisant un nombre

fini de telles chirurgies sur une somme connexe d’exemplaires de S2 x S2 , de
f CP(2) , et de la surface de Kummer ~ K~ (cf. [Se] [Man]).

Dans le problème de faire une chirurgie de Casson est étroitement lié

à des problèmes de nul-cobordisme d’enlacements dans S3 , voir [Ki2]; et dans
[Ca ] ces problèmes reçoivent une formulation algébrique.

Dans ~Ça3~, Casson a fait une étude parallèle de la question du difféomor-
phisme de variétés ayant une même forme d’intersection, cf. § 5.7.

Pourtant la conjecture tant visée reste indemne.

Les difficultés rencontrées par ce programme de Casson sont partiellement con-

tournées par une contribution brillante de M. Freedman [Fr] (1978).

THEOREME DE FREEDMAN 1.2.- Avec les données V , x1 , x2 de Casson, il existe un

compact X c V4 qui a la silhouette (shape de Borsuk) de S2 avec 

identifié (par inclusion) au sous-groupe {x1,x2} = ZZ C H 2 V et qui est " TT1-
négligeable" dans chaque voisinage (c’est-à-dire, pour tout ouvert U contenant X,

on a X ) ~= par inclusion).

Freedman a exploité la construction de la variété N4 de Casson, et a trouvé

X C N4 . Il suit par des principes bien établis (sinon bien connus, voir Appendice)

que N4 - X a alors le type d’homotopie propre de S3 x R . Modulo une caractéri-
sation homotopique de R4 (encore à démontrer), on sait montrer (§ 5.6) que
N4 - X est homéomorphe a S x R ; alors, en remplaçant N par un exemplaire

de R4 , on achèverait topologiquement une chirurgie de Casson.

Sans hypothèse optimiste, V - X est en quelque sorte une "solution à lacune"

du problème de chirurgie, car H2(V)’’-‘ H2(V - X) e H2(S2 x S2) même en tant que

groupes munis de forme bilinéâire. Par balayage de telles lacunes à, l’infini,
Freedman sait donner une classification chirurgicale "classique" des variétés V4
ouvertes et simplement connexes dont chaque bout ait un n1-système trivial.
L’équivalence en jeu est celle de h-cobordisme propre (= difféomorphisme ?).

Dans l’optique close de la conjecture, le quotient V/X est une "solution

avec singularité" car H2(V/X) - H2(V - X) . En plus, cette singularité (le quo-

tient * de X ) est bien gentille, car (V/X) x S~ est une variété topologique

simplement connexe (Appendice) et * est 03C01-négligeable dans ses voisinages.



Le but de cet exposé est une preuve complète du théorème de Freedman 1.2 (§ 4).

M’efforçant d’utiliser seulement le nécessaire des idées de Casson (§ 3), je constate

que 1.2 admet une extension utile 4.3. Le § 5 présente un S3 x R exotique offert

par 4.3 dans la variété algébrique CP(2) ~ - CP(2) , et d’autres corollaires.

Ceci ne laisse guère d’espace pour exposer une observation intéressante de

R. D. Edwards [Fr] : Le compact X de Freedman peut être l’union de deux 2-sphères

topologiques qui se coupent transversalement en un point q ; d’ailleurs chaque

2-sphère est localement plate sauf peut-être en un point. L’observation est basée

sur le fait que, dans 1.1, N4 - int(B U H1 U H ) où Hi est une anse ouverte

"flexible" de Casson (cf. suite de 3.6) et sur une adaptation naturelle de l’argu-

ment de Freedman, qui construit X de façon que X Ï1 B4 soit un croisement normal

(B , et que X n Hi soit cellulaire ; on peut alors châtrer X C1 H1 et X i1 H2 .

Je tiens à remercier L. Guillou et A. Marin pour leurs critiques amicales,

et R. D. Edwards pour ses explications orales très agréables (été 1978) du texte

de [Fr].

§ 2. Outillage technique

Tous les espaces (variétés, complexes, etc.) rencontrés seront localement compacts,
métrisables et toutes les applications continues (ou mieux). Une application

f : X --~ Y est propre si f (K) est compact pour tout compact K de Y ;

dans cette catégorie d’applications, la notion naturelle d’équivalence d’homotopie
P

est notée = . .

Nous utiliserons les symboles :

~ équivalence de sihouette (shape de Borsuk) ~ homéomorphisme

= équivalence d’homotopie ~ isomorphisme

équivalence d’homotopie propre.
0

En travaillant dans un espace X , on note l’intérieur de A C X par A,

l’adhérence par A = adh(A), la frontière par ôA = adh(A) - A . L’intérieur (for-

mel) d’une variété V est int V et le bord oV = V - int V .

Un homomorphisme de groupes d’homologie ou d’homotopie sera (en l’absence

d’autres indications) induit pas une inclusion.



En parlant de variétés, nous resterons (sauf exceptions déclarées) dans la

catégorie DIFF des variétés lisses de classe C . Alors isomorphisme ( == ) est

difféomorphisme.

Une immersion normale f : Mn -~ V2n de variétés est une immersion qui est

injective sauf pour des points doubles isolés de croisement normal de modèle ~~
OxOCR x O U O x . Nous supposons d’ailleurs que f(oM) C oV , que

fM est transverse à oV et que f est propre. Cette définition a un sens dans

chaque catégorie de variétés : DIFF ; PL (= pseudo-linéaire = linéaire par mor-

ceau [HuJ) et TOP topologique (KiS]).

On va faire appel dans tous les arguments techniques de Casson et de Freedman,

aux notions de complexe et de voisinage régulier (fermé).

Cette dernière a son expression la plus commode dans la catégorie PL (voir

[Hu]). C’est la catégorie des complexes simpliciaux ( polyèdres) et des applica-

tions linéaires par morceaux (i.e. linéaires sur les simplexes d’une subdivision

linéaire convenable de la source). Un voisinage régulier N d’un complexe (= polyè-
dre) K plongé PL dans un complexe L s’exprime bien simplement en termes des

coordonnées barycentriques d’une triangulation PL convenable du couple (L,K)

telle que K est plein (localement convexe) dans L : c’est un e-voisinage

Je propose donc, pour tous ces arguments, un passage à la catégorie PL , au

moyen d’une triangulation de Whitehead [Mu] de la variété différentiable ambiante V .

Ce n’est pas strictement nécessaire ; au lecteur de se défendre dans la catégorie
de son choix ! (j’essaie donc d’employer un langage géométrique neutre, utilisant

par exemple le mot complexe plutôt que le mot polyèdre spécifique à PL .)

Quant aux voisinages réguliers, fixons quelques conventions,en rappelant les

propriétés essentielles pour les lecteurs qui voudront décortiquer les preuves à

venir.

Un voisinage régulier de K dans L est souvent noté N(K C Lj , ou N(K)

avec L sous-entendu.

Si dans L on a en considération d’autres sous-comples K1,...,Kk , alors,
sauf indication contraire, il s’agit d’un voisinage régulier N(K) de K respec-

tant les K.. [Donc, en PL , il s’agit d’un E-voisinage de K,0E1, , pour

une triangulation PL convenable de L dont K1,...,Kk sont des sous-complexes

simpliciaux.]



Si un voisinage régulier N de K dans L est contenu dans l’intérieur
o 0

d’un autre N , alors N1 - No ~ ON x [0,1] l’isomorphisme envoyant 03B4No x 0

sur ON et ON x 1 sur ° Aussi, N1 ~ No par un automorphisme de L fixant

un voisinage de K et N, - K = [.0,1[_ . Naturellement, ces énoncés d’unicité

admettent une version respectant d’autres sous-complexes.

S’il y a un isomorphisme L ~ N(K C L) fixant K (et éventuellement respec-

tant K..,...,K,) on dit que L est un voisinage régulier abstrait de K (respec-

tant K1,...,Kk) . .
o N

Un sous-complexe D de L - N(K C L) , qui rencontre ON

en un complexe S non vide n’est certainement pas respecté par N .

~ 
0

Sous l’hypothèse que (ON, S) admet un collier (6N,S) x [.0,1] dans (L - N , D) ,

on peut pourtant trouver un complexe K’ ~ K ; respecte 
~ 

par N avec K* - N 0 = D .
On dit que K’ est obtenu en reliant D a K par une ombre adh(N fl K’ - K) de

S dans N . [En PL , une triangulation présentant N comme e-voisinage offre un

choix convenable d’ombre.]

Soit N(K) un voisinage régulier de K dans L respectant un complexe

K’ C L , alors N(K) est également un voisinage régulier abstrait de

K U (K’ n N(K)) . Si, en plus, N’ est un voisinage régulier de K’ - N(K) dans

L - N(K) , alors N(K) U N’ est un voisinage régulier N(K U K’)

de K U K’ dans L . Dans ces conditions, on dit que N(K) , ,
N(K U K’) , N’ sont bien agencés. ~

Nous avons besoin de la notion de méridien d’un n-complexe Kn dans une

(n + 2)-variété V n+2 . La n-strate En de K dans V est l’ouvert de K forme 
,

des points ayant un voisinage dans le couple (V,K) qui soit isomorphe à 

Un méridien de K est le bord d’un petit 2-disque orienté qui coupe K transver-

salement, en un point de la n-strate 

Si pour un complexe K’ C V contenant K , ce disque est

disjoint de adh(K’ - K), alors son bord orienté détermine (â conjugaison près

seulement) un élément de TT (V .- K’) qu’on appelle aussi un méridien de K.

Par position générale, Kn) ~ 03C01Vn+2 est surjective, et quand

on tue dans K) un méridien par composante connexe de la n-strate

En ~ K , on obtient 



§ 3. Quelques méthodes de Casson

Nous voulons dégager ici seulement les éléments nécessaires pour le théorème de

Freedman.

Rappelons la géométrie du processus de Whitney. D’abord, les modèles, commen-

çant par celui de l’état initial. En dimension 2 , c’est (B2 ; I , I ) où

I9 fl I2 - ~q- , q+~ sont deux points de croisement normal.

Le 2-disque D , dans int B2 attrapé par I1 , I2 , , est le disque de Whitney. Si

on soustrait de B un petit disque D C int D , on obtient un anneau

A = B - int D .
o

En dimension 4 (ou toute autre), il s’agit d’un épaississement simple

(B ; 4 D1 , D2 ) ou B 4 B 2 x B 2 = B 2 x B 
1 

et D 1 = I1  B x 0 ,

D2 - I2 x 0 x B1 . On constate sans difficulté que A x B2 C B4 est un voisinage

régulier (abstrait), respectant D = D x 0 , de D U D . [Voir § 2 : couper le

modèle horizontalement en deux facilite la vérification.] A partir de A x B ,
on retrouve B4 en ajoutant la 2-anse D x B2 d’âme D = D x 0 , loin de

0 0 0

D 1 U D2 . "

Quant à l’état final, on a en dimension 2 la vignette (B ; 1; , 12) avec

1; n I2 - ~ et aIi - Soient I l’arc pointillé

et B le disque hachuré.
o

Passant en dimension 4 par stabilisation, on a (B4; D’ , D’) avec

D* = I ~ x B ~ ~c 0 , D ~ - I’ x 0 x B ~ et on constate que l’équation

B 4 = (B2 - B ) 0 x B2 U B x B2 exprime B 4 comme voisinage régulier (abstrait) de

D’ . avec une 1-anse d’âme i (1 B , ajoutée loin de D2 . ° ,

Si M2 est une variété immergée (ou même un complexe) dans V , et qu’on
trouve une boule paramétrée B4 c: V4 , telle que B4 (1 M2 - D U D , alors on peut
modifier M en remplaçant D,~ U D~ par D~ U D~ . Ceci effectue un processus de
Whitney M’ , supprimant deux points doubles. En choisissant N(M) , N(M’)

bien agencés sur le modèle B4 , on a :



Donc, on a démontré un lemme, qui sera utile vers la fin de ce paragraphe.

Lemme d’Annulation 3.1.- Supposons qu’un processus de Whitney change un

complexe MC v4 en un autre M’ C v4 . Alors, un voisinage régulier de N(M’)

se déduit de N(M) par addition d’une 2-anse (à N(M) - M ), suivie par soustrac-

tion d’une 1-anse. Si M’ est connexe, la soustraction vaut (à isomorphisme près)

l’addition d’une deuxième 2-anse. Il

Le modèle initial de Whitney est extrêmement difficile à plonger de manière

adaptée a une variété immergée donnée dans V4 .

Par contre, le modèle final est trivial à plonger et le lemme fondamental sui-

vant en profite.

Lemme de Nettoyage 3.2.- Soit K un 2-complexe dans une 4-variété V et soient

m1 , m2 dans ’rr1(V - K) deux méridiens. Il existe un arc plongé I C V avec

01 = I fl K dans la 2-strate de K , de sorte qu’en modifiant K dans N(I) = B4
par l’inverse du processus de Whitney, on tue m1m2m-11m-12 . Plus précisé-

ment, on obtient un complexe K’ C V tel que :

tue (exactement) et envoie les méridiens de K sur les méridiens de K’ .

Le terme nettoyage de K dans V4 désigne une suite finie d’opérations in-

verses de Whitney comme dans 3.2.

Preuve. On suppose m~ , ’ m2 représentés par deux petits disques orientés B~ , B~
transverses à la 2-strate de K en p , p (~ p~) , munis de chemins y , Y2
dans V - K reliant p~ , p2 au point base. Alors déformé modulo les

extrémités P1 ’ p2 en un plongement, conviendra comme intervalle 1 .

On constate aisément qu’il y a un isomorphisme N(I) "~B4 , qui envoie
N(I) fl K sur D; U D; dans le modèle de l’état final de Whitney. Alors, on pose

’ " 

. _m _ .

K’ = (K - B4) U (D U D2) , exécutant le processus inverse de Whitney.
l .

an peut maintenant supposer le point base et les chemins base dans le modèle

de Whitney N(I) ~ B4 . On a

tue le méridien de D .



m1 1 m2 se relèvent en méridiens générateurs 1 , 2 du groupe libre

de rang 2. Dans Tt1(N(I) - K’) , 1 on constate qu’un 2-tore près de

q~ dans N(I) - K’ (= tore caractéristique, cf. 3.11) assure que 0 .

Donc tp abélianise K) sur H1(aN(I) - K) ~ H1(N(I) - K’) = Z2 . Par

0

amalgamation avec (V - K) - N(I) , on conclut. D

THÉORÈME TECHNIQUE DE CASSON (version faible) 3.3.- Avec les données de 1.1, il

existe une suite Ko C K1 ci K2 C ... de sous-complexes compacts de V4 et des

voisinages réguliers (bien agencés) N. = N(K.) , N C N. CI N c ... , 1 vérifiant

les conditions suivantes :

(a) Ko = S1 U S2 est image d’une immersion normale de S2 ~ S2 (deux 2-sphères)

et les deux 2-sphères immergées S~ et S2 représentent x~ et x2 .

(b) D. 
1 ==K. -N.. 1 est image d’une immersion normale d’une somme de 2-disques,

pour tout i ~ 1 . [Nous n’exigeons pas ici que ces disques immergés soient dis-

joints, d’ailleurs on pourrait même admettre sur D, des points de nouement local.]

(c) L’inclusion Ki ~ K.. 1 annule 
1 

et induit un isomorphisme

H2Ki ~ H2Ki+1 . 

[ 
’"

Définition 3.4.- Nous appellerons une suite K CI K C K CI ... , vérifiant les
conditions de 3.1, un bâtiment (infini) dans V pour x 

1 
et x dans H 2 V .

Une suite finie K o C K. 1 c: ... 
C K 

n 
(mêmes conditions) est un bâtiment à n étages.

Complément 3.5.- Dans un bâtiment, si on défait les points doubles de Ki - Ki-1 ,

on obtient K* = Ki-1 
U (2-cellules) - - (S VS ) En plus,

K, - K. B/ (B/S ) où (V S ) est un bouquet d’autant de cercles qu’il y a de points

doubles de K. - K... .

Complément 3.6.- Dans un bâtiment, chaque méridien de ~Di 
1 

dans ~Ni-1 1 est nul-

homologue dans 

Remarque.- Donné un bâtiment (infini), la réunion N des intérieurs N C N C ...
est simplement connexe (par (c)) ; ; en plus, l’immersion S *? S ? 20142014~ N de (a)

est une équivalence d’homotopie (par (c) et Whitehead).

Remarque.- La construction à suivre peut être raffinée (Casson [_Ca ] [Ça ]) pour
assurer que le 03C01-système à l’infini dans N est trivial, et donc que

N "- S x S - pt (Appendice), ce qui démontre 1.1. Je précise.



Précisions, aDi+1 C ~Ni a un encadrement (framing) préféré tel que, pour tout

disque de D, 1+1 , on . D = O . " Soient V - i V - N i et

Pi C Vi-1) . Casson fait de sorte que

(i) Les disques immergés de sont deux â deux disjoints, et chacun s’attache
a . P, .

i

(ii) Si on attache abstraitement des 2-anses H. â P, suivant l’encadrement
1+1 i

préféré de l’union P U H constitue des 2-anses H attachés â
i i i+1 i

Pi-1 ’ d’ailleurs forcément suivant l’encadrement préféré de aD . [casson commence
.~ ~ _ _

avec Si n S2 - point - K-1 , et N_1 U Po = No .] Alors
Ni U ~ Ni-1 U ... - N_1 U Ho = S2 X S2 - (disque) .

Ce raffinement délicat et astucieux de Casson rencontre une obstruction de genre Arf

dans le contexte plus général du théorème 4.3.

On peut maintenant aborder la preuve de 3.3 et de ses compléments 3.5, 3.6.

Preuve du complément 3.5. En éclatant chaque point double de K. - K, 1 en un

intervalle, on constate que K . ^- K* Y ( Y S 1 ) comme affirme. En plus, ’r’r K* - O

et H2 (K.) = H2 (S v S ) , donc (Whitehead). D

Preuve du complément 3.6. Le lemme suivant démontre 3.6, car oD, donne une base de

H1(aNi-1) - H1(Ki-1) . D

Lemme 3.7.- Soit N une 4-variété orientée compacte connexe et a bord connexe,

telle que la forme d’intersection sur H2(N4) ait déterminant ± 1 , H3(N4) = O

et H1(N4) - Alors, H*(~N) ~ H*(# (S2 x S1)) , , et l’inclusion induit

H1 (aN) .., H1 (N) . " D

Corollaire 3.8.- Si C1,...,Ck CI oN sont des cercles plongés et disjoints qui

représentent une base pour alors le méridien de chaque Ci est nul dans

H1(ON - (C1 U ... U C.)) . D

Preuve de 3.3

Construction de K . Une sphère immergée S représente . xï . i = 1 , 2 , avec

S1 U S2 - S normalement immergée 1. On va modifier ce choix de S bientôt. On pose

N = N(S) et V = V - N . Vu 3.7, on a H1(N) par inclusion ; en

1 
Une application PL en position générale devient une immersion par un dénoue-

ment immersif des entrelacs (= links) des points de noument locale.



appliquant le lemme des cinq aux suites d’homologie de (V ,oN) CI (V,N ) , on
oo 0

déduit 1 o H1(V) - O .

Tout méridien m de S dans S) est un produit ....

Mais, puisque les méridiens de S tuent S) , chaque ai est un produit

mi1mi2 ’w de méridiens. Faisons commuter, par 3.2, entre eux cette collection finie

de méridiens. Alors, dans le quotient, les a, commutent et donc m = 0 .

Ainsi TT (V - S) = 0 , après nettoyage de S tuant un méridien par composante connexe

de la 2-strate de S (donc deux méridiens). A ce stade, on fixe K = S ,
0 

0

N = N(K ) et V - S .
0 0 0 0 -

Construction de K1 , K2 ,.... D’abord K1 . Sachant que 03C01No est libre, on

représente une base libre de générateurs par des cercles plongés dans ON (posi-
o

tion générale). Puisque ~n’1(Vo) - O , ces cercles constituent le bord de l’image~ o

D1 d’une immersion normale dans V o = V - No d’une somme de 2-disques. Chaque

méridien m1 de D1 est produit de commutateurs dans

D ) par 3.8. Puisque TT1(Vo) = 0 , chaque ai est un produit de conjugués
dans TT (V - D1) de méridiens de D1 . Donc, par nettoyage de D dans V ,
on s’assure que m1 - ~al,a2~~a3,a4~ ... s’annule dans D1). Après un tel net-
toyage par disque immergé de D1 , on a Tr 1 ( Vo - D1) = 0 .

On relie maintenant D1 à Ko par une ombre de CD1 1 dans No pour obtenir

0

K1 - Ko U D1 U et on pose N1 - No U N(D1) , V2 = V - N~ . °

On construit D2 , K2 , N2 à partir de N1 similairement, et ainsi de suite.

La preuve de 3.3.est complète. D

Pour la preuve du théorème 1.2 de Freedman, nous aurons besoin de deux raffi-

nements faciles (3.9 et 3.11) du théorème 3.3.

Complément 3.9.- Dans 3.3, on peut choisir K 
0 

et K 
1 

de sorte que K 
0 

est 

négligeable dans N1 .

Preuve de 3.9. Revenons sur la construction de K = S = S U S , et de K1 . Par

introduction locale de boucles, on peut s’assurer que la somme self(S,) des signes

:j= 1 d’intersection aux points doubles de S, 
i 

est zéro. [On fait ceci seulement

pour faciliter la preuve.]

Affirmation 3.10.- Il est possible d’ajouter (abstraitement) des 2-anses à

N = N(S) pour obtenir S2 x S2 - (disque).
o 20142014201420142014201420142014201420142014



Preuve de 3.10. Puisque self(S,} - O , on a un fibré normal 1 v(S,} trivial vue
i i

l’équation S. . S, - 2 self(S.} + x(vS,) . Ainsi, N(S) est un plombage de deux
i i i i

exemplaires S; x B2 , S2 x B2 de S2 x B2 , c’est-à-dire que l’on a un nombre
fini de plongements disjoints gi , gi : B2 ~ S*1 S*2 tel que N(S} est obtenu

par identifications : (gi(x),y} - (gi(y},x} , x , y E B2 .
l 

_ _ . 
1 ~. A

4 2 .wv

Soit (P ,1] ) le résultat d’un tel plombage avec 2 = E U E , E. = image(S*) .
A isomorphisme près de couples, on constate facilement que (P ,E ) est déterminé

par la donnée de 1~*1~ ~ ~0*~0 ~ ~1*~? et des nombres (absolus) de points doubles

de E , de 2: et de I: .

Donc, on constate que tous les plombages vérifiant ~i*S. = 0 = E *E , S *E =1,
et self(S.)==’0,par exemple (N(S) , S), sont des voisinages réguliers d’immer-

sions obtenus artificiellement à partir de (S x 0) U (0 x S ) dans S x S par

des inverses du processus de Whitney. S’il y a k tels processus, 3.1 montre qu’en

ajoutant 2k anses, d’indice 2, on obtient S x S - (disque). D

Nous avons le droit de construire K. de façon que oD soit la famille de

cercles d’attachement des 2-anses H.,...,H offertes par 3.10.

Affirmation 3.9 bis.- Avec ce choix, les méridiens de K sont nuls dans
201420142014201420142014201420142014 20142014201420142014201420142014201420142014 2014201420142014201420142014201420142014201420142014 o 20142014201420142014201420142014201420142014

03C01(N1 - K ) ; et donc K est 03C01-négligeable dans N..

Preuve de 3.9. (N -K) U (N -K) U D*1 v (V S ) , Par équivalences
fixant N -K . De même, (N -K ) U D* - (N -K ) U (H. U ... U H ) . Donc, il

suffit de constater que chaque méridien m de K dans ce dernier espace est

déformable (par position générale) dans le bord, qui est S ’ D

Dans l’ultime complément, il s’agit de 2-tores caractéristiques dans oN(K)

pour les croisements normaux d’un 2-complexe K dans V , de modèle
o x OCT o U 0 x R C R . Si q.,.. ’/~L sont de tels points de croisement, et

R ,~..,R de tels modèles disjoints adaptés aux points q~.’.~q et que

N(K) est bien agencé sur le voisinage régulier JJ_ B. x B. de {q1,...,qr} dans

V , alors T. = S. X i = 1,...,r , sont des tores caractéristiques pour

1 
En PL on a bien un fibre normal en 2-disques, par un argument élémentaire qui

se déroule essentiellement en dimensions 3 et 2.



q~,...,qr dans oN(K) . [D’ailleurs l’unicité des voisinages réguliers assure que
T = T~ 1 U ... U Tr est unique à un automorphisme (concordant à l’identité) de

aN(K) près.]

Une famille de cercles c 1 ,...,c r plongés dans àN(K) est triangulaire

(resp. diagonale) par rapport à T 1 ,...,T r si (pour des numérotations convenables)

c, rencontre T, en un seul point, transversalement,et C, fl T. pour
i i i j

j > 1 1). La notion de triangularité s’impose au coeur de la preuve
de Freedman (§ 4, Démarche 3).

complément 3,Il.- Dans 3.3, on peut choisir K C K1 C K2 C .., de sorte que,

pour chaque 1 , la famille de cercles 
1 C ôN. , i > 1 , est triangulaire pari i -

rapport à une famille de 2-tores caractéristiques pour les points doubles de

K. - i K 
1-1 1 

. Dans ces conditions, chaque méridien de àD 
1+1 1 dans

àD. 1) = 03C01(Ni - K, 1) est un produit de commutateurs de méridiens de
i i+ i i+

ki - ki-1 1 °

Preuve de 3,Il, on trouve facilement une application f : N. - (V S1) vers un
i

bouquet de cercles S 1  ... V S r = ( V S1) induisant TT 1 (Ni) ~ 03C01 TT 1 (W S1) , telle
que, pour un p. C S, distinct du point base, f-1 (pj) n oN = T, , j = 1,...,r ,

J J J J

est une famille de tores caractéristiques pour les points doubles de K, - Ki-1 .i i-

Donc 1 le choix en question est possible pour 1 à 1 .

La dernière phrase de 3.11 traduit la triangularité et le fait que le méri-

dien m d’un point p # O dans le tore T2 est conjugué, dans 03C01(T2 - p) , au
coamutateur [a,b] des deux générateurs a et b représentés par T1 x o et

O x T1 . "

§ 4. Le théorème de Freedman

un bâtiment K o C K1 C .., dans V4 pour x1 , x2 offert par 3.3 et 3.4, qui

vérifie en plus les conditions des compléments 3.9 et 3,Il, est appelé un bâtiment

règlementaire.

THÉORÈME TECHNIQUE DE FREEDMAN 4,1.- Avec les données de 1,1 (Casson), soit

K o C K 1 C K 2 un bâtiment règlementaire de deux étages dans V4 pour x1 , x2 .



Alors, il existe un deuxième tel bâtiment Ko C K#1 ~ K#2 de sorte que

K#2 ~ N2 est 03C01-négligeable dans N et que ~ 03C01 (N ) est nul.

Déduction du théorème 1.2

On réapplique le théorème technique 4.1 au bâtiment Ko C: K#1 ~ K#2 pour obtenir

K ci K21# C N(K#2) et ainsi de suite. Il résulte une suite décroissante

Mi - N(Ki2#) , i = 0 , 1. , 2, ... , bien emboîtée i ~ Mi+1 , , telle que : *

(a) Mï+1 est ’~1-négligeable dans ;

(b) l’inclusion Mi+1 --~ Mï annule n1(Mi+1) ’ ;

(c) K C M , et l’inclusion induit H (K ) ~ H (M,) .
o i 2 o 2 1 

°

Le compact que l’on cherche est l’intersection :

. -

Vérifions les propriétés requises.
La condition (a) assure que X est 03C01-négligeable dans chaque M. , et donc

dans tout voisinage de X dans V.

La condition (c) assure que H2(Ko) ~ H.(M.) = H 2 (M ,) ) par inclusions "

--.- Donc, H (K ) ~ S (X) par inclusion. Mais H (K ) ~ c H(V) par inclusion. "

Quant à la silhouette de X, elle est déterminée par la chaîne

M -2014 M 
1 

2014 M 2014 ... (modulo homotopie et passage à une sous-chaîne filtrante) °

On sait (3.5) que Mi ~ (S2 ~ S2) ~ (V S ) , que H2(Mi) ~ H,(M. J , et que

n,(M.) ~ 03C01(Mi-1) est nul. Donc la silhouette de X est également déterminée

2 2 - 2 2 - sh 2 2
par (S v S ) 2014 (S v S ) 2014 ... , ce qui prouve que X ~ S WS . D

Preuve du théorème technique 4.1

La preuve est axée sur une version singulière (introduite par Freedman) de l’astuce

de Norman [No]. En dimension deux, cette astuce simple est bien connue :

Pour éliminer un point q d’intersection transverse de S avec S’ (peut-être

S = S’ ), l’astuce exploite une sphère plongée £ qui rencontre S’en un seul

point, et transversalement. Dans la version singulière, S est plutôt une sphère

normalement immergée, et l’astuce a l’effet de remplacer q par les points doubles



THÉORÈME DES SPHÈRES DE NORMAN 4.2.- Avec les données K ~ K.C K C V de 4.1,

on fixe une fonction e qui associe un entier ~ 0 a chaque disque immerge de
0

K - IN = D , ou encore de K - K .
~ 

o

Alors il existe un bâtiment réglementaire K C K’ c: K" dans N et une

famille finie E de 2-sphères normalement immergées dans N - K’ , et disjointes

deux a deux,de sorte que :

(a) K’ c: N , K" - N = K - N et K" û N est 03C01-négligeable dans N .

(b) Chaque sphère immergée de E rencontre K" - K" en exactement un point,

transversalement.

(c) Pour chaque disque (ouvert) immerge B" de K" - K’ , la différence

B = B" - N o est soit vide, soit un (seul) disque immerge 
~ 

de D = K - N . o Dans

le premier cas, B" ne rencontre aucune sphère de E . Dans le deuxième cas, B"

rencontre e(B) sphères de E , chacune en un point et transversalement.

Preuve que 4.2 entraîne 4.1

Soit e la fonction qui associe n+ 1 a un disque de K - K , si on a n points
doubles de K- - K. sur ce disque. Soient K C K" C: K" le bâtiment et E la

famille de sphères de Norman offerts par 4.2.

L’astuce de Norman appliquée autant de fois qu’on a de points doubles de K - N =

K"-N sert a supprimer les singularités de K" hors de N . . Soit K~ le résultat
2 1 jj; 

~ ’ 2
et soit K. = K’ .

Chaque astuce est guidée par un arc plonge dans K" - K’ qui relie un point
double a une sphère de la famille E . Les sphères utilisées de E sont toutes

distinctes. De même, les arcs sont disjoints.

Pour vérifier que K#2 est 03C01-négligeable dans N = N(K ) , il suffit de
constater que, pour chaque disque immergé de K#2 - K#1 , un méridien s’annule

dans 03C01(N2 - K ) . Or, il y a une sphère S dans E qui coupe ce disque en un

point q , 1 et qui n’a pas été utilisée dans une astuce de Norman. Donc m peut
être le méridien de q dans S ; et S - q donne une contraction de m#2 dans

N2 - f .
Pour montrer que TT.(K") 2014~ est nul, on peut constater facilement que
j~ ",

03C01(K#2) admet des générateurs dans N . En effet, un générateur typique est un
chemin associé a un point double q de K" - K ; quand on défait les points

doubles de f - t". , ce chemin est un quelconque chemin dans K#2 ainsi désingu-



larisé qui relie les préimages q’ , 1 q" de q . Il est essentiel ici que les sphè-
res de Norman soient deux à deux disjointes et (sauf un point chacune) disjointes

de K" . 0

Preuve de 4.2 [Construction de sphères immergées de Norman]

Le cas spécial de 4.2, où e est de Dirac (i.e. e est 1 sur un seul disque

immergé de D l et zéro sur tous les autres) entraîne le cas général par une récur-

rence sur ~e~ - ~ e(D) , où D parcourt les disques de D . En effet, si E

est une famille pour e et e1 est de Dirac, on choisit un voisinage régulier
o

N~ - N(K1) respectant K2 et tellement petit que N’ 1 C N 1 et N’ 1 n E = 0 .

On constate que e~ détermine une fonction de Dirac sur les disques immergés de

K; - K~ et on applique le cas spécial pour obtenir un bâtiment K C Ki C K28 et

une sphère immergée E~ . Alors, E U E et Ko C K28 prouvent 4.2 pour
e + e .

Nous supposons donc dorénavant que e est de Dira

DÉMARCHE 1.- Rendre K 03C01-négligeable dans N
0

par nettoyage de D. 
1 

dans N. -N loin de K- -K..
Résultat : K12 ~ K’ ~ Ko où K12 - K’ = K_ - K, .
Le 1 signale que K12 - K’ ne constitue pas un deuxième étage pour le bâtiment

o 
~ 1

(~ N.) , vus les nouveaux points doubles introduits par nettoyage.o 1 1

Exécution de 1. Chaque méridien m de oD dans BN est,d’après 3.8, un pro-

duit de commutateurs m. 
= ta,,a..1fa.a,’)... dans 03C01(~No - ~D1) . Chaque a

s’annule dans Par hypothèse (bâtiment réglementaire, Complément 3.9), K
est 03C01-négligeable dans N.. Chaque a. s’annule donc dans TL(N. - K ) . Donc,

dans TT (N - K ) , a. est un produit de méridiens m m ... de D . Si on fait

commuter tous ces méridiens, on tue m . Donc, par nettoyage de D dans N -N ,
on peut tuer tout méridien de D dans rr (N " K ) et K devient 03C01-négligeable
dans N . Ces modifications de nettoyage donnant K’ ont lieu près d’un nombre

fini d’arcs qu’on peut choisir disjoints de K -K , par position générale; alors
on peut poser K. = K’ U (K - K ) . 0

DÉMARCHE 2 (*).- Rendre K~, TT -négligeable dans N , 1 par nettoyage de

K-K’=K- K dans N - K’ .
Résultat: K2 ~ K11 ~ Ko avec K.’ 03C01-négligeable dans N et K-’ -N = K -N .

Exécution de 2. Chaque méridien m de K -K dans N -K est, d’après le com-

(*) Il est possible de reporter 2 et la combiner avec la démarche 4.



plément 3.11, un produit dans ~1(N1- K2) :

de commutateurs de méridiens ai de K1 . Après le nettoyage (qui tue une

partie de et préserve l’idée de méridien), on a une équation sembla-

ble dans n~ (N -K’) : :

Mais a’ , 1 étant méridien de K" , s’annule dans TT (N - K’) . Donc a’ ,

est un produit m. -L ’ ... de méridiens de K12 - K’ ) dans TT ) (N - t K12) . Un nettoyage

de K’. - K" = K2 - K, dans N- - K’ fait commuter ces méridiens m.. 
et donc tue

le méridien m- . Donc, après un tel nettoyage par composante de K - K , on

obtient K!!2 ~ K’1 ~ K 0 avec K.’ 
° 

03C01-négligeable dans N.. D

Soit N’ un petit voisinage régulier de K’ respectant K.’ .

DÉMARCHE 3.- Trouver D image d’une immersion normale de 2-disques dans

N - N’ 0 telle que K’ = K!!2 
t 

U D+2 U (ombre dans N* ) donne un bâtiment régle-

mentaire K ci K’ d K’ .

Exécution de 3. Dans ~N’1 , on choisit (voir 3.11) une famille de 2-tores carac-

téristiques disjoints pour les points doubles de K’-K : T 1,...,Tr , T’1,...,T’s ,
où T.,...,T sont associés aux points doubles anciens, ceux de K. - K et

T’,...,T’ sont associés aux points doubles nouveaux, ceux résultant du nettoyage

de K. - K .
On choisit des cercles plongés C’,...,C* disjoints des cercles C ,...,C

de ~D!!2 tels que C’ rencontre T’ en un point, transversalement et

C’ 0 T’ 
= 0 , , i ~ j . Puisque TT (K1) ~ TT (N ) et que le nettoyage de K a eu.lieu

près d’une collection finie d’arcs (3.2), TT ON’ - (T’ U ... U T’)) ~ TT (N ) est

surjectif. Donc, on peut s’arranger pour que C* s’annule dans (ceci au

prix de forcer des intersections des C’ avec les T. ). Puisque N’ , comme

K" , ,est 03C01-négligeable dans N. , il existe dans N - N’ une image D d’une

immersion normale d’une somme de 2-disques, de bord C’ 1 U ... U C’k et transverse

a K!!2 .. CD

Remarques.- (a) Cette démarche a nécessité l’introduction des attachements triangu-

laires plutôt que diagonaux.

(b) Il est possible (mais inintéressant) de trouver D+2 disjoint de K’* .



, + o 
,DEMARCHE 4.- Nettoyer D2 dans N1 - N§ pour rendre K] 03C01-négligeable dans N1 .

Résultat: Bâtiment réglementaire K o C K§ C K" 2 avec K" 2 03C01-négligeable dans N 1 °

Exécution de 4, chaque méridien m+2 de D+2 dans TT (N - (K!!2 Ù D+2)) est lui-même

un commutateur m+2 = [a1,a2] de méridiens de k’1 - en fait déjà dans

{voir construction de ~~ ’ 1 démarche ~~" Chaque méridien ~i
, Il Il +dans "l~~l ~~’~ ’ et est donc, dans "l~~l ~~~ ~ ~2~~ ’ un

produit a, 
= 

... de méridiens de D§ . Ainsi, en faisant commuter les mé-
mij par nettoyage de D+2 , on tue m+2 .° []

DÉMARCHE 5.- Trouver une 2-sphère £ immergée dans N1 - K] telle que £ inter-

secte K] transversalement, en un seul point, lequel appartient au disque immergé

~ de ~2 ~l 
, 

avec ~~~ ~l~ o = ~ °

Exécution de 5. Un méridien de B ~ 1 est contractile dans N -K" . "

La preuve de 4.2 est complète. Ainsi le théorème 1.2 de Freedman est prouvé.

La preuve du théorème de Freedman que j’ai présentée est un peu moins exigeante
que celle _de [Fr]. Elle démontre en même temps une généralisation.

THÉORÈME DE SCINDEMENT 4.3.- Soient V4 une variété orientée c°’ et simplement

connexe et OE C H (V) une sous-forme de la forme d’intersection, telle que OE soit

isomorphe à la forme d’une 4-variété C~ close et connexe M4, sans 3-anse. Alors OE

est par un ouvert N4 C int V avec N4 ~ M4 - (point)(je n’affirme pas p)
et par un compact X C N4 qui est 03C01-négligeable dans chaque voisinage et tel que
X C§ N4 soit une équivalence de silhouettes (sha e). *).

Indications. M = M - (disque) est un corps d’anses sans 3-anses et 4-anses,deo

telle sorte qu’il y a une immersion f : M - v représentant OE, avec f un
o

plongement, sauf pour plombages induits sur les 2-anses, vérifiant self(f(h,)) =
i

= o = f(h,).f(h,) où h, , 1 = 1,...,r , sont les âmes des 2-anses. Trouver f nei j i

pose aucun problème si (cas important!) M est sans 1-anses. [sinon,on peut, paro 
’

exemple 1 arranger M 
o 

pour que les 1-anses soient homologiquement diagonalement
tuées par autant (soit k  r ) de 2-anses ; i puis à l’aide de 3.8 et 3.2 (nettoyage)
on peut construire f de sorte que f(h,) n f(h,) = §J si 1 # j et 1 X k 1 ce

i j
qui entraîne f(h,). f(h_) = o , 1 1 # j .] A ce point, notre preuve de 1.2 est

i j
appiicable ; i elle a été construite exprès pour. D

(*) Remarque: si H 2 (V) = cY comme forme, avec OE et 03B11 impaires, ’ alors il paraît
qu’on a le droit de spécifier l’invariant de Rohlin de N4 - X .



§ 5. Quelques conséquences

Dans la suite, je tiens à montrer l’utilité du théorème de scindement 4.3 . *

THÉORÈME DES S3 x R EXOTIQUES 5.1.- Donnée une sphère d’homologie l~isse H3 de

dimension 3 , il existe une variété V4 qui a le type d’homotopie propre de

S3 x R et qui admet une involution T dont l’ensemble des points fixes est un

exemplaire de H3 séparant les deux bouts de V4 .

COMPLÉMENT 5.2.- Supposons que H3 (tout comme la sphère d’homologie de Poincaré-

Klein) borde une variété compacte lisse (= C ) et parallélisable de signature
== 8 modulo 16 . Alors V ~ et V ne contient même pas un exemplaire de S3
séparant les deux bouts.

Le complément découle du théorème de Rohlin ; y d’ailleurs immédiatement, sauf

quand on n’a qu’un S3 C V4 qui coupe H3 .

Question : Est-ce que V4 de 5.2 est difféomorphe à un produit H’ x R ? [En ce

cas, H’ ayant visiblement le type d’homotopie de S3 , serait un contre-exemple
à la conjecture de Poincaré.]

Preuve de 5.1. On suppose d’abord que H3 - aW4 , où W 4 = B4 U (2-anse) a la forme

d’intersection de CP(2) . Alors à(W4 x CP(2) # - CP(2) (théorie Smale) .

Exemple à étudier. Si le noeud dans dB4 d’attachement de l’anse est le trèfle

positif et que son encadrement (framing) a un nombre d’enlacement + 1 , alors

H3 est la sphère de Poincaré-Klein [Ro, p. 260].

Le théorème de scindement 4.3 offre un compact X C int W4 qui est TT -
négligeable dans chaque voisinage et X sh W - S . Le complément W - X a l’homo-

logie de S3 et TI1 1 trivial ; d’ailleurs, son 03C01-système à l’infini est trivial.
Donc W - X a le type d’homotopie propre de S3 x , (Appendice).

La variété voulue V est le double de W - X et T échange les deux

exemplaires de w4 - X fixant H3 (voir Appendice}.

Quant au cas général, on sait que H borde une variété W compacte et

simplement connexe (cf. [La]). D’ailleurs la forme d’intersection sur H 2 (W4) est

de déterminant + 1 , et peut être supposée indéfinie et impaire. Alors c’est

la forme de rCP(2) # s(-CP(2)) = M4 avec r , s ~ 1 . Dès ce point, le premier

raisonnement est applicable. D

Exemple transformé. Dans le double D(W) de la variété de l’exemple, châtrons un des

deux exemplaires de X . Le résultat D(W)/X = W4 a le type d’homotopie de CP(2)

et risque d’être une variété (5.6). Par contre, ~ W 4 n’est pas cobordante à une



variété lisse (cf. [KiS ; p. 324]). Si W est un complexe simplicial, la conjec-

ture de Poincaré est fausse. Pour n ~ 1 , W x R est une variété topologique

sans aucune structure de variété lisse ou PL.

Preuve du complément 5.2. Montrons que si H. sont deux sphères d’homolo-

gie lisses séparant les deux bouts de ; alors il y a un cobordisme lisse et

parallélisable (W ; H , H ) de signature 0 . Soit, en effet, W la frontière

dans V 4 x 1 d’un voisinage Y 5 lisse et fermé 
~ 

d’un des deux bouts de V 4 x I .
L’adhérence Y de Y dans (V U ce) x 1 est une 5-variété d’homologie compacte

de bord oY = W U cône(H ) U cône(H ) . Donc 0(w) = o(ôY) = O . D

THEOREME 5.3.- Il y a un h-cobordisme propre, lisse (W ; V , V ) avec

V 
1 
= V = S x R , qui n’est pas un cobordisme produit. c’est-à-dire

W~ ~ V. x [0,1] , bien que W~ ~ V~ x [0,1] ~ S x R .

Preuve de 5.3. Dans une variété V du théorème 5.2, on plonge proprement un exem-

plaire de R reliant les deux bouts ; soit T un voisinage tubulaire de R. Le

complément V = V - T a le type d’homotopie propre de B x R (Appendice), et

est tout aussi exotique que V 4 (exercice facile). Or, ~V ~ ~B3 x R et
o

B = B x [.0,1] (modulo arêtes ’). Donc, on a un h-cobordisme propre

(V ; B x1xR).En recollant avec B x ([0,1] ; 0 , 1) x R le long de

x [0,1] x R , on obtient le h-cobordisme propre voulu entre variétés sans bord.

Le lecteur vérifiera sans peine les propriétés affirmées, cf. D

THÉORÈME DE RÉALISATION 5.4.- Toute forme bilinéaire symétrique sur Z de détermi-

nant d: 1 est réalisée par une 4-variété singulière W compacte orientée et sim-

plement connexe ayant un point (éventuellement) singulier q, et jouissant des

propriétés :

(i) W x S est une 5-variété topologique close.

(ii) q est 03C01-négligeable dans chacun de ses voisinages.

(iii) W - q est une variété lisse (sans bord).

COMPLÉMENT 5.5.- Si, pour toute V 4-variété, V  R P V ~ R4 , alors W

peut être une vraie variété topologique.

Remarque sur 5.4.- Pour y paire, on peut montrer que W - q est unique à h-

cobordisme lisse et propre près (= difféomorphisme ?). Pour Of impaire, il y a

exactement deux choix de W - q à cette équivalence près ; i pour exactement un de

ces deux choix W est stablement lissable (vraiment lissable ?), voir [KiS,p.328].



Preuve de 5.4. Si p est la forme (1) de CP(2) , alors cy B (± p) est indéfinie

et impaire et donc [Se] réalisée par r CP(2) # s(-CP(2)) = V . Dans ce V , le

théorème de scindement 4.3 réalise (± p) C H2V4 .par un compact X . Alors

V - X réalise o’ et W = V /X est la variété singulière voulue.

Les propriétés (ii) et (iii) sont assez évidentes. Pour la propriété (i),

voir Appendice. D

Pour prouver le complément 5.5 et justifier les remarques suivant 1.2 on a

5 6 s, V 4 
~ ~ P 4 4

PROPOSITION 5.6.- Si, pour toute V 4-variété, V ~ R- ==> V ~ R , ,alors, pour

tout V 4-variéte, V  S x R ====> V ~ S x R . C. [Fr].

Preuve de 5.6 (tirée essentiellement de [Si , App. l]). Dans V ~ S x R , on
plonge proprement un exemplaire de R reliant les deux bouts ; alors V - R est

R (Appendice), 1 et donc, par hypothèse, ~ R4 . Soit F une sous-variété loca-

lement plate dans V 4 qui coupe R transversalement en un point 0 (F 3 peut être
, 344 4 43

un disque). Alors, F - 0 c; v - R~ R et dans (V - R) U oo ~ s , (F - 0) U°o

devient une sous-variété topologique qui est localement plate sauf en eo et donc

(selon [Ki ]) localement plate même en co .. Donc, on a des 4-boules plates

B C: (v - R) U oo telles que dB = S coïncide près de co avec (F - 0) U ~ . La

3-sphère qu’on déduit dans V , a savoir S’ = (S - co) U 0 , est localement plate
et sépare les deux bouts de V . Découpons V le long de S’ en deux variétés
44 3 , 4

V , 1 V - de bord S’ ~ S . En rattachant a V 
+ 

une 4-boule le long (le S’ , on

~4 P 4 ~4 4 , ,

obtient V-+ R (Appendice) i et donc V-+ ~ R , d’où (par une fraction du théo-

rème de Shoenflies [Do]) V+ ~ S x [0,=o[ . De même, V ~ S3]-~,O] . Donc, on

reconstitue V ~ S 3 x ~

Preuve du complément 5.5

4~3
Si on savait assurer, dans 4.3, que N - X ~ S x R , le complément découlerait

immédiatement du théorème 5.5 et du lemme 5.6. Entretemps, on peut changer de cons-

truction, et exploiter l’argument élémentaire de [FrT] (handie trading) pour obtenir

d’abord une 4-variété compacte et lisse W réalisant 0’ , 1 dont le bord est une
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sphère d’homologie H , 1 et telle que W = H U (anses d’indices ~ 2 ). Par 5.1

et 5.6, H serait également le bord d’une variété topologique compacte et contrac-

tile D , a savoir (V /T) U °° de 5.1. Alors W = W U D serait une variété

topologique qui établit 5.5. []

THEOREME D’UNICITE 5.7 (Freedman 1978 suivant [Ça ]).- Donné un h-cobordisme lisse

(W ; M,M’) entre deux 4-variétés closes et simplement connexes M et M* , il

existe des compacts A C: M et A’ cr M’ , 1 chacun  (point) et 03C01-négligeable



dans ses voisinages, de sorte qu’un difféomorphisme (M - A) - (M* - A’) est induit

par le champ de gradient d’une fonction de Morse sur l’ h-cobordisme.

Preuve de 5.7 (esquisse exploitant 4.3)

La théorie des anses de Smale, voir [Milnor, Lectures on the h-cobordism theorem,

Princeton U. Press 1965~, offre une fonction de Morse ordonnée f sur l’ h-cobordisme

ayant des points critiques d’indices 2 et 3 seulement. Dans un niveau non-critique

N4 - f 1(x) où x sépare les valeurs critiques d’indice 2 de celles d’indice 3,

on a des 2-sphères S1,...,Sk constituées des points de N4 dont la trajectoire

de gradient descend â un des k points critiques d’indice 2. De même on a des

2-sphères dans N4 , dont les trajectoires montent aux k points

d’indice 3. Le lemme de changement de base de Smale permet d’assurer que

Si . S, = si j dans N4 . Dans ~Ca3~, Casson montre que, par une modification du
champ de (pseudo-) gradient de f suivant une isotopie de N , on peut rendre

N - U (Si U S’) simplement connexe. (Il s’agit d’une mise en position générale
suivie d’une suite de processus inverses de Whitney entre S - U S, et S’ = U S’ .)

4 i i i 1

Par un arc plongé J dans N4 , disjoint de S’ , on relie les sphères de S. Alors,

la forme d’intersection dans N4 des 2-cycles de J U S U S’ est celle de

(S2 x S2) , et J U S U S’ peut devenir le O-étage K d’une construction

(suivant 4.3 et 1.2) d’un compact X tel que X et
sh k 2 2 

’) 
. , 

° 

h 
’ .

X ~ # (S x S ) - (point) et X est 03C01-négligeable dans chaque voisinage.
Soit X ~ W5 l’adhérence dans W5 de toutes les trajectoires du champ de gradient

passant par X. Certainement W - ~ (M - X) x [0,1] suivant les trajectoires de

gradient. On constate alors que les compacts A = M n X et établissent

le théorème d’unicité 5.7. o



APPENDICE : Homopotie propre, géométrie stable

Ici variété veut dire variété topologique (cf. [KiS ; III~) ; y et les espaces

sont tous des ANR (rétracts absolus de voisinage).

Un espace X est conique à l’infini s’il existe un voisinage ouvert de

l’infini (d’Alexandroff) dans X , qui ait la forme A x R , où A et

X - X - (A x ]0,°°[) sont compacts. (Dans X identifions A à A x 0 ; on

l’appelle la base du cône.)

A.1. Si X est conique à l’infini, le type d’homotopie propre de X détermine

le type d’homotopie ordinaire de (X,A) ~ (X,A) . Réciproquement, si

(X,A) ~ (Y,B) , où (Y,B) est un couple compact, alors X - (Y U B x [0,~[) /~
où - identifie B à B x O . D

A.2. (Voir (BLL~). Soit Vn une variété simplement connexe de type fini, à bord

compact, qui ait un 03C01-système à l’infini trivial (i.e. pour tout voisinage U de

oo dans il existe un autre, U’ C U tel que chaque lacet dans U’ soit

contractile dans U ). Alors pour n + k 5: 7 , la variété Vn x Bk est conique

à l’infini ; d’ailleurs la base A du cône peut être une variété compacte. 0

A.3. Le couple (V n x Bk , A) donné par A.2 est un espace de Poincaré à bord

(coefficients Z ), de dimension (formelle) n ; en particulier A est un espace

de Poincaré (sans bord), de dimension n - 1 ; ainsi H1(A) "--’ H n-1-1 (A) , V i .

Preuve de A.3. Pour n + m ~ 7 , [BLL] assure que Vn x Sm est conique à l’infini

de base A’ , et, par A. 1, on a (V x S~ , A’ ) "’ (V x B x S~ , A x S~) . Or,

(Vn x Sm , A’) est visiblement un espace de Poincaré à bord, de dimension n + m ;

la conclusion voulue s’en suit aisément si m » n . D 
,

Combinant A.1, A.2, A.3 avec on déduit

PROPOSITION A.4.- Avec les données de A.2, le type d’homotopie propre de Vn est

déterminé suivant la règle en A.1 par le type d’homotopie d’un couple compact

(Y,B) qui est un espace de Poincaré à bord, de dimension n , où Y , et où

n1(B) - O (pour tout point base). D

PROPOSITION A.5.- Considérons les 4-variétés V4 orientées simplement connexes

de type fini et sans bord, ayant un seul bout, et un Tr 1 -systéme à l’infini trivial.
Alors, pour une telle v4 1 la forme d’intersection (y sur H2(V4) a déterminant

~ 1 , et cy détermine le type d’homotopie propre de V

Preuve de A.5. Dans le couple compact (Y,B) offert par A.4, on voit que S3 ,



que (bouquet de 2-sphères) , et que 03B1 a déterminant + 1 . D’a- s [MiH,

p. 103-105] (résultat de Pontrjagin et Whitehead), cY détermine le type .vomoto-

pie de (Y,B) , lequel détermine le type d’homotopie propre de V4 par A.1. []

THÉORÉME A.6.- Avec les données de A.5, le produit (V x S est une 5-

variété topologique près x S1 .

Pour cette conclusion, il suffit, en fait, que V x S~ ait un voisinage

ouvert de l’infini homéomorphe a S2 x S 1 x R .

Indications pour A.6. D’abord V4 x S1 vérifie la deuxième hypothèse car la tech-

nique d’engouffrement permet de montrer [GHS] que ~ x S1 a un voisinage

dans V4 x S qui est un revêtement infini-cyclique d’une 5-variété close

- S x S x S h laquelle est ~ S xS xS par un calcul chirurgical. (Voir

[KiS, p. 264-288~ ; on a S (S x Tn) = 0 , k + n  5 , bien que

x Tn) - G/TOP] . ) Cet argument marche si V x S 1 est près de l’infini

une 5-variété sans bord, et que son bout est "docile de type S3 x S1 ".

A ce point, on trouve qu’il y a un h-cobordisme propre (et inversible) "vers

l’infini" entre V et S 3 x [0,oo[ . . On en déduit que (V U S 1 est homéomor-

phe près de ~ x S a ( (S x °°) x S1 ~ R x S . L’argument de "meshing"
qui me permet de montrer ceci est la célèbre technique de A. V. Cernavskii exploité

,

aussi dans [Ki1J. Les détails constituent une des deux preuves de mes résultats de

[KiS, p. 212] (Nice 1970). L’article [83] cité la n’est jamais paru ; il a été

perdu pendant quelques années sur le bureau d’un collègue ! Il vaut donc la peine

de résumer l’argument de meshing nécessaire, par le diagramme ci-dessous. (D’ailleurs

on peut envisager une preuve par résolution CE de (V U ce) x R en 5-variété.)
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