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Séminaire BOURBAKI 518-01

30e année, 1977/78, n° 518 Février 1978

LA DEMONSTRATION DE FURSTENBERG DU THEOREME DE SZEMEREDI
SUR LES PROGRESSIONS ARITHMETIQUES

par Jean-Paul THOUVENOT

Introduction

En 1936, Erdds et Turan ont conjecturé que dans toute suite d'entiers de densité
positive, on peut trouver des progressions arithmétiques de longueur arbitraire.

K. F. Roth [4] a montré que c'était vrai pour les progressions de longueur 3 et

E. Szemerédi a démontré la conjecture en toute généralité dans [5]. Sa démonstration
est combinatoire. H. Furstenberg a donné dans [2] une démonstration entidrement
différente du Théoréme de Szemerédi aprés l'avoir traduit en un énoncé équivalent
dans le cadre de la théorie ergodique. Nous donnons ici une présentation de son
travail. La stratégie que nous suivons est essentiellement conforme a celle de [2],
et il n'y a, méme dans les étapes intermédiaires, aucun résultat qui ne soit prati=~
quement contenu dans [2]. Mais le point de vue général, les démonstrations, sont sou-
vent différents. Ce point de vue, toutes ces démonstrations sont dus & la colla-
boration de D. Ornstein, Y. Katznelson et S. Varadhan et ont été exposés & Paris VI.

par Y. Katznelson dans son cours de 3&me cycle (Automne 1977).

DEFINITION 1.- Une partie E de Z est dite de densité asymptotique positive s'il

existe un nombre ¢ strictement positif et deux suites d'entiers N, M £=z1,

) ’

telles que :

(a) NE - Me — +® quand £ — +o ,
4 ]
(b) ———Ne =T, card(E N [M ,Ne]) —> o quand f—s + ® .

Notre but est de montrer le

THEOREME 1 (Szemerédi).- Si une partie E de % a une densité asymptotique posi-

tive, elle contient, pour tout entier positif k , une progression arithmétique de

longueur k .

Pour le démontrer, nous produisons d'abord un nouvel énoncé :

THEOREME 2 (Théordme ergodique de Szemerédi-Furstenberg).- Si T est une bijection

bimesurable préservant la mesure de 1'espace probabilisé (x,¥,m) , étant donné

k un entier plus grand que 2 et un ensemble A dans A tel que m(A) > O ,

. . . 2 -
il existe un entier n tel que m(a N T"a N 2% n...n ok=Doyy > o |

Lemme 1.- Le Théoréme ergodique de Szemerédi-Furstenberg entrafne le Théoréme de

Szemerédi.
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518-02
Démonstration

Soit E une partie de Z de densité supérieure « strictement positive. Cela

entraine qu'il existe une moyenne L sur Z invariante par la translation S ,

Z
(Sx = x + 1) , telle que L(E) = a . Soit X = ({O} ,{1}) muni de la transla-

tion T (i.e. si x = (xn)nez s Tx = (xn+1)nez ). Etant donné un cylindre de X ,
c = (xo = Eo T 81 reees XS Er) ou Ei =0 ou 1, O0<1i<ryr , on pose
2 r
(M m(c) =L(E. NSE, NSsE. N... NSE_)
3 € € €
o 1 c 2 r
N = i = = i € = .
ou Ee, E si Ei 1, EE' E si i [¢]
i i

Alors m définit une mesure de probabilité T-invariante sur X muni de la tribu
U associée & sa structure d'espace produit. Si on prend pour A 1'ensemble

(xO =1), m(A) =& , et le théoréme 2 se traduit a l'aide de (1) par l'existence
d'un entier n tel que

LENSENsPEn ... ng* Mg 5o

et les progressions arithmétiques de longueur k , de pas n , dans E , ont une

densité asymptotique positive.

Remarque.- On peut montrer directement que 1'implication réciproque dans 1'énoncé
du lemme 1 est vraie.

On appelle systéme, et on note (X ,m ,m,T) la donnée d'une bijection bime-
surable, préservant la mesure, de 1l'espace probabilisé (X ,¥,m) . Le systéme
(x,¥%,m,T) est dit ergodique si m(AATA)= O entrafne m(A) =0 ou 1 . Il est
dit faiblement mélangeant si son carré cartésien (XxX,U®YU, m®m, TXxT) est

ergodique.

DEFINITION 2.- Soit (X,¥,m, T) un systéme. Un ensemble A de ¥ de mesure posi-

tive est dit (L.B.) si, pour tout entier k > 0 , il existe un nombre € > O et un

entier L > O tels que la suite des entiers n € N pour lesquels
(k=1)n

m(a N 82 N 2" NN T A) > € soit a lacunes bornées par L . Si tout ensem-

ble A de ¥ est (L.B.), on dit que le systéme (X,¥,m,T) a la propriété (L.B.).

On va montrer, en fait, un résultat un peu plus fort que le Théoréme 2.

THEOREME 2'.- Pour tout systéme (X, ¥, m,T) , si A€ YU et m(A) >0
N

lim inf 2 1% m(a N T7A N...N
n=1

T(k-1)nA) >0 .

Pour démontrer ce résultat, on va parcourir un certain nombre d'étapes dans

le domaine de la théorie ergodique.
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Lemme 2.- Si (X,%,m,T) est faiblement mélangeant et si £, f

@
k fonctions de L (X,¥,m) , alors :

N
1 n 2n
||ITIn§1Tf1T f2...T ffmffm...[fkml‘z_,o,

quand n —» ® . [Par T'f , on désigne

Démonstration
Ce résultat se démontre par récurrence. Pour k = 1 , c'est exactement le Théoréme

ergodique de Von Neumann. Pour le montrer au rang k , il suffit de prouver que si

Zi1=

oo |

quand N— + @ Soit H un entier positif. Alors :
n+H 5
. Py X4
()2 < (—) +-Z > ade p?e L. g am
k : 1 2 k
n=1 j=n
N

1 H - V3l 3 n 23, (k=1)n k3
< o() 3 Z Z — [(f1T £OT (£,777F,)...7 (£, 7€) dn.

n=1 |j)SH H

2
DI S S ” et si [f dm =0, alors M (N) — O
1T 2 ko K x

A 2 . @
On a utilisé que x est convexe, que les fi sont uniformément bornées dans L

et que T préserve la mesure.

Si € > 0 est donné et si N > N, (H) 1'hypothése de récurrence entraine :

2 H H - 131 b k3
(Mk(N)) < o(ﬁ)+e+ Z .ff{r f1dm,..[fk’r fkdm.

2
I3lse H
Comme T est faiblement mélangeante et comme ‘fgk dm = O , on a que

j}kajfk dm —> O quand j—s + ® sur un ensemble de densité 1 . [Ce résultat
"classique" se voit aisément en appliquant le Théoréme de Von Neumann a
fk(x)fk(x') dans le carré cartésien de (X,¥Y,m,T) .] On choisit H de fagon
que la derniére somme soit plus petite que € . Il existe alors N2 tel que

N > N2 entraine (Mk(N))2 < 3g .

DEFINITION 3.- Deux gystémes (X U, m, T) et (§ , U ,5 ,5) sont isomorphes s'il

existe deux ensembles invariants X1 dans X et 21 dans X tels que

m(X1) = 5(§1) = 1 et une bijection bimesurable ¢ de X1 sur §1 qui envoie m

sur m et telle que pour tout x de X1 ' T Y(x) = ¢ T(x) .

Dans toute la suite, tous les systémes que nous considérerons seront définis
sur un espace de Lebesgue : c'est-a-dire que (X , U, m) sera isomorphe au segment
o, 1] muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue. Le lemme suivant

est af & Rohlin ([1], [3]).
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Lemme 3.- Soient (X,¥,m,T) un systéme ergodique et B une sous- 0 -algdbre

T-invariante de ¥ (i.e. si B&€®B , TBE B ). Alors, il existe un systéme

x, 211 sm,,T,)) et une application mesurable x — ‘er ;X €X1 , dans les bijec-

tions bimesurables préservant la mesure de (X2 ’ 912 , m2) telles que le systéme

(X1 XX, , 911 ® ‘«’12 Fmy ® m, , T) ol la transformation T est définie par

'I‘(x1 , x2) = (T1(x1) , \UX (xz)) soit isomorphe & (X, ¥, m,T) de telle maniére que,
1

dans cet isomorphisme, la tribu ‘«“1 X X

5 soit envoyée sur B .

[L'espace des transformations qui préservent la mesure sur (X2 , 2

2
de la structure borélienne associde a la métrique d(\l;1 R \112) = Z 1 m2(1{;1An AtzAn)
nz0 .n

N\ z . . 2
ou A deésigne une suite dense d'ensembles dans 9«[2 .]
n

Remarque.- Dans cette décomposition le systéme (X1 ’ 911 ,m, T1) est canonique

1
[on le notera (X% ,B,m,T) ] mais la famille '&X ne l'est pas. [La sous-tribu
de ¥ image de mz X X1 n'est pas canonique.]

Conservant les notations du lemme 3, on introduit la

DEFINITION 4.- Etant donné (x,¥%,m, T) un systéme ergodique et B une sous-

O-algeébre T-invariante de ¥ , on appelle produit cartésien B-fibré et on note

(x,%,m,T) %3 (x,¥%,m,T) le systéme

(X, X X, % xé,ﬂ1®ﬂ2®‘<’lé,m1®m2®mé,’f‘) défini. par

m ' = [ L) 1 [ S : 4
T(x, 0 %, %)) (T %, ‘llx1(x2) , ‘UX1(X2)) . [(X2 +A),m}) est une copie de
U
(X2 W mz) -]
Il est aisé de vérifier que ce systéme est bien défini indépendamment du
choix de \Ux . On dit maintenant que (X, U, m,T) est B relativement faiblement

mélangeant si (X, ¥, m, T) ) (x,¥%,m, T) est ergodique.

Lemme 4.- Si (X,¥,m,T) est B relativement faiblement mélangeant, et si

f1,f

(e}
2""'fk sont k fonctions de L(X,Q‘,m) alors

N
1 n 2n kn n= 2n= kn-
N cee = o + .
"N HZ_1 (re, e, T e - TETTE, TUE,) “2 —30 quand N— + @

[on note £ = Eﬁf ]

Démonstration

Pour k = 1 , le lemme est vrai pour la méme raison que précédemment. Or

224
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N
1 2n kn
: e |
"NZ(Tfo Tfk TfT f2 )
N
- jn= j+1)n kn
| > (rPE....oPE R O
-1 1 J j+ k
n=

n-— (3+1)n= (3j+2)n kn l
T f1...T fj+1T fj+2"’T fk) ) .
I1 suffit donc de prouver que

- jn= _(j+1)n kn "
Mk'j(N) ” Z TfT f .7 f'I‘ fj_H...T £l

vérifie Mk j(N)._.> 0 quand N.s + ® et quand Ej+1 =0 ,0%3jsk-1.
’

by

Un calcul identique & celui de la démonstration du lemme 2 nous donne ( H est
un entier positif)
" -1 - 8- - 2p- j j+1
s )2 (—)+-Z 2 =7 f1Tef1)Tn(f2T efz)...Tjn(f._HT(J )gf_+1)..
n=1 \{{€<H H J J
plk=Mn ¢ Tkef yém
. K Kk .
Si €& > 0 est donné et si le lemme est vrai jusqu'au rang k - 1 , alors il existe

N1(H) tel que si N > N1

(3+1) £
fj+1)|-.

- qp=
My )’ (—) ves 2 22 . _]‘“(f 'z e - ||(ij3 fj)llml(fj+1T

\¢l<u —_—
.. H(fka fk)”de .

Mais coome T est B relativement faiblement mélangeant,

2
(5+1)€ L =
+1°T fj+1) > 0 (fj+1

(fj = 0) quand e —> + ® gur un ensemble de

densité 1 . [On le voit en appliquant le théoréme ergodique dans le produit fibré

ZJ\Ez

2

1 ’ s
a J+1(x ,x )f 1(x1,x2) . Alors —>0 .] La démonstration

s'achéve maintenant comme celle du lemme 2.

Remarques.~ 1) Le lemme 4 est encore vrai dans le cas suivant :

s 2
Dans le systeme (X,T) X (X,T ) X ... X (X,Tk) , la tribu des ensembles inva-

riants est contenue dans B® B® ... ® B (k fois).

2) Ce lemme dit que si tous les ensembles d'une sous- O -algébre B de U sont
(L.B.) et si T est B relativement faiblement mélangeant, alors T a la propriété

(L.B.). [En particulier, le Théor&me 2 est vrai si T est faiblement mélangeant.]

DEFINITION 5.- Soit (X, ¥, m, T) un systdéme ergodigque. Soit H un espace homogé&ne

d'un groupe compact métrisable muni sur sa tribu borélienne ®B(H) de la mesure ™

image de la mesure de Haar de G et @ wune application mesurable de X dans G ;

le systéme (X X H,¥Y ® B(H) ,m® ™, T) daéfini par T(x,h) = (T(x), &(x)h) est
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appelé extension isométrique du systéme (X, ¥, m,T) .

Lemme 5.- Soit (X,¥,m,T) un systéme ergodique. Soit B une sous- O-algdbre T

invariante de ¥ ., Si T n'est pas B relativement faiblement mélangeant, il

existe une sous-~ 0—alg‘ebre ¥ de U, T-invariante contenant B strictement,

telle que le systéme (xe ,®,m, T) soit isomorphe i une extension isométrique de

()%Bliafm'T) .

Démonstration

L'hypothése entrafne que (X Ly U, m, 1) 3 (x,%,m, T) est non ergodique. On reprend
les notations du lemme 3 et de la définition 4. Soit I un ensemble T-invariant de
mesure positive différente de 1 dans X1)<X2)<Xé .81 x = (x1,x2) et

X = (;1;;2) sont deux points de X1 X X2 ;, on pose :

~ = ' - el ~ T L]
d(x,x) = va ‘ 1I(x1,x2,x2) 1I(x1,x2,x2) ' dm2 .

d(x;;) définit une pseudo distance sur X1 X X2 . L'invariance de I entrafne :
d((x1,x2),(x1,x2)) = d((T1x1, ‘l’x1(x2)),(T1x1 ,¢x1(x2)) L ¢x1 est une isométrie

de x, X X sur T, x, X X2 .] Soit B(x1,x ,€) pour désigner la boule de centre

1 2 171 2

(X1,X2) , de rayon € , associde a 4 .
1
(1) Pour tout n =z 1 , la fonction (x1,x2) — (B(x],xz,—)) est T-invariante
1 n
et égale presque partout 4 une constante positive, car T est ergodique et I n'est

pas B-mesurable. [Par m , on désigne la désintégration de m suivant X, s
1
= A) .
[y m (Ram, = m@) .]
1 1
On prend X} tel que m1(X1) = 1 pour lequel toutes les fonctions précédentes

sont constantes partout.

(2) pour chaque %, G,X: , la fibre (x1 X X2) est précompacte ¢ soit € > 0 . Si

i €
BX (x; ’5) , 1€ I , est une famille maximale de boules disjointes, alors I est
1 . :
fini d'aprés (1) [ B (xi Sy - (x. xx) N B(x. ,x.,€) ] et les B (x_, €)
’ x1 272 1 2 17721 x1 ! ’
. 1
i& 1, forment un recouvrement de (x1 X X2) . Pour chaque X, dans X1 , Soit
(x,H(x,)) 1l'espace compact, qui est le séparé complété de (x1,X2) muni de la

métrique d . Si (x1,x2) est dans (x1,X2) , on note (x1;;2) sa classe dans

(x,/H(x)) .

. 2 1 2
(3) Il existe un ensemble X1 [t X1 , m(XT) = 1 tel que pour tout couple de points
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N 2 . . . /
(x1,h1) ’ (x2,h2) ou x1 , x2 sont dans X] , il existe une isométrie ¢ de

(X1,H(X1)) sur (XZ'H(X2)) telle que @(x1,h1) = (x2,h2) : en effet, il existe

un point (x ,x ) , une suite de nombres positifs € ‘\ O , et une suite d'ensem-
o'"o k

bles Ak de mesures positives, contenant (xo,;o) , de diamétres plus petits que

ek et tels que si (x,y) est dans Ak , alors une partie de la fibre (x,X2) de

m mesure plus grande que 1 - Ek soit contenue dans le voisinage VE de la
X
k

fibre (x ,X.) .
o 2

[pPour voir celd, on note que
€ €
(1) il y a une suite T =< i3 telle que m (B(x,y, —k)) > 10 10 V (x,y) dans
1 k 2 X 2 k

X i
X1 X2

(2) il y a pour tout k une réunion finie de cubes disjoints Kk , J €J , tels
J

k .

que m((U K,) A I)<n4 ;

i ) x

(3) si Ek est l'ensemble des (x1,x2) dans X: X X2 tels que
k 3

i xa (U<, mEHy>1-10

x1,x2 3 J k k k

(4) si Fk est l'ensemble des x dans X, tels que mX(Ek) >1 -1

kl
- 2
> 1 - ;
m1(Fk) ﬂk
.~k s 1 ’1 2 k k,.c
(5) si Kj est la partition de X1 dont les €léments sont prx (Kj) ,(prX (Kj)) ’
1 1

, ~ ~k
la réunion Pk des atomes p de \/ K. tels que m1(p n Fk) > (1 - ﬂk)m1(p)
j€g

a une mesure plus grande que 1 - ﬂk et on prend (xo,;o) dans

(1 Ne)xx, N .
. ((F, Np) xx, NE) .]
£ . - . . 2
Le théoreme ergodique ponctuel entraine qu'il existe un ensemble X1 de mesure 1

2
tel que, pour tout X, de X1 , pour tout k , pour m presque tout (x1,x2) '
1

. . . n _ oD
il existe un entier n(k) tel que T (x1,x2) (T1x1 ,an_1 °,..0 WX1(X2))

% ° *Tn—Z
1 *4

soit dans A . Soit (x,,x,) dans (x; X X,) . On peut alors définir & , appli-
n

cation de (x1,X2) dans (xo,X2) telle que :

(a) |d((xo P ‘I?n(y)) s (=, i‘n(y'))) = allx ,y) (x1,y'))|< €,

1 C > -
pour tout couple (x1,y) , (x1,y ) dans Ck (X1,X2) avec mx1(ck) 1 Ek '

(b) actx_, Qn(x2)) P X oex D) < g

On construit alors par un procédé diagonal une isométrie & de (x,,X,) sur

(Xo'x2) telle que @(x1,x2) = (xo,xo) .
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(4) I1 y a donc un groupe compact G et un sous-groupe fermé K de G tels que

. . ~ 2
si on fixe (x1,x2) dans (X1,H(x1)) ’ (x1€E X1) , 11 y ait une unique identifi-
cation I _ de (x1,H(x1)) a H= G/K de fagon que I (x1;;2) =eK (e
X 0%, Xqr%y

1'élément neutre de G ). Soit m 1'unique mesure G-invariante sur B(H) . Soit

e la sous- O-algtbre de ¥ obtenue & partir de la relation d'équivalence x ~ x'

si x1 = x;
©: (X, B, m) —s (X xH,d®B(H),m ®m) définie par

et d((x1,x2) ,(x;,xé)) = O . Pour tout x dans X2 , l'application

@(x1;;2) = (x1 , I ij1,;;)) est une bijection bimesurable. [On le voit en exa-
X, 0%
minant la construction précédente.] Soit L une section mesurable de G/g —> G .
—_—~
Soit Q(x1) = L(I N}(T1x1 ,Wx (x1,x))) . $® est une application mesurable de
(T1X1,X)

X1 dans G et ® définit un isomorphisme entre T agissant sur xe et '5 agis-

sant sur (X1 X H) par

T(x1,h) = (T1(x1) ,@(x1)h) .

DEFINITION 6.- Un systéme (X ,m ,m, T) ergodique est dit distal s'il existe une

famille dénombrable de sous-tribus T-invariantes de ¥ indicées par des ordinaux

ﬂn , < ﬂo telles que ﬂn =9, %1 =V (la tribu triviale), pour tout
o

< < A . . oo
g n., %E ﬁn , (x%n+1 ,%n+1 ,m,T) est une extension isométrique de
(an ,ﬂn ,m,T) et si & est un ordinal limite %E = 1im 1 ﬁn M7 €.

Comme corollaire immédiat du lemme 5, nous avons le

THEOREME 3.- 81 (X ,ﬁ ,m, T) est un systéme ergodique, il existe une sous- O-

algétbre T-invariante B de ¥ telle que :

(1N (X ,B,m, T) est distal ;

(2) (X ,ﬂ ,m, T) est B-relativement faiblement mélangeant.

Remarque.- En fait, B est canonique et peut s'identifier a la plus petite sous-
O-algébre de ¥ telle que (2) soit vrai. On est donc ramené & étudier le "cas
distal".

Lemme 6.- Soient (X,¥,m,T) un systime et ﬂn , n 21, une suite croissante

de sous- O-algébres T-invariantes de U telles que, pour tout n = 1,

(XSB ,B ,m,T) ait la propriété (L.B.) et que ¥ = lim ) %n . Alors (X,¥%,m,T)
n et que 42.0rs
n

a la propriété (L.B.).

228



518-09

Démonstration
Soit k > O et soit A dans ¥ . Il existe n > 0 et A dans %n tels que
m(a N An) 1 _
> 1 - . Soit A dans A l'ensemble des x de X tels que
m(A ) n n
n 100k n

. [ m_  est une désintégration de m suivant %n .] alors

m(ANA)>1-~- >
X n 10k

)m(A) et si € et L sont associds a En pour k ,

m(A ) > (1 -
n 10k

1
(3 (1 - ]2) et L conviendront pour A .

Lemme 7.- Soit (X,¥,m, T) un systdéme ayant la propriété (L.B.). Si

(2,¥9,m,T) est une extension isométrique de (X, ¥, m,T) , ce systéme a aussi

la propriété (L.B.).

Démonstration

On reprend les notations de la définition 4. Alors

(X,%,m,T) = (xxH, Y®BH) , m®%,T) avec T(x,h) = (Tx, &(x)h) ol X—>G :
x —> ®(x) est mesurable.

(1) Soit k positif et soit A dans ¥ ® B(H) tel que m(A) > 0 . Il existe deux
ensembles mesurables A1€91 et A2 dans ®B(H) , de mesures positives, tels que,

El(Ar\Az)
pourtoutxdeA1,—XT——————>1- 3
m (A_) 10k
x 2

(se démontre comme le lemme 6).

(2) T1 existe un ouvert U0 de G , voisinage de 1'élément neutre, tel que si

~

~ m(AZ)
geuo , m(gAZAA2)< > .

10k

. s Lo k .
(3) Il existe une partition finie de G , R1 , R2 , R3 P RS et des entiers
positifs finis m1 N ms tels que si ;i , 1 <is< mj , sont m, éléments

~ o~ ~ L, o k

de R, , alors 9y 95 -+ 9 est un élément du voisinage UOXUOX... XUO de G .

J
(4) Soit @k n(x) l'application de X —> Gk :
’

x = @ ™ ™ N e e L e TP e T e BT e e

@—1(T—(k—1)nx)@_1(T_(k-1 )n—‘lx)“ .®-1(T_1X)) .

(5) On @éfinit par récurrence une famille d'ensembles A(j) dans U , et trois

suites d'entiers af(j) , b(j) , n(j) , j =20, de la maniére suivante :
pourj=O,A(O):A1 , a(o) =1 , b(o) =0 , n(0) =0 .

Si B est un ensemble de U et p un entier positif plus petit que s , on appelle
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Q(p,B) 1la question suivante : existe-t-il un entier n et un ensemble B de

mesure positive dans U tels que :

Wi

(a) pour tout x de R % (x) € R
n p

k,
m Bcentsnr®sn... nokng

?

Si Db(j) = ma(j) - 2 , on pose O(a(j) , 2(j)) . Si la réponse est positive, elle
produit n(j + 1) et A(j + 1) et on pose a(j + 1) = a(j) , b(j+ 1) =Db(j) + 1.
Sinon on pose Qa(j) + 1,A(3)) , Q(a(j) + 2,A(3)),... et le premier entier g
tel que Q(a(j) + g, A(j)) soit positive, fournit n(j + 1) et A(j + 1) . On

pose alors a(j + 1) =a(j) +q, b(j+ 1) =1, 8i Db(j) = 1 , on pose

m
a(3j)

Q(a(j) + 1, A(3)) et si la réponse est positive, elle produit n(j + 1) , A(j + 1)

et on pose a(j + 1) =a(j) + 1, b(j+ 1) =1 . Sinon, on continue comme précé-

demment, La récurrence s'arréte & 1'indice t tel que ou bien a(t) = s ,

2

b(t) = m, - 1, ou bien b(t) = - 1 et la réponse & Q(a(t) + g, A(t)) est

m
a(t)
négative pour tout g tel que 1S g=<s - a(t) .

Soit J 1l'ensemble des entiers j dans [1,s] tels qu'il existe un 4 te1
que a(f) =3, b= mj - 1 . Comme A(t) est (L.B.) par hypoth&se, il existe

51 > 0 et L1 entier tels que, pour tout entier no , 11 existe 50 tel que
n (k-1)n

In, - n | <L, etsi Aty =am)NT%@Nn...n T Cact) , m(A(t)) > €

1 1

€
et la construction entrafne gu'il existe un ensemble A%t) C A(t) m(A1(t)) > =

et un entier j & J tel que, pour tout x de 51(t) , ¥ _(x)E R, . Soit
k,no J

I(j) 1l'ensemble de tous les indices m tels que a(m) = j et soit

N(j) = Z n(m) . Alors
mEI(j) _ _
nO+N(j) 2(no+N(j))
mx((A1xAzﬂA)ﬂT (A1XA2ﬂA)T (A1XA20A)
(k=1) (R _+N(3)) ( - l)”‘
o o (A1><A20A)) > 1 o m(Az)
pour tout x de 51(t) .

€
, - 1 1\~
Par consédquent, A est (L.B.) avec € = 7;‘ (1 - i) m(A2) et

L = L1 + sup N(j) .
jed

Fin de la démonstration du Théoréme ergodique de Szemerédi-Furstenberg

Du Théoréme 3, des lemmes 6, 7 et 4, il résulte que le Théoréme est vrai quand

(x,¥%,m, T) est ergodique. [I1 a en fait la propriété (L.B.).]

[Dans le Théoréme 2, on ne considére que l'automorphisme d'espace de Lebesgue
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@©
qui provient de la restriction de T a la O9-algébre Y TP, P la partition
c
(a,a7) ]

si (X, U, m,T) n'est pas ergodique, soit I 1la tribu des invariants et
soit m_, x €Y , la désintégration de m suivant T . Soient A de mesure
positive et k un entier positif. Comme T est ergodique sur chaque fibre, la
propriété (II\_I,.B.) entraine que dés que mx(A) >0,
lim inf % Z m(anNTAN...N plk=1in

A) > O et le lemme de Fatou entraine

N
1 -1
lim inf I Z m(A TnA e T(k )nA) >0 .
1 n
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