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Séminaire BOURBAKI
28e année, 1975/76, n° 476

476-01
Novembre 1975

LES DIFFEOMORPHISMES DU CERCIE

[d'aprds M. R. HERMAN]

par Harold ROSENBERG

Introduction

Nous considérons le groupe G(r) des ct difféomorphismes du cercle T qui

conservenl l'orientatiion ; 0 £ r £ . Ce groupe, muni de la ¢t topologie, est un
espace métrique complet. Du point de vue topologique, Arnold (et Peixoto) [1], [7],

ont démontré que les difféormorphismes qui sont C1 structurellement stables sont
un ouverl dense dans G(r) , qui admet une classification simple par leur nombre de
rotation (qui est rationnel) ef un nombre fini de points périodiques hyperboliques.
Mais cet ouvert dense est petit du point de vue de la mesure. Si on se place en une
rotation irratiomnelle Ru , la "probabilité" qu'un poinl voisin soilt de nombre de

rotation irrationnel est Lrés voisine de 1 . Les ouverils de nombre de rotations

rationnel ont une frontidre avec un cusp dont les branches sont trés proches en

Ra . Par exemple, la famille & deux paramétres dans G(w)
f (x)=x+eccosx+a.

Je reproduis ici, la figure d'Arnold qui montre les régions de nombre de rotation

p = constant par rapport & a et € . On "voit" que quend ¢ - O

{a/ p(fa e) ¢ R -Q} tend vers 1
' €

, la mesure

~in

Arnold a démontré :

THEOREME.- Soit f 1z -

b 2 +a + F(z,b) une famille de transformations, holomor-
a'!

phe dans |Im z| < X, |b[ < bo , et F(z,b) de période 1 en z , F réelle sur
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R et IF(z,0)] < L|b| . Alors

™
) meSub
lim ——2 = 4
b=0 bl

ol E, = {(u,v) ¢ l:0,1]><[0,):>][fu’v est analytiquement conjugué & une rotation irra-
tionnelle}.

Arnold décrit aussi plusieurs exemples dans la nature ol les rotations irra-
tionnelles sont fréquentes : relaxation des oscillations, le probléme de Dirichlet
pour l'équation d'une corde, les systémes hamiltoniens.

Considérons un difféomorphisme f de T conjugué & une rotation irrationnelle

R :f = g‘1%yg . La conjugaison g est l'intégrale d'une mesure de probabilité

w invariante par f . Donc 1'étude de la mesure u donnera les renseignements

sur g . Le théoreme de Denjoy [2] dit que si f est de classe C2 et

p(f) € R-Q, alors il existe un homéomorphisme g de T tel que f = g~1%yg R

a = p(f) . Arnold était le premier & montrer que g n'est pas forcément C1 . Voici
1'idée. Un difféomorphisme avec un nombre fini de points périodiques laisse inva-
riant une mesure qui est singulidre, la masse est concentrée en les points pério-

diques. Soit @ wun nombre de Liouville, c'est-a-dire un nombre irrationnel trés

bien approché par les rationnels. On construit une suite de difféomorphismes fi

P. Pp.
qui convergent vers f , p(f,) === , la - *&1 < J; R p(f) =« , et la nature
Yy 4 q

singuliére des mesures invariantes par fi persiste dans la mesure invariante par
f ; bien que cette mesure soit sans masse atomique. Herman a généralisé et simpli-

fié cet exemple d'Arnold. Nous décrirons cela dans le numéro 4.

Arnold a démontré que si « est un nombre diophantien (loin des rationnels)
et si f est un difféomorphisme analytique, proche de Ry , et p(f) =« , alors
f est analytiquement conjugué & Ra . Ce théoréme a été généralisé par Moser et

Herman [6], [4].
THECREME.~ I1 existe A< [0,1] - Q, de mesure 1 ; si & € A , il existe un voisi-

nage zy de %y dans la C3 topologie, tel que si f ¢ G(r) , r23, f¢ V&

et p(f) =a , alors f est Cr-2 conjugué a Ra . De plus, si f ¢ Va N Glw) ,

p(f) =« , alors f est ¢ conjugué & %1 . I1 en est de méme pour G(w) . (Soit

1

0<e<3, A={a Iil existe ¢ tel que pour tout g B ]a - gl 2 ==

q2+e
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Les nombres diophantiens sont de mesure 1 dans {0,1] et ils sont maigres.

H

Les Liouvilles sont de mesure zéro et résiduels. Arnold a conjecturé :

I1 y a un ensemble A de mesure 1 dans [0,1] - Q, tel que si f € ¢(w) ,

p(f) € A, alors f est analytiquement conjugué 2 une rotation.

Cette conjecture n'est pas résolue (que je sache). Herman a démontré qu'il

+ .
suffit d'obtenir une conjugaison dans C1 € pour presque tout nombre de rotation.

THEOREME.- Soit A = {@ € [0,1]|il existe C> 0 et € > 0 tels que

|la - gl > éle pour tout g €Q} . Alors si f € G(»), p(f) =a et p(f) €A,
qQ

1+e! N
S'il existe €'>2e tel que f est C conjugué a %ﬂ , alors f est C°

conjugué & R, - (Remarquons que mesure(A) = 1 .)

Herman a introduit des invariants Kr et Hr dans G(r) qui donnent beau-

coup de renseignements. Voici un exemple. Soit 0: = {g—1Rag lg € 6(r)} et soit

d» = g O; . Soit O® 1la fermeture de 0" dans G(@) pour la (ot topologie.

THEOREME .~ Les deux propriétés suivantes sont génériques dans o

1) f est c® conjugué & une rotation irrationnelle, soit f = g_1Rag

on a presque partout Dg = Dg_1 =0

2) le centralisateur C:ID de f a la puissance du continu.

11 y a une multitude de résultats intéressants dans le papier de Herman [4].
J'en ai choisis quelques uns pour les exposer ici ; j'espére que je lui rends jus-—

tice.
Voici 1l'organisation du papier :

1. Préliminaires : nombres de rotations et critéres de conjugaison
2. Les invariants Kr et Hr

3. Les centralisateurs

4. Les exemples d'Arnold et Herman : la mesure singuliére

5

. La catégorie de Q§ : des voisinages de Ra
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1. Préliminaires
Nous noterons DT{T) 1le groupe des CT difféomorphismes de R qui s'écri-
vent f(x) = x + ¢(x) avec @ une fonction 2 périodique ; c'est le revétement

universel de G{r) avec la topologie C* . Quand on veut distinguer entre f et

sa projection dans G(r) , nous noterons T 1la projection.

1.1 Nombre de rotation. Soit f € DO(T) et soit P une mesure de probabilité

invariante par f . Alors le nombre de rotation de f :

p(£)

i

. (x) - x '
u(w) = lim ——— pour tout x € R .
n-w n

n
. fo" -1
Naturellement f = Id + ¢ , on peut voir la convergence de -—-——Ji vers p(¢)
n

de la fagon suivante :

n-1
Px) -x = 9 ol (x),
i=C
d'ol u(fn - 14) =11u(¢) car p(w o f) = p(¢) .
Alors |V(x)| = 'fn(x) - X —11p(¢)[ < 1 parce que § s'annule en au moins un point

et max ¢ ~ min § £ 1 .

Maintenant si T € G(0) , on choisit un reldvement f € DO(T) et on définit
o(f) = p(f) mod. 1 . C'est clair que pour n € 2, p(f+n) =p(f) +n, donec
p(T) est aéfini mod. 1 c'est-a-dire p : D(T) = R et p : G(x) - T . I1

y aura peu de chance de confusion si on appelle les deux applications p .

1.2 Quelques propriétés de ¢

1) La fonction p DO(T) - R est continue ; et p est un invariant de

o . .
C conjugaison.
2) p(R,) =\
3) Si f, g € G(0) et fg =gf , alors
p(fg) = p(£) + plg) .

Four veir 3) facilement, on le démontre d'abord pour les éléments commutants de
D°(T) et ensuite, on démontre que les reldvements & D°/T) des &léments commi-

tants de G(0) sont commutants.
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4) (Arnola [1]) si £ € D°(T) , la fonction X v p(R,f) est continue crois-
sante surjective, et si p(f) € R -Q, alors p(Rxf) = p(f) entrafne & =0 .

5) si f € G(0) , elors p(f) = g si et seulement si f® a un point fixe.

Donc p(f) est irrationnel, est équivalent & f , est sens points périodiques.
6) Si @ €R-Q et g;1%mg1 = g;1Rdg2 » alors g =Rg, pour c € R .

Donc la classe de différentiabilité de la conjugaison avec une rotation irration-

nelle est bien définie. 6) résulte du fait qu'un homéomorphisme de T qui ccmmute
avec Rd , o [ Q , est aussi une rotation.

1.3 Critdres de conjugaison. Il y a plusieurs critéres de mesure et de géométrie
pour que f soit e

conjugué 3 une rotation. Nous décrirons ceux utiliszés (et
introduits) par Herman. Nous notons E; = p—1(d) nG(r) , O; = {g—1Rug| g € G{r)}

r,k _ .k
et 0’ =0, N G(r) pour ks .

Soient f € D'(T) et p(f) =& € R = Q . C'est bien connu que T est unigue-

ment ergodique (Fiirstenberg [3]), donc qu'il y a une unique mesure de probabilité

p invariante par f . La mesure p est sans masse atcmique car il n'y a pas de

point périodique. Soit g ¢+ R - R ; on pose :

»

X
E(X) = I ] pour 0 £ x <1
0

et glx +n) = g(x) + n . Alors g est continue, croissante, g(0) =0, g(1) =1,

et g est strictement croissante si et seulement si supp(u) =T .0n a

g(t(x) - g(£(0)) = &lx) - g(0)

car f*(u) = .

Done go f =R .g ol ¢ =g(£(0)) - g(0) = p(£) . Alors :

t.3.1 f est c® conjugué i Ra , o € R-Q , si et seulement si le support
de la mesure invariante par f est T .

On sait que quand p(f) = € R = Q , f & un ensemble minimal M unique,

et M=T oh M estun Cantor. Si M =T, fé();
M = supp(u) -

. On veit facilement que

Supposons que M soit un Cantor. Soient In les intervalles ouverts dans

T -M; £ opere librement sur les In car il n'y & pas de point péricdique. Les

lorgueurs des In tendent vers zéro car ils sont tous disjoints. On a
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fn(f-n(li)) = Ii , donc 1l existe une suite nj - o et des intervalies E. de

longueur tendant vers zéro tels que f J(Ej) ait une longueur fixée. Cela donne le

critere
1.3.2 Soient f € D°(T) , p(f) =a € R - Q , et supposons qu'il existe une

n.
suite n, - telle que {f 9} soit équicontinue. Alors f € q: .

Pinalement, quand &« € Q , o = g , nous avons bescin de
1.3.3 81 p(f) = g , feDNT) et %= R, , alors f est ¢"  conjugué

a R_.

£ A

4 fl - io
q

Mo

Démonstration. Soit g = . Alors g est strictement croissante
i=1

Drt
et si r21, Dg=2T>O.Onaaussi

2. Les invariants K et H
—_——— r — r

Soit f € G(r) , Herman définit

K_(f) = inf dr(fn,Id) ,
: nz1 r
ol dr est une métrique qui définit la C topologie sur G(r) . Si f ¢ q: ,

£ = g—1Rag , soit n, une suite d'entiers tels que na - 0 (mod. 1) . Alors

£t = g_1Rn o8 converge vers Id dans la topologie ¢’ . Donc Kr(f) =0 . Pour
i
r = 0 , Herman a démontré la récipreque :

THEOREME 2.1.- Pour £ € G(0) , on a K (£f) =0 si et seulement si f ¢ 0° .

Démonstration. Considérons d'abord le cas p(f) = B, par 1.3.3, il suffit
q
de voir que 414 si Ko(f) = 0 . Supposons, au contraire, que £ £ Id. Soit

n,
n, une suite tendant vers = telle que do(f *,1d) - 0 . Ecrivons
_ - : q-1
n, = kiq +r, avec 0s T, <q et ki o . Les points X f(xo),...,f (xo)

sont tous distincts ; X, est un point fixe de £ . Soit ¢ la plus petite dis-
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tance entre x et fl(xo) pour 1< 3i<Sgqg-1.Alors

v

n, T,
i i
do(f . Id) 2 Hf (xo) - xO ” 2 c o,
n.
sauf si T, = 0O . Mais f T Id , donc ri = 0 pour tout i . Maintenant, choisis-

sons un segment [a,b] sur T (avec a = b éventuellement) tel que 2a) =2,
£3(v)

q
Ja,bf par t% tendent vers a ou vers b. Donc c'est impossible que f tende
vers 1Id .

b et 3x) £ x pour a< x< b . Toutes les itérées d'un point f dans

Maintenant supposons que p(f) =« € R - Q . Si Ko(f) =0, il existe une
n. n,
suite n telle que f 9 = Id . Donc la famille {f J} est équicontinue et par

1.3.2, f¢ o;’ .

Comme premiére application de Ko(f) , nous démontrons que c'est générique

dans Es , @ € R -Q, d'étre conjugué a Ra .

THEOREME 2.2.- Soit « € R - Q 3 o; est résiduel dans Fg ; o;’o est résiduel

dans F; pour la C1 topologie. (Donc 1'exemple de Denjoy d'un difféomorphisme f

¢! , p(f) =a, et £ pas C° conjugué 2 R, , estun phénomdne maigre dans F; )

Démonstration. Pour chaque f ¢ G(0) , il existe un unique a(f) € R tel que
p(gy(f) o f) =« , par 1.2.4. Ceci entratne que Fﬁ est dense dans F: pour tout
k2r, car si g € Fg , on approche g dans la o topologie par f € G(k) . Puis

r . 2
Ra(f) °of €F etquand f-g, alf) 0 et %y(f) of = g . Done Fa est
dense dans E; et par le théoréme de Denjoy [2] et théordme 2.1, nous avons
-1 [¢] o
K (0) n F, dense dans o

Maintenant Kr est une fonction semi-continue supérieurement, donc

K-1[O, l[ =U_ est un ouvert. Alors U_N F° est dense dans F° et
o n n n o o
o ~1 o o o

00 =X '(0) N Fy = ( N U) Ny est résiduel.

nz1
Le méme raisonnement marche pour montrer que q;'o est résiduel dans F; .

Pour indiquer la complexité des espaces, j'annonce un théordme de Herman

sans démonstration. Le point de départ est l'exemple de Denjoy et nous allons faire
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des constructions analogues pour ol

THECREME 2.3.- Pour ¢ €R-Q, - Oo est dense dans o , et F' 1,0

est
o o o o

dense dans Fg (dense dans la c® topologie) .

Avant de donner des applications de Kr aux centralisateurs, nous introdui-

sons le H
T
L'invariant Hr . Soit g : R — R une fonction Z périodique et soit

lel, = sup le(x)| . Pour £€D°(1) , 1$r<>, nous posons
x€R

2 r
jpel_, = [pel + D8]+ ... + D £, -

’
Alors, Herman a défini

n
Hr(f) = zi?z IDf lr—1 .

Si me€2Z, D((Rm o £)™) = d(f™) donc H  est défini sur G(r) Hr prend ses

+ . . et . cs
valeurs dans R Uw et est semi-continu inférieurement. Dire que H1(f) est fini

veut dire que les dérivées n-izmes des itérées de f sont bornées.
- ~1
Si f=g 1Rag avec g € D°(T) , alors t = D(g R+g) est une application

continue et Z périodique, donc sup |Dfn[k <o pour tout k< r . Donc si f
nez

est C¥ conjugué & Ra , Hr(f) < o . Herman a démontré la réciproque.
THEOREME 2.4.— Soient £ € D'(T) , 1 S r<w, et f € G(r) , a = p(f) . Alors
T € q; si et seulement si Hr(f) <o .Si £ = Hr(f) <o et f = g-1Rag , alors
-1
<
logl__, + |2 |, (r+1)2 .

Si r=w , f¢€ d; si et seulement si Hr(f) < o pour tout r fini.

Démonstration. Considérons d'abord le cas p(f) = g . Nous savons déjd que si

% = Rp alors f € 0; ; donc il suffit de démontrer que f% £ Rp entralne

ffel

sup !Dfn{o =w . Soient & ,b€R, a<b, avec f3(a) =a , fq(b) =1 et
n

% sans point fixe sur Ja,bl . On peut supposer que 2 est croissante sur
b~ a

2(c-a)

Ja,b[ . Soit M > O et choisissons c € Ja,b[ tel que 2 M . I1 existe



476-09

n_q
n tel que f ° (c) 2 b;a , donc pour n2n_ , () 2 bza . Alors

IDfnq‘o 2M pour nZn_ et sup lDfn]o =w . Pour o irrationnel, nous allons
n

démontrer le théordme pour r = 1 seulement ; le cas général est plus difficile et
nous renvoyons le lecteur & [4]. D'abord nous avons besoin d'un théoréme de

Gottschalk-Hedlund [9].

THEOREME 2.5.- Soient X un espace métrique compact et f un homéomorphisme mini-
mal de X . Soit h € C(X) . Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1) il existe ¢ € C(X) tel que 9o f -9 =h ;
2) il existe x_ € X tel que
n .
i
zuepN |1§:_0 hf (Xo)|<w .

Démonstration. Clest clair que 1) implique 2), car
n-1 X
i n
;)hf (x,) =t (x)) - o(x,)

et ¢ est bornée sur X . Démontrons que 2) entraine 1). Soient F : X XR - X XR,

F(x,t) = (f(z),t + h(x)) . Alors F est un homéomorphisme et
-1 .
_n i
F(x,, 0) = (£%(x,) , §=ohf (x) -

Par 2), la fermeture de {F'n(xO , 0) ln € N} est compacte, donc contient un ensemble
minimal M de F . Soit p : X XR = X 1la projection ; alors p(M) = X puisque
f est minimal. I1 est facile de voir que M est le graphe d'une fonction
¢ :X = R etque 9o f-¢@="h.

Retournons maintenant & 1'invariant H1(f) . Soient f ¢ D1(T) ,

p(f) =0 €R-Q et H(f)<ew
Nous démontrons que f est ¢! conjugué & RQ . Nous avons
IDf"| <K donc inf(minDf") 2z §>0 .
0 n

Alors sup|Log Df"| < , donc
n

n .
sup ]Z Log Df(fl(x))] <o .
n i=0

Par le théoréme 2.5 et par 1.3.2, f est bien minimal, il existe ¢ € c(T) tel
que ¢ o f - ¢ = -Log Df . Posons
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n(x) = If é$(x).+c dx

U

ol c¢ est choisi tel que h(1) =1 .0Ona h ¢ D1(T) et
Log Dh o f + Log Df = Log Dh

D{(h o f) =Dh ,

soit he £f =R oh . Alors f ¢ q; .

3. Les centralisateurs

Quiconque a considéré les difféomorphismes qui commutent & du respect pour le
probléme. On comprend trés peu des actions de Z + Z sur les espaces. Hermen, en

utilisant l'invariant Kr , obtient des théorémes d'existence remarquables.

THEOREME 3.—- 1) Si Ff € D™(T) , 1 S r Sw , et K () =0 avec p(f) €R-Q,

r . .
alors Cent (f) a la puissance du continu.

5 s 2o r . . . .
2) Clest générique dans O d'avoir un centralisateur qui a la puissance du

continu.

Remarques.- 1) On sait que c'est générique dans of aretre c° conjugué & une
rotation et pas ¢ conjugué & la rotation. Donc ces o difféomorphismes avec de

. T
grands centralisateurs ne sont pas sur les groupes & un paramétre C

2) L'invariant Kr peut se définir sur une variété quelconque de la méme fagon .
Dans la démonstration de 3.1), on démontre en fait : si f € Diffr(V) et f n'est

pas périodique, Kr(f) =0, alors Centr(f) a la puissance du continu.

Démonstration du théoréme 3. Soit Zf = {£" |n €2} . La fermeture de Zf

dans DF(T) , = Z; est un sous-groupe abélien. Si f ¢ Dr(T) et si f n'est

pas périodique, la condition Kr(f) = 0 veut dire que 1Id ¢ Zf n'est pas un point
n.
isolé, c'est-a-dire, il existe n, - o , tel que f 1 - I4 dans la topologie
i
n,
e’ , et c'est une suite dénombrable {f 1} . 0Or, si Id n'est pas isolé, aucun

point n'est isoiéd et Z; est un espace parfait. Donc Zf a la puissance du con-

tinu et Z, C Cent'(f) donc 3.1) est démontrée.
i

Coneidérons maintenant OF . Nous avons K;1(O) nof=nu ,
n n

T -1

: —
¢.o= Kr LO,;[ n o' . Alers Un est ouvert dans OF par la semi-continuité de Kr .
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Si f € 0° , on sait que Kr(f) =0 dome OF c U et Un est dense dans 6? .
Ceci démontre 3.2).

Probléme.- Est-ce que Z; = Cent"(f)

Dans un certain sens, Centr(f) est comme un Cantor quand f £ of . Plus

exactement :

THEOREME 3.3.- Si 1S rsew et £ €D(T), p(f) ER-Q, f 0%, K () =0,

alors p(Centr(f)) est un sous-groupe borélien de T de mesure de Haar zéro.

Démonstration. L'homomorphisme p : Centr(f) - T est continu. Il est injec-
tif parce que f est c® conjugué & une rotation irrationnelle. Par un théoreéme
de L. Schwartz [8], p(Cent™(f)) est un sous-groupe borélien de T . Il est facile
de voir qu'un sous-groupe mesurable de T , de mesure positive, est égal & T ,

donc il suffit de démontrer que p(Cent™(£)) AT .

Supposons, au contraire, que p(Centr(f)) =T . Alors T est un sous-groupe
compact de Dr(T) dans la topologie c® . Par le théorime de Montgomery-Zippin [5]
(p est un Co—isomorphisme) Centr(f) est aussi un sous-groupe compact de Dr(T)
dans 1la ©F topologie. Mais ceci entraine que Hr(f) < o donc que f est o
conjugué & une rotation, contraire aux hypotheses. [On voit facilement que Centr(f)

est aussi totalement discontinu.]

4. Les exemples d'Arnold et de Herman

Considérons la famille dans Dw(T) s
fb(x) =x + a sin(2mx) + b
avec 0 < a<2’—ﬂ et 0<bs< 1. Soient h(b) = p(fb) et K = (0,11 - Int(h"Q) .
Nous verrons que Ka est un Cantor dans [0,1] . Hermen a démontré :
THEOREME 4.- C'est générique dans Ka que fb soit ¢° conjugué a une rotation
irrationnelle mais pas C1 conjugué. Génériquement, la conjugaison g n'est méme

pas absolument continue (c'est-a-dire, il existe un ensemble borélien A ,
mes(A) = 0, et mes(h(4)) >0 ).

Nous avons besoin du
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Lemme 4.1.- Soit £(x) = x + o(x) € D°(2) et on suppose que ¥ se prolonge en une
fonction holomorphe de € . Alors si 2= Rp pour p, q €%, ona ¢ = cons-
tante.

Démonstration. Soient f et 5 les prolongements holomorphes de f et o .
Supposons que f3 = Rp . Alors ¢ = Rp donc

(R_pfq-1)? =14 sur C .
Donc f est un automorphisme biholomorphe de € , d'oh F(z) =az +y avec
o € ¢ . Mais f(x) =x +9(x) , donc @ =1 et ¢ est constante.

Faintenant, nous démontrons que génériquement, la conjugaison g n'est pas
de classe C1 . 0Ona h—1(§) = [a1,a2] avec a, < a, . On peut voir (cf. Arnold
[(1]) que fa est semi-stable en arriére ; c'est-a-dire, f21 < R_, avec 1l'iné-~
galité attei;te, et faz est semi-stable en avant. Donc a, = a, si et seulenent
si fg = Rp . Mais par 4.1, ceci est impossible, donc pour tout g , h—1(§) est

1
un intervalle d'intérieur non vide. On sait que si p(fb) i Q et

p(Ryf) = p(£,) , alors A =0 . Il suit que K, =[0,1] - Int n (@) est un

Cantor.

Posons D = {ai}iEN =K, n h-1(Q) ; c'est les extrémités des intervalles

ouverts de h_1(Q) , donc D est dénombrable. C'est bien connu que D est dense

dans K et K - D est résiduel dans K .

a a a

Maintenant H1 est semi-continue inférieurement sur Ka . Ecrivons
- = > .
G QUn v 0 {v e Kal H1(fb) n}

Chaque Un est ouvert dans Ka et G ={b ¢ Ka 'H1(fb) =w} .81 beDd,
h(b) = B oey 2 #R_.Donc H (f.) == et DcG 5 G est dense dans K .

Qq b P 1°7b a

Alors (K, - D) NG est résiduel et si b€ (K, ~D) NG, £ est C°
conjugué & une rotation et pas ¢! conjugué.

Maintenant, nous démontrons que génériquement, g n'est pas absolument

continue.
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Lemme 4.2.- Soient f € DO(T) y p(f) = g et fq a un nombre fini de points fixes.
Alors, il existe un compact K (réunion d'intervalles), mes(K) = 1 - é , un voisi-
nage V de f dans G(0) et un entier N tel que si fo € V alors

fﬁ(K) cT-K.

Démonstration. Quand k - = , fkq(x) tend vers les points fixes de fq .

Soit KT - Fixe(f?) , mes(X) = 1 - 1, tel qu'il existe k et £3(K)CT-K .

1
q

On choisit N = kq . La propriété fg(K) © T - K est ouverte dans G(O)
donc le lemme est démontré.

Retournons & la famille fb et soit b tel que p(fb) = g . On a f% £ Rp ,

donc ?g a un nombre fini de points fixes car c'est .

Notons h'1(§) = [b(g), 0(2)] . Pour chaque g €an [0,1] , il existe un
ouvert V(b(g)) , un compact K(b(p)) , mes(K(b(p))) 1= i , un entier N(p)
tels que si b € V(b(g)) , on ait :

M?KQQD)CT—HMB)
i q

La méme chose pour c(g) : il existe V(c(g)) , etc. DPosons

v - U (V(6(2) U v(e®)) =uw_ .
"ean(o,1] 4 4 P

92n

q
Un est ouvert dans Ka et dense parce que Dn est dense dans Ka

G1 =N Un est résiduel et si b ¢ G1 , b appartient & une infinité de W
n

q
Soit G = G1 - D ; D est dénombrable, donc G est résiduel.

Si bp€e€G, o

p(fb) € R - Q, donc par le théoréeme de Denjoy, il existe
g € DO(T) tel que
gf. = Rg.
b o

Montrons que g n'est pas absolument continue. Soit b €N WP
1 i

q

He
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avec 3. — o . Pour chaque i , il existe un compact Ki , un entier Ni tels
4

N. N.
1/ — b -
que f \Ki) T - Ki .Ona gof ™~ = RNiag , donc
\T
L i _ B
mes(g f (Ki)) = mes(RNiag)(Ki) = mes g(Ki) .

N.
Mais g f l(Ki) c g(T - Ki) , donc mes(g(T - Ki)) <1 - mes(g(Ki)) et

mes g(Ki) < ¥ . Comme mes(Ki) =1 - EF- - 1, g n'est pas absolument continue.
i

5. La catégorie de q:

Par une construction d'une suite fi € F: qui converge vers Ra dans 1la
¢t topclogie, Herman obtient des renseignements sur la catégorie de Ci dans Fg.
L'idée est de contrdler les dérivées des hi qui conjuguent fi avec Ra de
sorte que I|hi||r - o quand 1 - o . Par théoreme 2.4, Rd ne sera pas dans

un ouvert dans F; pour la ¢t topologie. Par la semi-continuité de Hr , on

. r . r . .
arrive & montrer que Oa est maigre dans Ry . Quand r =w et o est Liouville,

on peut aussi construire une suite fi .

THECREME 5.- 1) Si 1€ r<w et a € R -Q , alors O; est maigre dans E; .

~— [—

2) Si o est un nombre de Liouville, alors q; n d:’1 est maigre dans q;
2.

Démonstration. Soit Hr

la restriction de Hr 3 F; . Nous savons par 2.4

’

r -1 .
que Ca = Hr,a([O,w[) . Ecrivons
-1
HoolLo=l) =uec
o & =H [O,n] 3 G est fermé par la semi-continuité de H_ . Il suffit de
n T,y n T

démontrer que Gn est sans point intérieur. Supposons, au contraire, que U est
ouvert dans F; et Uc Gn . Soient 1€ r<e et fo € U . Nous savons que
_ -1 r
f =g R, avec g €D (1) et
”g”r < n(r +1)
8(£) = g2 .

I1 est clair que ¢ est un homéomorphisme ; donc &(U) es*t un ouvert autour de
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Q(fo) =R, , dans la topologie ¢t .
Le théoréme 5.1 découlera, par 2.4, de la proposition suivante :

5.2 I1 existe une suite fi € E; satisfaisant :
1) f£. =b"'Rn. avec h, € DY(T) ;
i 1Tl = i ’

2) fi - %y dans la topologie ¢t

3) Infl, = = aquand i - = ;

4) si r=o et a est Liouville, il existe fi satisfaisant 1) et 2)

avec th.I - o .
ilo

La construction de fi . Considérons la famille & deux paramétres d'appli-

cations :
2miA 2z - a
z e  —_—
1~ az
o A €R et lal <1 . Clest un difféomorphisme C° sur T, f=f , avec

T={z¢ecC||z| =1} .

Si f n'a pas de points fixes sur T, f ¢ v . Car f(z) =z a deux

racines a, » & dans C et |a1l|a2| =1 . Si elles n'appartiennent pas & T ,

alors on peut supposer |a1| <1 et

z - & z +a
s f . -———:—l = RB avec B = %%(a1) .
1 - a1z 1+ a1z
7 -
Pour a ¢ [-+,+%] , la famille z - ;———-g est dans G(w) et pour
- az

a £0, il y a exactement deux points fixes = 1

On remonte cette famille & R :

fa $ X - X + wa(x) avec ¢o(x) =0 .

s . et
Le reldvement de fk,a est R, °f, , donc si p(fh,a) #£0 (c'est-a-dire

. . w
fk,a sans points fixes), alors RX o fa €0

. Y ~ (3]
si p(R)\ o fa) € Z , donc p(R)\fa) £ Z entraine Rf €0 .

. or p(f ) = C si et seulement
\,a

Pour contrdler Ilhi”r , Herman introduit les revétements d'ordre finis.
Soient g € N et hq(x)=qx.Si 0OsSrsw et £f=1d+¢q ¢ D(T), alors
-1

hq f'hq(x) = x + é ¢(qx) .
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On peut vérifier facilement les propriétés 1) a 4)

..

1) si £ € D(T) alors f = h;1 £h ¢ DY (1)

p(f)
q

. -1 .
2 h 'R_fh ) = + , PEZ ;
)p(qp .

g

r -1 .
si f c alors h R _fh 6] s
i € " ! q tp Tl € . H

o

\

3)

'SR
=R}

4) si p(£) =0 et £ £1Id, alors (h;1Rpf‘hq)q 4 R -

Kaintenant regardons kaa . Soient @ € R =« Q , et pi/q. € Q tels que
1

i 1 : e — .
lee - E—J < q2 et q, > = . Soient a =-—"——— ei A, tels que

i i i
°(3m+x, fa_) = a . Posons

i %1

! (
= -— + .
£0x) =x+ N q’:ai“3‘i") @+

C'est la suite fi qui satisfait aux conditions 1, 2, 3 de 5.1. Observens d'abord

gu'il existe des constantes c. et dr telles que :
' r
dr|a[ s ’D palo < cr|a|
pour a suffisamment petit. Car
r T S r R,
D%, (x)1 = ID7p, (x) - D'y (x)| = |55 DYg,| lal

et puis, pour a £ C , Qa(x) #0 donc |Dr<pa!o 2 drial si la| > ¢ . et pour
a=20

r{ 3 3 r
> (a—a%“)'a:o) - W o,

d _r
' ~3-di i i tel nl = .
c'est-a~-dire il existe x, ‘tel que 5~ D ¢a(xo) to £ 0 . Donc

3
r r T
D ¢a(xo)l ID wa(xo) -2 wo(xo)! to
: = 2z — quand Ial - 0.
&l la] 2
Nous remarquons que fi ccmmute avec RP donc on peut écrire
i
93
-1 ~1
f. - R = thahi - h.R_h,
i El i 21 i
Q5 a;
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Ona |f -R l=|1—q; (q‘x)+)\,+a-ﬂ'
i P, q; ‘& i i a,
E;

Maintenant, si g(x) est continue et bornée, le(x)| s M et si g(xo) =0,

on a alors

paximum|g(x) + K| 2 g pour toute constante K .
Donc
| | L o, (a0 2ol s
f. - R 2 max — (¢ (q.x 22— = , avec ¢ > 0 .
LB/ 0 4G e e 9y Q"
i
Par le méme raisonnement, on obtient :
c r-1 -
< |p(f, -R ) pour ¢ > 0 .
q; TE 17 R/

Par la formule de la moyenne, si r =1, on a

1

n

P.
r-1 - -1 T i 1 r
[P (nR - hiRpi/qihi ) < |p h.llo]oz -o sz P hi]o ,

i
et pour r > 1 , par un raisonnement analogue, utilisant la formule de Faa-Di-Bruno,

on a
2
i
1+¢
9

- © quand i - o

e

|Drh.l 2 c
1
¢ étant une constante > 0 .

Ceci démontre 5.1.

D.
Le cas « Liouville se fait de la méme fagon. On choisit = tel que
i

P.
i 1 1 . .
@ -—=| <= et on pose &, = . Alors f. satisfait 1) & 4) de 5.2.
I qil ql pos i qi72 i ) )
i -

1
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