DAVID RUELLE
Formalisme thermodynamique

Séminaire N. Bourbaki, 1977, exp. n° 480, p. 154-166
<http://www.numdam.org/item?id=SB_1975-1976__18__154_0>

© Association des collaborateurs de Nicolas Bourbaki, 1977, tous
droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Bourbaki (http://www.bourbaki.
ens.fr/) implique I’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SB_1975-1976__18__154_0
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BOURBAKI 480-01
28e année, 1975/76, n° 480 Février 1976

FORMALISME THERMODYNAMIQUE

par David RUELLE

Introduction

Le formalisme de la mécanique statistique de 1'équilibre, que nous appelle-

rons formalisme thermodynamique, a été développé & partir de G.W. Gibbs pour dé-

crire les propriétés de certains systémes physiques. Quoique la justification
physique de ce formalisme reste fort insuffisante, les résultats obtenus sont

remarquablement bons.

Du point de vue mathématique, il s'est avéré que le formalisme thermodyna-
mique recouvre des structures mathématiques intéressantes, permettant de deviner
les bons théorémes et dans une certaine mesure de les démontrer. Que 1'étude du
monde physique soit une puissante source d'inspiration pour la mathématique est
une chose évidente. Que cette inspiration puisse agir de maniére aussi détaillée
est un fait plus remarquable, et que chacun interprétera suivant sa philosophie

personnelle.

Aux §§ 1, 2, nous donnons une description générale (et bien incompléte) du
formalisme thermodynamique. Aux §§ 3, 4, nous indiquons des applications. Pour un
exposé un peu plus détaillé de ces questions, voir [21], et surtout la monographie

de Bowen [5].

§ 1. Formalisme thermodynamique sur un compact métrisable

On suppose donnés un compact métrisable non vide X , un entier v 2 1 ,
et un homomorphisme x Tx du groupe additif z¥ dans le groupe des homéo-
morphismes de X . On dit que T est expansif si, pour une métrique permise d ,

il existe § > O tel que

((v x) a(t™g, ™M) <6) = (E=1m) .
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Définition de la pression

Si o = (Cii)_l 5 = (55) sont des recouvrements de X , le recouvrement
(Av & est constitué des ensembles Cii n Sj . Cette notation s'étend & une famille
quelconque de recouvrements. On dira que & est un sous-recouvrement du recouvre-
ment &L de X, si & est une sous-famille de Ol , et un recouvrement de X .

Nous écrirons
-x -X
= (1 o)

al - Vv Ty si Acz¥
XEA

dian Ol = sup diam O,
i
ol diam C%i est le diametre de Cni pour une métrique permise 4 sur X .

Soient A € 8(X) =%¥(X,R) , Ol un recouvrement ouvert fini de X , et

o v
A un sous-ensemble fini de E . Posons

(1) ZA(A,C%) = min{§: exp[ sup 2: A(Txg)] : (&,) est un sous-recouvrement
J g5, xen J

de Clp} .
Si a1,...,av € N* , posons a = (a1,...,ay) et
Aa) = {(11,..‘,xy) €z¥:0sx'< a' pour i = Tyeeeyv}

La fonction a +— 1log ZA(a)(A,C%) est subadditive, et 1'on peut écrire

. 1
p(a,Ct) = lim Tard 2 (a) log ZA(B)(A,CK)
a ,...,av—~°°
. 1
TR OO
P(A) = lim P(A,0L) .
diam Ol = O

La fonction P : €(X) — R U {+ =} s'appelle pression (topologique) ; P(A)
est fini pour tout A si et seulement si P(O) est fini, dans ce cas P est
convexe continue (pour la topologie de la convergence uniforme dans ©(X) ). On

appelle P(0) 1'entropie topologique [1] ; elle donne une mesure de la vitesse
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de mélange de l'action T .

Entropie d'une mesure invariante

Cette notion d'entropie provient de la mécanique statistique par 1l'inter-
médiaire de la théorie de 1'information, et a été formalisée par Kolmogorov et
Sinai (voir (3], [10]). Si o est une mesure de probabilité et U = ((Ii) un

recouvrement fini de X par des ensembles C-mesurables disjoints, on pose

5@, 00 = 2 n6e(ar,)
avec si t=0

0
n(t)={
—tlogt sit>0.

Soit maintenant I 1l'ensemble des mesures de probabilité sur X invariantes
par T , i.e. telles que G(A) =o(A o 7%) . Si O est une partition borélienne

finie, on peut écrire

. 1 A
hic , ) = 1 1mv P Ho , o)
8 yeeey8 =X
_ 1 A
- 1§f card A(a Eo, o)
h(o) = lim hio, O0) .
diam O1L—0

La fonction h : I +— RU {+ »} est affine et positive ; elle s'appelle entropie
(moyenne). Si T est expansif, h est finie et semi-continue supérieurement sur

I muni de la topologie vague.

Principe variationnel

THEOREME 1 (Walters [25]).- Pour tout A € €(X) ,
P(A) = sup [h(o) +o(a)] .
o€l
Ce théordme étend un résultat connu en mécanique statistique (voir [17])
et aussi pour A = 0 (Dinaburg, Goodwyn, Goodman, voir [25] pour les référen-

ces) ; il en existe maintenant des démonstrations assez simples (voir [11],

(16]).
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Supposons que P est finie. L'ensemble IA des états d'équilibre pour

A ¢ 8(X) est défini par
I,=f{oe€rI :h(e) + o(A) = P(4)}

IA peut étre vide.

THEOREME 2.- Notons 'C(X)* le dual de T(X) , i.e. l'espace des mesures réelles

sur X . Supposons h finie semi-continue supérieurement sur I € B(X)* (muni

de la topologie vgue).

(a) I, = foee(X)* : P(A +B) 2 P(A) +0o(B) pour tout B ¢ T(X)} .

Cet ensemble est non vide ; il est convexe, compact ; c'est un simplexe de Choquet

et une face de I .

(b) Le complémentaire de

D ={A €¥(X) : card I, = 1}

est rare dans ¥(X) .
(¢) Pour tout ¢ €1,
h(e) = inf [P(A) -o(A)] .
Aee(X)
Ce théoréme résulte du précédent par des arguments généraux de convexité.

Pour les notions de simplexe et de face, voir [9].

Le fait que IA soit un simplexe (métrisable) implique que chaque
o ¢ IA a une représentation intégrale unique comme barycentre d'une mesure
portée par les points extrémaux de IA . On sait d'ailleurs que 1 est aussi
un simplexe. Le fait que IA soit une face de I implique que les points
extrémaux de IA sont aussi des points extrémaux de I , c'est-a-dire des
mesures T-ergodiques.
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§ 2. Mécanique statistique sur un réseau

Les résultats ci-dessus étendent des résultats connus pour certains systeé-
mes de la mécanique statistique (systémes classiques de spins sur un réseau).

Par exemple, si F est un ensemble fini # ¢ (avec la topologie discréte), on

peut prendre X = sz avec la topologie produit, et T défini de maniére évi-
dente. Nous prendrons plus généralement pour X un sous—ensemble fermé non vide
invariant par les ™ . Pour 1l'interprétation physique, notons que X est
1'espace des configurations d'un systéme de spins sur un "réseau cristallin"

Zv , F est 1l'ensemble des valeurs possibles du spin en un point du réseau.

Si x = (xi) € 2V , nous écrivons |x| = max ]xi[ . Soit 0< A< 1 ; si
£ ,M€X avec £ = (E) , M=(n) , nous définissons
X v x
x¢Z x€Z
k R
a(g,m) = A avec k = 1nf{!x! :gX A ﬂx}

d est une distance compatible avec la topologie de X . On vérifie avec cette

définition que T est expansif, donc le théordéme 2 s'applique.

Soit O0< &« £ 1, nous notons ?(a(x) 1l'espace de Banach des fonctions

réelles Holder continues d'exposant & sur ) muni de la métrique d .

. . . s v
Nous supposerons désormais qu'il existe un sous—ensemble fini A de Z

et un sous-ensemble G de FA tels que

v
(2) X = {g¢ ¥ :(Vx)TxglAEG}

Y
Si A< z¥ , nous noterons pr, , pr& les projections de FZ sur FA ,

A

N

VA N
F \A respectivement. Nous noterons EA la mesure sur pﬁAX qui donne a
chaque point de cet ensemble la masse 1 .

PROPOSITION.- Soit A € ®¥(X) . Pour tout sous-ensemble fini A de Z° , il

A A

existe une fonction continue f, : pr, X X prA X ~— PR telle que pour toute
o ¢ IA ,

o = fA. (eA ® pry o)

(on a encore noté o 1l'image de cette mesure par 1'application canonique

X prAXXpr“'\X).
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On peut encore formuler ce résultat en disant que la probabilité condition-
nelle que €& soit réalisé dans A , sachant que ¥ est réalisé dans ¥ \A ,
est fA(g,n) (pour € ¢ 12 X, Mc¢ pry X ). En général on appellera état de
Gibbs (associé & A ) toute mesure de probabilité telle que les probabilités con-
ditionnelles ci-dessus soient données par les fA . Les états de Gibbs sont donc
les mesures de probabilité qui ont les mémes probabilités conditionnelles que les
états d'équilibre, mais ne sont pas nécessairement invariantes par T (voir

Dobrushin {12}, [13], Lanford-Ruelle [15]).

THEOREME 3.- L'ensemble des états de Gibbs pour A € J€ ¥(X) est un simplexe de

Choquet.

On a donc une représentation intégrale unique de tout état de Gibbs en

termes d'états de Gibbs extrémaux ou "purs".

THEOREME 4.- Soit A € PZ(X) .

(a) Tout état d'équilibre est un état de Gibbs invariant par T .
\Y
b) Si X = FZ , tout état de Gibbs invariant par T est un état d'équilibre.
2 b

(a) n'est autre que la Proposition plus haut. (b) reste vrai sous des condi-

tions plus générales (meis un peu plus compliquées) que la condition
v
Z
X="F . L'hypothése A ¢ ac“(x) peut aussi 8tre considérablement affaiblie.

Pour la clarté et la simplicité, nous avons fait une description inhabituelle de
la mécanique statistique, utilisant des fonctions (Hélder) continues sur X

N

plutdt que les "interactions" qui sont plus appropriées & une étude fine.

Interprétation physique

Les états d'équilibre extrémaux sont des mesures T-ergodiques. On interpréte

ces états d'équilibre extrémaux comme phases thermodynamiques pures. Comme les

états d'équilibre correspondent aux plans tangents au graphe de P (Théoréme 2(a)),

les discontinuités de la dérivée de P correspondent aux changements de phases.

Cn aimerait donc bien savoir par exemple si P est analytique par morceau (dans

un sens convenable) sur QCQ(X) . S5 o estun état d'équilibre extrémal, il se
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peut qu'il ait une décomposition non triviale en états de Gibbs extrémaux (non

invariants par T & cause du théoréme 4 (v)) ; cela s'appelle une brisure de

symétrie (la symétrie brisée étant 1'invariance par T ).

L'objectif principal de la mécanique statistique de 1'équilibre est d'étu-
dier les propriétés de différentiabilité (et d'analyticité) de la fonction P ,
et la structure des états d'équilibre et états de Gibbs. Des résultats détaillés,
d'un grand intérét pour la physique, sont connus dans des cas particuliers. Ils
sont obtenus par des méthodes fort jolies, mais qui paraissent assez particuliéres
si 1'on se place du point de vue général adopté ici. L'une de ces méthodes, celle
des inégalités de corrélations a été discutée & ce séminaire par P. Cartier [ 7].
Parmi les autres méthodes [17], citons la méthode des équations intégrales, le

théoréme de Lee et Yang, et 1'argument de Peierls.

Pour les "systémes & une dimension", c'est-a-dire quand v =1 , on a des
résultats assez complets qui se résument en disant qu'il n'y a pas de changement

de phases. Soit donc VvV =1 et supposons que

X=fg=(g) 4, €F : (V) te - 1}

ou (tuv) est une matrice dont les éléments sont O ou 1 . On suppose en outre
qu'il existe un entier N > O tel que tous les éléments de la matrice tN soient

strictement positifs.

THEOREME 5.- Si les conditions ci-dessus sont satisfaites, P : ?CQ(X) +— R est

snalytique réelle. En outre pour toute A ¢ ¥¢%(X) , ily a un seul état de Gibbs

qui est aussi le seul état d'équilibre.

Toutes ces propriétés sont fausses pour v > 1 .

Généralisations

Du point de vue physique, la théorie des systémes classiques de spins sur
un réseau est un cas trés particulier. On s'attend donc & ce que les résultats
ci-dessus se généralisent. En particulier, le remplacement de systémes classiques

par des systéemes quantiques consiste 2 remplacer des mesures de probabilité sur un
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compact par des états sur une algébre stellaire. Cela conduit & des conjectures

*
naturelles pour des analogues non commutatifs de la théorie du § 1 ( ).

§ 3. Application aux difféomorphismes vérifiant 1'axiome A de Smale

La théorie esquissée au § 2 (mécanique statistique sur un réseau) est bien
plus riche que celle décrite au § 1 (formalisme thermodynamique sur un compact
métrisable). Ceéci est dfi & la structure produit de X (ou tout au moins & la
condition (2)) qui permet la définition des états de Gibbs. C'est Sinai [23]
qui s'est, le premier, rendu compte de ce que la "structure produit locale" d'une
variété sur laquelle agit un difféomorphisme d'Anosov permet d'utiliser la notion
d'état de Gibbs. Cette utilisation dépend de l'existence de partitions de Markov,
prouvée par Sinai [22]. Au lieu des difféomorphismes d'Anosov on peut plus géné-

ralement considérer ceux qui satisfont & l'axiome A de Smale.

Nous allons ici rappeler quelques définitions et formuler un théordme. Pour

plus de détails nous renvoyons & la monographie de Bowen [5), et aux articles ori-

ginaux ([23], (18], [6])-

L'axiome A de Smale

Soient M une variété compacte de classe C, f un difféomorphisme de

classe ¢t de M.

Soit X un sous-ensemble compact de M , invariant pour f (i.e.
fX =X). On dit que X est hyperbolique s'il existe une décomposition continue
du fibré tangent & M restreint & X

M = ES + ¥

invariante par Tf , et des constantes ¢ > 0, 2\ ¢ (0,1) telles que
]l(Tfn)v" < c x“!|v]| pour v €E°, nz20,
(e v s ea||v]| pour v € EX ,nz0,

pour une métrique riemannienne sur M .

* . s . -
( ) Je remercie A. Connes pour des discussions sur ce sujet.
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Si M est hyperbolique, on dit que f est un difféomorphisme d'Anosov.

Un point x € M est errant s'il possidde un voisinage U tel que

TNy = [} pour tout n> 0 . Soit (1 1l'ensemble des points non errants.

L'axiome A est constitué des deux conditions suivantes sur f :

(Aa) L'ensemble Q est hyperbolique ;

(Ab) Les points f-périodigues sont denses dans 0 .

On montre qu'un difféomorphisme d'Anosov satisfait nécessairement 2 1l'axiome A et
1'on conjecture que ) = M dans ce cas. La référence de base sur 1l'axiome A reste

l'article de Smale [24].

Nous supposerons désormais 1l'axiome A vérifié. Smale a alors démontré un
"théoréme de décomposition spectrale" pour 1l'ensemble non errant Q . Il s'agit
du fait que Q peut s'écrire comme réunion finie d'ensembles compacts disjoints

Qi invariants par f et tels que f restreint & Qi soit topologiquement tran-

sitif. Cela veut dire qu'il existe x € (Q, tel que 1'ensemble {t%x:n € 2} soit
dense dans Qi . La "décomposition spectrale" est unique. Les ensembles Qi sont
appelés ensembles basiques. Un attracteur est un ensemble basique X ayant un

voisinage U tel que (W fu=x.
nz0

THEOREME 6.- Soit f un difféomorphisme 02 de M, satisfaisant & 1l'axiome A.

Pour presque tout x € M , par rapport & la mesure de Lebesgue dans les cartes

locales, on a

(a) fnx tend vers un attracteur X quand n - <« ,

(b) pour toute fonction continue sur M
N-1

(3) Lo 12 A(f) = [ plax) Afx)

N-+o N p=0

La mesure p sur l'attracteur X ne dépend que de X . C'est une mesure d'équi-

libre au sens du § 1. Plus précisément, p est 1'unique mesure qui rend maximum

l'expression
nip) + p(a)
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ou A= -logJ et J est le jacobien de la restriction de Tf au "fibré

instable" ol

Ce théordéme [18], [6] généralise un théoréme de Sinai [23] pour les difféo-
morphismes d'Anosov. Dans le cas général (contrairement au cas particulier traité
par Sinai), les points x apparaissant su membre de gauche sont hors du support
de p . La situation est donc trés différente de celle du théoréme ergodique

ordinaire. Le théoréme ci-dessus s'étend aux flots.

QUESTION.- L'existence de "moyennes ergodigues" du type (3) pour presque tout

x (par rapport & la mesure de Lebesgue dans les cartes locales) est—elle une

propriété générique des difféomorphismes ?

Cette question, et surtout la question analogue pour les flots est d'un
grand intérét pour la physique, ol 1'on aimerait décrire le comportement asymp-
totique des solutions d'équations différentielles par des mesures de probabilité

appropriées.

§ 4. Application aux fonctions zdta

Si 1'on se référe aux définitions du § 1, on voit que la détermination de
l'entropie topologique résulte 4'un comptage (de sous-ensembles formant un recou-
vrement de X ). Dans la définition de la pression topologique, le comptage sim-
ple est remplacé par un comptage avec des poids (voir (1)). Dans le cas parti-
culier d'un difféomorphisme satisfaisant & 1'axiome A de Smale, on a les formules

P(0) = lim sup % log card Fix £ ,

- O
n n-1

log z exp Z A(ka) .
k=0

x € Fix ¢

P(A) = lim sup

n—

B

Rappelons que la fonction z&ta d'Artin-Mazur [2] d'un difféomorphisme f

est donnée par la série formelle

e n
¢(z) = exp E: %; card Fix - .
n=1
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I1 est donc naturel d'introduire une fonction zé&ta modifiéde
™ n n-1
z
¢, (2) = exp 2 = > exp 2 A(f) .
n=1 " k=0

x€Fix £

Celle-ci peut s'interpréter comme fonction z&ta d'un flot : le flot spécial
construit sur la transformation f de X avec la fonction -A-1log z (suppo-

sée >0 ) . La mécanique statistique fournit une technique 4d'évaluation des quan-

tités n-1
Z = E: exp E: A(ka)
x € Fix £° k=0
comme traces de puissances d'un opérateur appelé "matrice de transfert". On
peut ainsi relier les propriétés d'analyticité de QA aux propriétés spec-~

trales de la matrice de transfert (voir [19], [20], [8], [14]).

Mentionnons comme application le flot géodésique sur une variété compacte
& courbure constante négative (qui est un flot d'Anosov). Gréce aux résultats

de Bowen [4], on peut étudier la fonction zéte

g = T;T (1 - e-Sl(Y))-1

ol le produit s'étend aux orbites périodiques du flot (i.e. aux géodésiques

fermées) et ol £(y) est la période (i.e. la longueur d'une géodésique fer-
mée). On montre que cette fonction zédta est méromorphe dans tout le plan com-
plexe, généralisant un résultat de Selberg pour les surfaces & courbure cons-

tante négative.
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