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Séminaire BOURBAKI 457-01
27e ammée, 1974/75, n® 457 Novembre 1974

CARACTERISATION ALGEBRIQUE DES GROUPES DE TYPE FINI

AYANT UN PROBLEME DE MOTS RESOLUBLE

[ THEOREME DE BOONE~HIGMAN, TRAVAUX DE B. H. NEUMANN ET MACINTYRE]
par Gabriel SABBAGH

0. Introduction

On sait qu'il existe des groupes de présentation finie ayant un probléme de
mots non résoluble effectivement. Cela entraine que nombre de problémes "globaux"
ne sont pas résolubles effectivement pour la classe des groupes de présentation
finie ([24], [4]). En particulier, il n'y a pas d'algorifhme permettant de décider
si un groupe de présentation finie a un probléme de mots résoluble (effectivement).
Vers 1970, B. H. Neumann [22] et A. Macintyre [ 18] établirent le résultat suivant
qui constitue une caractérisation algébrique, la premidre connue, des groupes de

type fini ayant un probléme de mots résoluble :

(1) Un groupe G de type fini a un problime de mots résoluble si et seulement

si pour tout groupe S algébriquement clos il existe un homomorphisme injectif de

G dans S .

Le caractére peu explicite de la notion de groupe algébriquement clos et le
halo de logique qui l'entoure expliquent tout autant qu‘un lapsus de [22] le peu
de retentissement de ce résultat. En 1973, indépendamment de (1), Boone et Higman
trouvérent une aulre caractérisation algébrique, sans doute plus spectaculaire,

des groupes de type fini ayant un probléme de mots résoluble :

(I1) Un groupe G de type fini a un problime de mots résoluble si et seulement
si il existe un homomorpnisme injectif de G dans un sous-groupe simple d'un grou-

pe de présentation finie.

Le but du présent exposé est de donner de (1) et (II) une démonstration que
l'on puisse qualifier de self-contained. On se dispensera cependant des rappels

de récursivité, ce qui suppose que la notion de procédé effectif n'est pas totale-
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ment étrangdre au lecteur (qui pourra se reporter aux premiéres pages de [1] et

[15], pour ne citer que des sources orthodoxes).

1. Généralités
Aprés avoir défini les notions en présence, on établit dans ce paragraphe
deux propositions trés faciles. La premidre, conséquence triviale du résultat
final et qui pourrait &tre omise sans créer de cercle vicieuxz, est 13 parce qu'elle
semble avoir fourni 1'étincelle initiale aux auteurs de (II) ; la seconde établit

un lien direct entre (I) et (II).

On appelle Erésentation un couple de la forme (X,R) ot X est un ensem—
ble et R un sous-ensemble du groupe libre construit sur X , F(X) . 591 X est
dénombrable, ce que 1'on suppose dorénavant, on peut énumérer effectivement et une
fois pour toutes les éléments de X et de F(X) , ce qui permet de définir les

sous-ensembles récursivement énumérables et les sous-ensembles récursifs de F(X) .
Soit P = (X,R) une présentation ; on désigne par N(P) 1le sous-groupe

distingué de F(X) engendré par R . On dit que P est une présentation finie

si X et R sont finis, que P est une présentation récursive si N(P) est

récursivement énumérable et que P a un probléme de mots résoluble si N(P) est

récursif, On définit de fagon évidente les notions de groupe de présentation finie,
de groupe récursivement présenté et de groupe ayant un problime de mots résoluble

et on observe gque, quand on se restreint & la classe des groupes de type fini, ces
notions ont un caractére intrinséque : autrement dit, soient G un groupe de type

et X2

fini et P1 = (X1 ,R1) » B 1
sont finis ; si P1 est une présentation finie (resp. est une présentation récur-
sive, resp. a un probléme de mots résoluble), il en est de méme de P2 (ef. [7],

1.145, ex. 16 et [25]).

= (X, ,R,) des présentations de G ou X
2 2

On dit qu'un groupe G est algébriquement clos ([29], [17]) si pour tout

homomorphisme injectif f de G dans un groupe H et pour toute formule o
de la forme (T x1).°.(H xm)¢(x1,...,xm, g1,...,gn) ol ¢ est une formule sans
quantificateurs de la théorie des groupes et oh Byre-n18, sont des éléments de
G, o est satisfaisable dans G dés que la formule

o =@ x) (@ 2 exy e £g,)s 2 ()

est satisfaisable dans H .
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Avec force abus de langage, on dira que G est algébriquement clos si tout énoncé
existentiel avec paramétres dans G vrai dans un "surgroupe" de G est vrai dans
G . En utilisant uniquement le fait que tout groupe est isomorphe & un sous-groupe
d'un groupe simple ([30], p. 316), il aisé de voir que pour définir les groupes
algébriquement clos on peut se borner 2 considérer des systémes finis d‘équations
avec parametres (au lieu d'énoncés existentiels arbitraires), quitte & ajouter la
condition : G non trivial, et que tout groupe algébriquement clos est simple

(1a démonstration "combinatoire" de ces résultats donnée dans [21] n'est pas inu-
tilement compliquée puisqu‘'elle établit, sans 1l'énoncer - pour cela il faudra
attendre [23] et [17] -, un résultat plus fin : pour tous éléments x £ e et y

d'un groupe algébriquement clos, y est produit de deux conjugués de x ).

On voit facilement que tout groupe se plonge dans un groupe algébriquement
clos [29] (fabriquer par induction transfinie un surgroupe "presque" algébrique-
ment clos, itérer w fois et passer & la limite inductive). On trouve des

variantes dans [26] et ([27], pp. 144-146).

PROPOSITION 1.- Tout groupe simple de type fini récursivement présenté a un pro-

bléme de mots résoluble ([19], pp. 209-210 et [14] que je n'ai pu consulter).

En effet, soient F un groupe libre de type fini, X wun systéme généra-
teur fini de F , N un sous-groupe distingué maximal de F . Il s'agit d'éta-
blir que si N est récursivement énumérable, alors N est récursif. Puisqu'un
é1ément x de F appartient au complémentaire de N si et seulement si tout
é1ément de X appartient au sous-groupe distingué de F engendré par
N U {x} , le complémentaire de N est récursivement énumérable d&s que N est

récursivement énumérable, ce qui donne le résultat cherché.

Remarque.- Jusqu'i une époque récente, on ne connaissait pas de groupe infini sim-
ple de type fini récursivement présenté. Depuis lors, R. Thompson et G. Higman ont
établi 1'existence de groupes infinis simples de présentation finie (ef. [20]),

Le conférencier ignore si les groupes infinis simples de type fini d'exposant pre-
mier p 2 4381 de Novikov-Adjan-Kostrikin ([27], pp. 143-144) ont un probléme de

mots résoluble.

PROPOSITION 2.- Soit H un sous-groupe simple d'un groupe K de présentation
firie. Pour tout groupe S algébriquement clos il existe un homomorphisme injectif

de H dans S .
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En effet, soient P = (X, R) une présentation finie de X et
m: FX) - K 1*homomorphisme surjectif, de noyau N(P) , induit par la donnée
de P . On pose X = {x1,...,xn} . Désignons par m1(x1,...,xn) yeony mp(x1,...,xn)
les éléments de R . Désignons par m = m(x1,...,xn) un élément de F(X) vérifiant
mn) € E et mlw) £e . L'énoncé

(@x,)...@x) (mlz,,eecx ) e A /A\ m(X,,00.,% ) =€)

1 n 1 n . it n
1<i<p

est satisfait dans S X K par les éléments n(x1),...,ﬂ(xn) . I1 existe donc des
é1éments SyrveesS) de S qui vérifient cet énoncé. Il existe alors un homomor-

phisme ¢ et un seul de K dans 3 vérifiant ¢(n(xi)) = Si (1=1ix n) .

On a évidemment w(ﬂ(m)) # e , ce qui garantit que la restriction de ¢ & H

est injective.

Compte tenu de la proposition 2, il suffit pour établir (I) et (II) de montrer
que la condition de (I) est suffisante et que la condition de (II) est nécessaire
(pour qu'un groupe de type fini ait un problime de mots résoluble). C'est ce &
quoi nous allons nous attacher. La démonstration du premier résultat repose sur
la méthode du forcing en théorie des modéles, celle du second résultat sur le
grand théortme de Higman. Le lecteur qui s'intéresse uniquement & (I) ne verra
pas pour autant son labeur sensiblement allégé ; celui qui s'intéresse uniquement
3 (II) modifiera la proposition 1 et sa démonstration'pour montrer directement

que la condition de (II) est suffisante.

2. Forcing & la Robinson et théoréme de Macintyre

Pour la commodité du lecteur, nous exposons ci-dessous une version rudimen-

taire, mais suffisante pour nos besoins, du forcing d'Abraham Robinson ([2],

[131).

Soit L 1le langage du premier ordre construit sur une infinité dénombrable
de variables Vo , V1 ,++s & l'aide des connecteurs \/ (ou) et % (non), du
quantificateur existentiel ¥ , du symbole d'égalité =, et d'un nombre dénom-

brable de symboles de relation, de fonction et de constante fixés une fois pour
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toutes. On introduit la conjonction /\ et le quantificateur universel V comme

des abréviations (ici ce n'est pas une clause de style) : pour toutes formules

¢ et ¢ ,
® A § abrége (v v
Vxo abrége (2 x 1 @) .

Soit C un ensemble infini dénombrable fixé une fois pour toutes de sym-
boles de constante dont aucun n'est dans L . Nous désignerons par T 1e langage
du premier ordre obtenu en adjoignant & L les symboles de constante de C . Les

réalisations de L sont les structures (m, &c)c€‘C ol M est une réalisation

de L et ol chaque symbole de constante c¢ € C est interprété dans M par

1t'é1ément a, de M . On dit que la réalisation (M, ac)c est canonique si

€C
l'ona : M= {aci c €C) .

Le langage (infinitaire) Lw " est obtenu & partir de L en adjoignant a
1
L un nouveau connecteur \V/ (disjonction dénombreble) et en élargissant & 1'ave-
nant les procédés usuels de formation des formules (seule "nouveauté" : pour tout

ensemble dénombrable ¢ de formules de Lw 0’ \v/ ¢ est une formule de Ib w)'
1 ped 1

Bien entendu, cela ne restreint pas la possibilité de raisonner par récurrence sur

la complexité des formules. En particulier, pour toute formule ¢ de En 0
1

on définit par récurrence 1'ensemble S(¢) des sous-formules de ¢ :

Si ¢ est atomique, on pose S(p) = {¢} ;
pour toutes formules ¢1 , @2 et tout ensemble dénombrable ¢ de formules,

on pose :
_— .
S(e,V 9,) = s(e,) U s(p,) ;

s(e,) = sle) Ulngl;

il

s@xe,) = sl ulgxel;

s(V @) U s@uiV o .

e "X @ Ed

it

I1 est clair que S(m) est un ensemble dénombrable.

On rappellie qu'un énoncé est une formule sans variable libre. Toute sous-

formule d'un énoncé n'a qu'un nombre fini de variables libres.
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0 L i
n appelle fragment de w1w tout ensemble A de formules de Lw1w qui
vérifie :
(1) toute formule atomique appartient & A ;
(2) A est stable pour V, 71 et T
(%) si m(x) appartient & A et si t est un terme, alors @(t) appartient
a A

(4) toute sous-formule d'un é1ément de A appartient & A .

I1 résulte de cette définition que tout fragment de Lw ® contient 1'ensem-

1
ble des formules de L (qui constitue le plus petit fragment de Lw © ) et que
1

tout ensemble ¢ de formules de Lw © est contenu dans un plus petit fragment

1
de cardinal égal & Sup(card & ,RO) .

Soit A un fragment dénombrable, fixé une fois pour toutes, de Lw w On
1
désigne par T 1le plus petit fragment de I; © contenant A . Il est clair
1
qu'une formule de Lw " appartient & A si et seulement si elle est obtenue 2

1
partir d'une formule de A en remplagant toutes les occurrences libres d'un

nombre fini de variables par des symboles de constante c¢ € C (toutes les occur-
rences libres d'une méme variable étant évidemment remplacées par des occurrences

d'un méme c € C ).

Pour définir la notion de forcing, nous aurons besoin des deux définitions

suivantes :

DEFINITION 1.- On dit qu'une formule est basique si elle est de la forme ¢ ou

N ou ¢ est une formule atomique.

DEFINITION 2.- Etant donnée une classe A7, de réalisations de L , on appelle
M -condition tout ensemble fini d'énoncés basiques de T qui soit satisfai-

sable dans un élément M de VL.

Exemple 1.- Soit L le langage du premier ordre n'ayant aucun symbole de rela-
tion, ayant deux symboles de fonction, 1'un binaire et noté . , 1l'autre

unaire et noté Inv , et un symbole de constante noté e . Soit /T la classe

2
des groupes. Posons p, = {c1 =e, "l(c1 =e), e, = el , P, = {c1c3 = 0302}
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avec ¢, , ¢, ,03 € C . I1 est immédiat que p1 et Py sont des conditions et

que p1 U P, n'est pas une condition.

Etant donnée une classe 7Tl de réalisations de L fixée une fois pour toutes,

la notion de forcing se définit par récurrence comme suit :

DEFINITION 3.- Etant donnés une T -condition p et un énoncé ¢ de T, onait
que p force ¢ et on note p |k—— ¢ si l'une des conditions suivantes est
réalisée :

¢ est atomique et ¢ €p ;

¢ est de la forme ‘1¢1 et aucune condition contenant p ne force Py

¢ est de la forme \V4 y et p force l'un des éléments de & ;
yed

¢ est de la forme PV P et p force P, ou 9,

¢ est de la forme chp1 et il existe un élément ¢ € C tel que

p force m(c) .

. . .
On dit que p force faiblement ¢ et on note p ‘L—— ¢ si 1l'on a
Y H——— 19 .

Avec les notations précédentes, on a le lemme suivant dont la démonstration
ne présente aucune difficulté et est laissée au soin du lecteur.
) ~
Lemme 1.~ Soient p une condition et ¢ wun énoncé de A .

(1) p force faiblement ¢ si et seulement si pour toute condition gq conte-

nant p il y a une condition r contenant q qui force ¢ .

(ii) Si p force ¢ et si g est une condition contenant p , alors q

force ¢ .

(iii) sSi ¢ est de la forme Vx W(x) , alors p force ¢ 51 et seulement si
pour tout c¢ € C et toute condition ¢q contenant p il y a une condition r

contenant ¢q telle que r force ¢(c) .
(iv)  On ne peut avoir & la fois p —¢ et p |— 19 .

(v) Si p IL—— @ alors p ”_E; P .

(vi) »p “_E;'1¢ si et seulement si p f— 1o .
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(vii) si ¢ est basique et si p force ¢ , alors pU {¢} est une condition.

(viii) p force tous les éléments de p .

Ce qui précéde porte & croire (& juste titre) que 1'équivalence logique des
formules ( Py~ 9y si @, et ¢, ont les mémes moddles) n'est pas compatible

avec le forcing ; cela explique 1l'introduction des réalisations génériques.

DEFINITION 4.- Un ensemble G de conditions est dit générique si 1l'on a :

(1) tout sous-ensemble d'un élément de G est un élément de G ;

(2) la réunion de deux éléments quelconques de G est un é1ément de G ;

(3) pour tout énoncé ¢ de T i1 y a un élément p € G tel que P [l ®
ot P |l T .
DEFINITION 5.- Etant donnés une réalisation canonique (M, ac)c cc de T, un

ensemble générique G et une condition p , on dit que G engendre (M, ac)c€ e

si tout énoncé de A forcé par un élément de G est vrai dans (M, ac) (et

ceC

réciproquement) ; on dit que (M, a )

ceec est générique pour p si (M, ac)cé c

est engendré par un ensemble générique dont p est élément.

DEFINITION 6.- Etant donnée une réalisation M de L , on dit que M est

s NN . ‘ . P
générique si 1'on peut trouver une interprétation (ac)c€ c des éléments c¢ de

C dans M qui fasse de (M, ac) une réalisation canonique (de T ) générique

ceC
pour la condition vide.

THEOREME FONDAMENTAL.- Pour toute condition p, il y & une réalisation générique

pour p .

Le théortme résulte immédiatement des deux lemmes suivants :

Lemme 2.- Toute condition p appartient & un ensemble générique.

En effet, soit (w ) une énumération de 1'ensemble des énoncés de A .

n'‘nz1

On définit par récurrence une suite (p_)

w/nz 1 de conditions : on pose py=7P 3

si pn force ']wn , on pose P = Pn ; sinon on prend pour p une condi-

n+1 n+1
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tion qui contient pn et qui force ¢n .

L'ensemble {q Iq est une condition et il y a un n< w tel que q <« pn}

fait 1'affaire.

Lemme 3.- Tout ensemble générique G engendre une réalisation.

Principe de la démonstration : soit T 1'ensemble {¢ énoncé de T i1

yaun p€G tel que p "-- ¢} . I1 est facile de voir que pour tout terme t
sans variable de A il vy a un élément ¢ de C tel que (t = c) soit un é1é-

ment de T .

On construit un moddle (M ’ac)ce c de T par la technique de Henkin,
i.e. comme suit : pour tous éléments c , d € C on pose c~d si (c =4d) est
un élément de T . I1 est immédiat que ~ est une relation d'équivalence. On
prend pour ensemble sous-jacent & M 1'ensemble des classes d'équivalence de
~ et on pose a_ = classe(c) . On interprdté dans M les symboles de L de la
fagon suivante :
pour tout symbole R de relation on a ﬁ(ac ,...ac ) si et seulement

1 m
si R(c1,...,cm) est un élément de T ;

pour tout symbole F de fonction on a F(ac EERTLR ) = ac si et seule-~
1 n
ment si 1l'énoncé F(c,,...,c. ) = ¢ est un élément de T
1 n
pour tout symbole E de constante on a B = a, si et seulement si

1'énoncé E =c¢ est un élément de T .

La remarque initiale sur les termes sans variable de T montre que les é1é6-
ments a  dont on a besoin pour définir F et E existent. En utilisant les
propriétés élémentaires du forcing, on voit sans peine que les R,F,E sont

bien définis, donc que (M, ac)ce o constitue une réalisation canonique de Z .

Iy . 7 ’ z ~
On montre ensuite en raisonnant par récurrence que pour tout énoncé ¢ de A
ona : ¢ estvrai dans (M, ac)ce c si et seulement si ¢ € T , d'ou le

résultat.
COROLLAIRE t.- Soit p une condition.

(i) Pour tout énoncé ¢ de X , D H_E; ¢ si et seulement si ¢ est vrai
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dans toutes les réalisations génériques pour p .
(ii) p force faiblement tout énoncé de T qui est conséquence de
{énoncés ¢ de & |p H_f. @} .

Démonstration : il suffit d'établir (i). Soit (M, ac)c ¢ une réalisation
générique pour p . Si p H-E;cp alors p |l— "¢ ; donc les formules —1M¢
et ¢ sont vraies dans M,a) + Si p ne force pas faiblement ¢ , alors

c’c€C

il y a une condition p' contenant p qui force ¢ . Soit (M', aé) une

c€C
réalisation générique pour p' ; alors -—19 est vraie dans (M', aé)c cc qui

est une réalisation générique pour p .

PROPOSITION 3.- Soit ¢ wun énoncé de A de la forme

Vox, .. Vx W(x1,...,xm) =¥x ...Vx \V4 ¢n(x1?...,xm)
n<w
ol les ?, sont des formules basiques. L'énoncé ¢ est vrai dans toutes les

réalisations génériques si et seulement si pour toute condition p et tout

n-uple (c.) de C™ 1'ensemble pU{¥(c,)} est satisfaiseble dans un élément de TIL
i i

En effet, considérons les assertions suivantes :

(1) ¢ est vrai dans toutes les réalisations génériques ;

(2) pour tout m-uple (ci) de " , ¢(ci) est vrai dans toutes les réali-
sations génériques ;

(3) pour tout m-uple (ci) de " , la condition vide force faiblement W(ci);
(4) pour tout m-uple (ci) de C" et pour toute condition p , il y a une

condition g contenant p telle que gq force w(ci) ;
(5) pour tout m-uple (ci) de o et pour toute condition p , il y a une

condition q contenant p et un entier n tel que q force wn(ci) H

(6) pour tout m-uple (ci) de " et pour toute condition p , il y a un

entier n tel que p U {@n(ci)} est une condition ;

(7) pour toute condition p et tout m-uple (Ci) de " , l'ensemble
p U {w(ci)} est satisfaisable dans un é1ément de YTL.

Les équivalences (1) & (2) et (6) ® (7) sont triviales. L'équiva-
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lence (2) e (3) résulte du corollaire 1 (i). L'équivalence (3) o (4)
résulte du lemme 1 (i). L'équivalence (4) e (5) résulte de la définition du
forcing. L'équivalence (5) & (6) résulte du lemme 1 (vii) et (viii). On obtient

finalement (1) e (7), qui est le résultat cherché.

A partir de maintenant, on prend pour L 1le langage de la théorie des grou-

pes explicité dans 1'exemple 1, pour M. 1a classe des groupes. En mettant les

axiomes de groupe sous forme universelle et en leur appliquant la proposition 3,

on obtient immédiatement le

COROLLAIRE 2.- Toute réalisation TN, -générique est un groupe.
On pourra donc employer 1'expression "groupe générique".

PROPOSITION 4.~ Tout groupe générique est algébriquement clos.

En effet, soit M wun groupe générique. Soient G un ensemble générique et

(ac)ce o une interprétation des éléments de C dans M tels que G engendre

(M, ac)c€ o Pour montrer que M est algébriquement clos, il suffit, modulo

une manipulation triviale ("forme prénexe des formules sans quantificateurs"), de

montrer que tout énoncé o de la forme (& x1)...(3 Xm)¢(x1,...,xm, g1,...,gn)

vrai dans un surgroupe de M est vrai dans M , ol ¢ est une conjonction finie

de formules basiques et ol €yreer8) sont des éléments de M . Désignons par p

l'ensemble des formules basiques intervenant dans ¢ . Désignons par CysreesCy

des é1éments de C tels que g =8, (1 <1is<n).Soit q un &lément arbi-
i

traire de G et soient d ..,dm des éléments de C n'ayant pas d'occurrence

177
dans q et n'appartenant pas 2 {c1,...,cn} . Comme q est satisfaisable dans

M et que o est vrai dans un surgroupe de M , p(d1,...,dm, 01""’Cn) Uaq

est une condition. Un calcul facile donne
p(d1""’dm’ c1”"’cn) Ugq ll— (= x1)...(ﬂ xm)w(x1,...,xm, c,,...,cn) .
D'olt il résulte que q ne force pas (= X1)---(H Xm)w(x1""’xm’ 01,-..,cn) .

Comme G est générique, 1'énoncé (= X1)...(H xm)¢(x1,-..,x , C

seesC est
L2 Cqreeeacy)

vrai dans (M, a )CE ¢ » ce qui signifie que o est vrai dans M .
C
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THEOREME DE MACINTYRE [18].- Soit M wn groupe de type fini. Si pour tout groupe
S algébriquement clos M est isomorphe & un sous-groupe de S , alors M a un

probléme de mots résoluble.

En effet, soit (ai)1s ijsq Une famille génératrice finie d'éléments de M .
Supposons que le probléme des mots pour M ne soit pas résoluble. Soit
Q(x1,...,xm) 1'ensemble des formules basiques ¢(x1,...,xm) telles que 1l'on ait

-1¢(a1,...,am) dans M . On a alors :

(1) Pour tout groupe N , M n'est isomorphe & aucun sous-groupe de N si et

seulement si 1'énoncé o = vV ..o.¥x \VJ cp(x1,...,xm) est vrai dans N .
p€d

(2) Pour chaque formule atomique ¢(x1,...,xm) , une et une seule des formules

@ et M@ appartient & ¢ .

(3) ? n'est pas un ensemble.récursivement énumérable : en effet si & était
récursivement énumérable, son complémentaire dans 1l'ensemble des formules basi-
ques de la forme Y(x1,...,xm) serait également récursivement énumérable d'aprés
(2) et donc & serait récursif, ce qui contredit le fait que le problime des mots

pour M n'est pas résoluble effectivement.

Prenons alors pour A un fragment (dénombrable) de H” ® qui contient la

formule o de (1). Nous allons montrer que o est vrai dans tous les groupes
génériques (pour le fragment A considéré !). Soient CysenesCy des éléments
dg C et p une condition. On désigne par F(x1,...,xm) 1'ensemble des for-
mules basiques Y(x1,...,xm) telles que p U {Y(c1,...,cm} n'est pas une con-

dition. I1 résulte du théordme de complétude (le lecteur non logicien pourra

consulter par exemple [9], p. 66 et (ou) observer 1'analogie avec notre lemme 3
et s'en inspirer) que ¥ € I' si et seulement si '\Y(c1,...,cm) est démontra-

ble & partir de p et des axiomes de groupe. On en déduit

(4) Pour chaque formule atomique Y(X1"'°’xm) , au plus une des deux for-
mules ¥ , 1Y appartient & T .

(5) I' est un ensemble récursivement énumérable.

[Alternativement, on pourrait bien entendu utiliser le théoréme de
Herbrand. ]
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On déduit de (3) et (5) que 1'ona & £ZT . En utilisant (2) et (4) il est
alors clair que & n'est pas un sous-ensemble de I . Si ¢ est un élément de
¢ -T, pU {m(c1,...,cm)} est une condition. La proposition 3 entraine alors
que o est vrai dans tous les groupes génériques, qui sont tous algébriquement
clos (Propogition 4). Diapres (1), M n'est alors isomorphe & aucun sous-groupe

de ces groupes.
C.Q.F.D.

3. Théordme de Boone-Higman [5, théoréme I]

On veut établir que tout groupe de type fini G ayant un probléme de mots
résoluble est isomorphe & un sous-—groupe simple d'un groupe de présentation

finie. Le principe de la démonstration est le suivant 3

On montre que G admet un homomorphisme injectif effectif dans un groupe G+
qui est "presque" simple, au sens que le sous-groupe distingué engendré dans et
par un élément de G différent de e contient G , on itdre w fois cette cons-
truction et on passe & la limite inductive & laquelle on applique le théoreme de
Higman. Cette construction sort de la catégorie des groupes de type fini ayant un
probléme de mots résoluble (cf. (g), p. 18 de cet exposé), d'od
la nécessité, peut-&tre temporaire, de considérer des présentations ayant un pro-

bléme de mots résoluble et d'établir le résultat suivant :

Soient (X, R) une présentation ayant un probléme de mots résoluble et G le

groupe défini par (X,R). Alors on peut construire une présentation d'un groupe

simple H , une présentation finie 4'un groupe K ayant un probléme de mots

résoluble, un homomorphisme injectif de G dans H et un homomorphisme injec-

tif de H dans K .

Nous allons commencer par quelques rappels sur les groupes introduits

dans [12].
Soit (X, R) wune présentation arbitraire d'un groupe G . On désignera par
M— l1'homomorphisme canonique de F(X) sur G . Soit (Jv)vE v une famille

1 . 214 .
d'ensembles. Pour tout élément v € V , soient (Ai)ié Jv et (Bi)i GJ& des
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familles d'éléments de F(X) et soit fv un isomorphisme du sous-groupe de G
engendré par {Ki ]i € J&} sur le sous—groupe de G engendré par [ﬁi ]i € Jv}
tel que fv(li) = Ei (ic¢ Jv) . On montre dans [12] qu'il y a un surgroupe de G
dans lequel tous les fv deviennent des automorphismes intérieurs [esquisse de
démonstration empruntée & [31], pp. 12-13 : se ramener au cas o V & un seul

é1ément Voo fabriquer par un argument de "back and forth" une limite inductive

a

G de sommes amalgamées dans laquelle fv devient un automorphisme, prendre un
¢}
produit semi-direct de G et de Z pour rendre fv intérieur. Alors que la
o

premidre partie de cette démonstration - fabrication de G et d'un automorphisme

de G prolongeant fV - est codifiée dans les exposés qui traitent des modéles
(o] -
homogénes universels, personne ne semble avoir approfondi le fait que les automor-

phismes de certaines espéces de structures - groupes, corps (non nécessairement
commutatifs),... — sont définissables dans des "surstructures"] . Il est immédiat
que la présentation

i“vii

(X.\l{pvlv €V},RU {p;1A.p B | (v,i) € Vv x JV})

FP X . . N . . .
définit un groupe G qui est la solution du problime universel qui consiste &
transformer les fv en automorphismes intérieurs. Il est alors clair que 1'homo-

X -
morphisme canonique de G dans G  est injectif. On désignera encore par

— X
M+ M 1'homomorphisme canonique du groupe libre F(X L. [pv lvev)) sur G .

Avec ces notations on a le lemme fondamental suivant (voir [8] pp. 20-22 pour la

démonstration) :

Lemme de Britton.— Tout élément M de F(XJ_L{pV |v € V}) quivérifie i =e

et dans lequel l'une des lettres Pv de V intervient contient un sous-mot ayant

1'une des deux formes suivantes :
(1) p;1 Crp, ou C appartient au sous-groupe de F(X) engendré par

(a1 e}
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(2) pv(}p;1 ot C appartient au sous—groupe de F(X) engendré par

{Bi i€ Jv} .

I1 résulte du lemme de Britton qu'il y a une application p du groupe

FXu {pv v ¢ V}) dans lui-méme ayant les propriétés suivantes :

(1) p(M) est obtenu en remplagant dans la forme normale de M ([7], I.84)

1

tous les sous-mots de la forme (1) p; Cp, (resp. (2) pv()p;1) par D, oi D

est obtenu & partir de C en remplacant chaque Ai par Bi (resp. chaque Bi

[

par Ai ) H chaque étape on remplace un seul sous-mots, le premier que 1l'on

rencontre en allant de gauche & droite.

(11)  p(M) = H

(iii) pour tout élément g de G (et en particulier pour e ), on a

M=% « (p(m) e P(X) et p(M) =7¢)

Nous pouvons maintenant établir le résultat annoncé. Soit P = (X, R) une
présentation ayant un probléme de mots résoluble d'un groupe G que 1'on suppo-
sera non trivial. Soient (Mi)1s ; une énumération effective de tous les é1léments

de F(X) et (Nj)1s 3 une énumération effective de tous les éléments de F(X)

qui vérifient ﬁj #£ e . Soit P’ 1a présentation

1

) . -1 -1 - , -1, .
(x n.{t}lL{uiI iz 1}1L{vj1 jz1},RU {ui tui(tMi) g tvj\t,Nj) liz1, 321})

1

ol (t,Nj) désigne le commutateur t NS1th . On désigne par G' 1le groupe

Lo + . .
défini par P et par I 1'homomorphisme canonique de G dans G+ . Le lemme

suivant est central :

Lemme 5.- (a) Pour tout é1ément x #e de G , le sous—groupe distingué engendré
+
par I(x) dans G contient G .
+ s 2 . c - .
(b) P a un probléme de mots résoluble et I est un homomorphisme injectif

effectif de G dans G .

Démonstration. (a) est évident. Pour démontrer (b) posons G(t) = G * (t) =
produit libre de G et du groupe libre sur {t} . Il est clair que I est compo-
. . . + +
sée des applications canoniques G - ¢(t) - G . Montrons que G est un

surgroupe de G(t) du type G(t)x . I1 suffit pour cela de s'assurer que les iso-
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morphismes requis fv existent, ce qui est clair compte tenu du fait que le théo-
réme de la forme normale ([7], I.83) garantit que chacun des éléments suivants de
G(t) engendre dans G(t) wun sous-groupe infini (monogine) : t , tMi (1=s1i),
&,N,)(1 s j) . On en déduit que I est injectif et on exploite ensuite le lemme
de %ritton et les propriétés de p . Il est essentiel de remarquer que §p est

une application effective (ef. (3], pp. 58-59, lemme 1, auquel nous ne faisons

pas appel et dont il faut sans doute amender 1'énoncé en exigeant que les fv
soient des isomorphismes effectifs, ce qui est apparemment implicite dans la nota-
tion de [3]) ¢ pour cela, comme les isomorphismes fv sont certainement effectifs,
il y a lieu seulement de montrer que 1l'on peut déterminer effectivement les sous-
mots que l'on remplace (cf. (i)), autrement dit, qu'il y a un algorithme permet-
tant de déterminer pour tout élément M de G(t) si M appartient au sous-
groupe (t) (de G(t) ), au sous-groupe <tMi) (1 £1i) , au sous-groupe

((%,¥.)) (15j) . Le théoréme de la forme normale réduit aisément chacun de ces
probigmes au probléme des mots pour P , qui est effectivement résoluble par
hypothése. La propriété (iii) entrafne alors que P’ aun probléme de mots réso-

luble et que I est effectif.
C.Q.F.D.

On peut alors construire par récurrence une suite (Pn, Gn) de présenta-

+ o+
n+1 ’Gn+1> - (Pn ’Gn) :

tions de groupes Gn en posant : (Po ,Go) =(p,q), (¢
On obtient avec des morphismes injectifs évidents un systéme inductif filtrant
dont on désigne la limite par (pim Pn, Qim Gn =H) . Il y a une fonction effec-
tive de H dans N qui & tout é1ément x de H associe un entier n tel

que x '"provient" de Gﬁ . La partie (a) du lemme 5 entraine que H est simple
et la partie (b) (loc. cit.) entrafne que la présentation LinP? de H aun
probléme de mots résoluble. On termine en appliquant la version suivante du

théoréme de Higman :

(4) tout groupe H récursivement présenté admet un homomorphisme injectif
dans un groupe K de présentation finie ;

(B) si en outre H a un probléme de mots résoluble, K a la méme propriété.

Pour (B) voir [10]. (A) est établi dans [11] (et [28]) pour les groupes de

type fini, ce qui suffit puisque, comme remarqué dans [11], on peut se ramener &
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& ce cas en inspectant la démonstration de [ 12] qui établit que tout groupe dénom-

brable est isomorphe & un sous-groupe d'un groupe engendré par 2 é&léments.

Remarque.- Quitte & améliorer la proposition 2, on peut établir la nécessité de

I dés que 1l'on dispose de et (sans itération, cf. [22]).

4. Compléments

(a) Le lecteur n'aura aucune peine & établir tous les résultats des paragraphes
1 et 2 dans un cadre beaucoup plus général. En particulier, il pourra unifier les
propositions 3 et 4 et s'assurer que le théordme de Macintyre est vrai dans les
structures algébriques usuelles. L'analogue de II est vrai pour les monoides

[5] et trivialement faux pour les groupes commutatifs et les anneaux commutatifs.

(b) On trouvera dans [5] une version "uniforme" de (II). On ne peut pas pousser
trop loin ce genre de résultats : comme rappelé dans les premidres lignes de cet
exposé, la classe des présentations finies de groupe ayant un probléme de mots
résoluble n'est pas récursive [24], ni méme récursivement énumérable [6]. On mon-
tre également dans [6] qu'il n'y a aucun algorithme partiel qui permette, quand
on l'applique & un groupe de présentation finie ayant un probléme de mots réso-
luble, de résoudre le problime de mots pour ce groupe. On en déduit aisément
(imiter la preuve classique du fait qu'un groupe de présentation finie résiduel-
lement fini & un probléme de mots résoluble) qu'il n'y a aucun groupe de présen-
tation finie ayant un probléme de mots résoluble "universel" pour tous les grou-
pes de présentation finie ayant un probléme de mots résoluble (une conséquence
facile du grand théoréme de Higman est qu'il existe un groupe de présentation

finie universel pour tous les groupes de présentation finie).

(¢) Un résultat 3 comparer avec le préambule du paragraphe 3 : d'apres P. Hall,
tout groupe dénombrable est isomorphe & un sous-groupe d'un groupe simple engen-

dré par 9 é&léments (pour une application intéressante, voir [17]).

(d) I1 est facile de voir (modulo l'existence d'un groupe simple infini de pré-
sentation finie !) qu'étre simple est une propriété de Markov (au sens de [4]
et [24]). I1 s'ensuit que la classe des présentations finies de groupes simples

n'est pas récursive et plus généralement que le résultat 1 de ([4], p. 16)
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s'étend & la propriété d'étre simple (cf. [4], p. 17).

(e) 1I1 est facile de voir qu'un groupe algébriquement clos n'admet pas de pré-

sentation récursive [17].

(f) La tradition orale (Kreisel ?) et écrite ([15], pp. 23 et [16]) a relevé cer-
taines analogies non triviales entre des résultats spécifiques & la théorie des
groupes et des résultats de logique (e.g. entre le grand théordme de Higman et le

théoréme de Kleene-Craig-Vaught). Le présent exposé suggere d'autres analogies,

somme toute peu significatives :

théorie compléte | groupe simple

toute théorie récursivement énuméra— | roposition 1

ble complete est décidable | prop

toute théorie décidable a une exten- tout groupe ayant un probléme de

sion compléte décidable mots résoluble est isomorphe & un

sous-groupe d'un groupe simple ayant
un probléme de mots résoluble.

Peut-on "expliquer" ces analogies ? Les techniques de [13] semblent inopérantes.

(g) Les problémes suivants sont apparemment ouverts :

- La classe des présentations finies de groupes simples est-elle récursivement
énumérable ?

- Tout groupe de type fini ayant un probléme de mots résoluble est-il isomor-
phe & un sous-groupe d'un groupe simple de présentation finie ? Par (B), on ne
gagne rien & se restreindre aux groupes de présentation finie (une rumeur non con-
firmée dit que tout groupe de type fini ayant un probléme de mots résoluble est
isomorphe & un sous-groupe d'un groupe simple récursivement présenté et de type
fini).

- Y a-t-il un analogue pour le probléme de la conjugaison des résultats de

cet exposé ?

- Y a-t-il un groupe infini de présentation finie ayant un nombre fini de
classes de conjugaison (Lachlan) ?

- On sait [18] que la classe des groupes algébriquement clos dans lesquels
un groupe G récursivement présenté et de type fini admet un homomorphisme
injectif détermine le degré de Turing du probléme des mots de G . Cette classe

dépend-elle seulement de ce degré de Turing ?
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