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Séminaire BOURBAKI 466-01

27e annde, 1974775, n° 466 Juin 1975

FORMES AUTOMORPHES ET_SERIES DE DIRICHLET

[d'aprés R. P, LANGLANDS]

par _Armand BOREL

Cet exposé tente de donmer un apergu d'un ensemble de résultats,
problémes et conjectures qui établissent, en fait ou conjecturalement, des
liens étroits entre formes automorphes sur des groupes réductifs, ou repré-
sentations de tels groupes, et une classe générale de produits eulériens com-
prenant beaucoup de ceux que l'on rencontre en arithmétique ou géométrie
algébrique,

A l'heure actuelle, plusieurs des conjectures ou '"questions' paraissent
tout 4 fait inaccessibles sous leur forme générale. Elles définissent plutdt
un vaste programme, é&laboré par R, P. Langlands depuis environ 1967, souvent
appelé la "philosophie de Langlands," et déjd illustré de fagon trds frappante
par les résultats classiques ou récents qui sont & sa source, et ceux qui ont
été obtenus depuis,

Pour décrire ce programme, on est malheureusement condamné & des prélimi-
naires techniques d'une nature et d'une longueur que beaucoup trouvent découra-
geantes, Pour y remédier ici dans la mesure du possible, on procddera par appro-
ximations, en commengant par des énoncés vagues ou particuliers, que l'on cher-
chera ensuite 3 préciser ou généraliser, sans du reste prétendre atteindre la
précision ou généralisation ultime,

Le probléme & la base de ce programme est d'associer & une forme automorphe
ou & certaines représentations de groupes adéliques (resp. & certaines représen-
tations de groupes sur des corps locaux) un produit (resp. facteur) eulérien,

On le discutera en quatre étapes. Cela conduit & un exposé qui se divise en
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quatre parties, dont les trois premiédres sont consacrées essentiellement & 6L, .

(i) On associe & une forme automorphe sur cmn(A)/an(Q) , fonction propre
d'opérateurs de Hecke, un produit eulérien portant sur presque tous les p (2.4).
Pour n =1 (resp, n = 2) ce procédé redonne les séries L associées par

E. Hecke & un GrYssencharakter (resp. une forme modulaire), Le §3 donne une
premidre idée des problémes posés par Langlands [27] & propos de cette applica-

tion et le §4 indique quelques résultats connus pour n = 1,2,

(ii) On remplace ensuite les formes automorphes par certaines représentations
(irréductibles, admissibles) de GLn(A) , ou plut0t d'une algdbre de Hecke con-
venable, qui interviennent dans des espaces de formes automorphes (5,1). On veut
donc leur associer un produit eulérien, Mais elles se décomposent naturellement
en un produit infini de représentations (irréductibles, admissibles) de Gln

sur des corps locaux, et le probléme se subordonne & une question locale (cf.

5.2, et 5.3-5.6 pour quelques résultats),

(iii) Le §6 donne une formulation du probléme local qui fait directement inter-
venir les représentations de groupes de Galois ou de groupes de Weil (6.3) et
passe ensuite aux conjectures et résultats le concernant (6.4, 6.5),

(iv) Enfin, les §§7 et 8 sont consacrés au cas général, Le point nouveau
essentiel est 1'introduction, par Langlands [25, 27, 30], d'un groupe associé a
un groupe connexe réductif G sur un corps local, sur lequel sont définis les
facteurs L des représentations de G ; aussi, suivant une suggestion de

H, Jacquet, nous l'appellerons le L-groupe de G et le noterons G . Si

G = GL ce groupe est €L (C) , ou plutSt le produit direct de GL (C) par

n ’
un groupe de Galois ou de Weil, ce qui nous a permis d'esquiver cette construc-

tion dans les six premiers paragraphes,

§1. Formes automorphes sur G,/Cp

1.1 La théorie générale concerne un groupe linéaire réductif G défini sur

un corps global F , qui sera pour nous un corps de nombres, sauf mention
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expresse du contraire, Pour ne pas avoir 4 y revenir, nous introduisons dé&ji
ici quelques notations générales, Cependant, les §§2 4 6 sont essentiellement
consacrés au cas G = an et F=Q, et le lecteur peut sans dommage
spécialiser les notations & ce cas (cf. 1.2), Nous y utilisons celles du cas
général lorsqu'il s'agit de notions ou résultats qui s'y transposent sans modi-
fication importante, ce que nous supposerons du reste €tre fait dans les §§7, 8.

On note V (resp. V_ , resp. Ve ) l'ensemble des places (resp. places
archimédiennes, resp., non-archimédiennes) de F, F, la complétion de F en v,
0F (resp. 0v ) 1'anneau des entiers de F (resp. Fv ), !lv la valuation
normalisée de F,, et Nv le nombre d'éléments du corps résiduel

. s r 3 4
kv = Ov/nv 0v , ot T, est une uniformisante locale, On suppose G realise

linéairement (ou muni d'une O

F-structure). Si C est une OF-algébre, G. ou

C

G(C) est le groupe des points de G 4 valeurs dans C ., On note A ou AF

1'anneau des adéles de F et G, ou G(A) le groupe des adéles de G . Ce
dernier est le produit restreint des Gv = G(Fv) par rapport aux groupes G(Ov)’
autrement dit la limite inductive (topologique) des produits

E G, xlg c(o) ,
ol S parcourt l'ensemble des parties finies de V contenant V_ ., L'anneau

Af des adéles finies est le produit restreint des F par rapport aux O
v v

(v € Vf) et GA est le produit direct de Gm = lei Gv et du produit restreint
@

G(Af) des G (v € Ve) par rapport aux G(Ov) . On choisit un sous-groupe
compact maximal K, de G et on note Ko le produit de K, par

K o= I G(Ov)' Si K est un sous-groupe compact ouvert de G(Af) ,y il
f

existe une partie finie S de Vf telle que K soit le produit des G(Ov)
(v € Ve - S) par un sous-groupe compact ouvert du produit des G, (v €8) .
On identifie GF au sous-groupe de GA obtenu en plongeant GF diagonalement
dans le produit des Gv . C'est un sous-groupe discret,

*

*
Si n=1, alors G, = A est le groupe des idéles de F, Gp = F et
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Cp = GA/GF est le groupe des classes d'idéles de F. On appellera GrBssencha-
rakter de F un caractére de Cp o i.e. un homomorphisme continu de Cg dans
C* . Il est de la forme ar> X(a)”a”r ol |y(a)| =1, r€R et

lall= 1, Jal, (a=(a) €4™ .

1.2 Sauf mention- expresse du contraire, on suppose dans les §§2 & 6 que
G=6GL . Le centre 2 de G est donc isomorphe & GLl . On supposera F =Q
lorsque l'on établit des liens avec la théorie classique (1.3, 1.4, 2.5, en par-
ticulier), Dans ce cas V_ est formé d'une place « , Ve s'identifie 4 1'en-
semble des nombres premiers et si v =p € Ve s alors FV = Qp , 0v = Zp . On
convient que O, =R ,
1.3 Pour fixer les idées, nous rappelons briévement la notion de forme automor-
phe sur G, , quoiqu'en fait la définition précise n'interviendra guére ici, vu
1'absence totale de démonstrationms.

Une fonction continue £ & valeurs complexes sur GA est une forme auto-
morphe si:

(i) elle est invariante & droite par GF 3

(ii) elle est K -finie, i,e, 1'ensemble de ses translatés & gauche par K,

engendre un espace vectoriel sur € de dimension finie ;

(iii) il existe un GrYssencharakter | tel que f(z:g) = (2)-£(g) (z € ZA’

g € GA) H

(iv) il existe un idéal I de codimension finie de 1'algebre 2Z des opéra-
teurs différentiels biinvariants sur G, qui, quel que soit y € G(Af) ’
annule la fonction xp—> f(x*y) sur G ;

(v) f satisfait & une condition de croissance convenable.

Enfin, f est parabolique ou cuspidale si I f(u-x) du = 0 quels que

UA/UF
soient x € GA et le radical unipotent U d'un F-sous-groupe parabolique

propre de G,

186



466-05
Il résulte en particulier de (ii), (iv) que f(x-y), vue comme fonction de
x€6G, et y€ G(Af), est analytique en x et localement constante en y ;

elle est aussi invariante 4 gauche par un sous-groupe compact ouvert de G(Af).

1.4 Cette notion n'est pas essentiellement plus générale que celle de forme
automorphe sur G,/T , od T est un sous-groupe de congruence de G(OF).
Indiquons rapidement le lien entre les deux, au moins dans le cas qui nous
intéresse ici., Soit GI 1'ensemble des éléments de Gg = GLn(R) de déter-
minant > 0 , Soit K un sous-groupe compact ouvert de G(Af), produit direct
de groupes Kp € Gp supposés tels que x+> det x applique Kp sur Oz quel
que soit p, Le groupe T = G, N (GR X K) est un sous-groupe de congruence de

Q

Gz et on obtient ainsi un systéme cofinal de sous-groupes de congruence, En

utilisant la relation
(1) SL (A) = SL_(Q)+(SL (R) x (SL_(A;) n K))

(approximation forte pour SL ) et 1'égalité

* 4+
(2) A=qQ.R-To_,
. p P
qui exprime le fait que le nombre de classes de Z est 1, on obtient aisément

B +
GA = (Kf X GR)-qQ . On a donc une identification naturelle

(3) K\GA/GQ = G/l avec T = (Gk x Kg) n GQ ,

qui permet d'associer canoniquement & une fonction sur GR/F une fonction sur

GA/G invariante & gauche par K , Les conditions données plus haut se tradui-

Q

sent en leurs analogues sur Gg (cf. par exemple [13; 14]),

1.5 Formes modulaires, On suppose ici n = 2, Alors H = GLZ(R)/O(Z) est le

demi-plan de Poincaré, sur lequel G; (resp. GR) opére par transformations
holomorphes (resp, holomorphes ou antiholomorphes), Soit T un sous-groupe de

congruence de SLZ(Z). Rappelons qu'une forme modulaire de poids k sur T

est une fonction holomorphe sur H, satisfaisant 4
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a b
(1) £ (—a—z—“‘—*i) = (cz + 5 £(2) , (z €H; )
cz 4+ d z c 4

et 4 une condition de régularité aux pointes d'un domaine fondamental., En parti-
culier, si d est le plus petit entier >0 tel que z+—> z + d soit dans T,

alors

(2) £(z) = D aefmii/d
>0

f est parabolique si a = 0. Posons

1]
m
W

[}
(3) ilgy2z) = (det g) *(cz + 4d) , (g
Soit f la fonction sur r\q; définie par
sy Y
He) = £(gr 1) (g, )7

alors f est une forme automorphe sur F\GI, invariante par rapport & Z:

et qui satisfait &

~ig(x)+k

(4) f(xeg) = e - £(g) (g € GR 5 x € 0(2) rotation d'angle 0(x) ).

Un des cas les plus.importants est celui od T est un groupe de Hecke
a b
r (N = €SL (Z)|c =0 mod N
2
c d
*
(N>1). Si {§ est un caractére de (Z/N+Z) , alors on considére plus géné-
ralement des formes modulaires de poids k et caractére { , i,e., qui satis=-
font &
k a b
(5) f(yz) = f(2z)*(cz + d) +y(d) , (v = €ET) .
c d
Les formes correspondantes sur T\Gg ou sur G“>GA satisfont alors & une

relation f£(z.g) = sz)~f(g) , od $‘ est un caractére convenable du centre de

G [13], (pour. ces relations, voir aussi [3; 7; 41]).
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§2. Produit eulérien attaché 4 une forme automorphe

Dans cette premiére étape, nous ne définissons les facteurs locaux des pro-
duits eulériens que pour presque toutes les places finies, en évitant toute
place ol se présentent des phénoménes de ramification en des sens variés. Nous
rappelons tout d'abord deux exemples fondamentaux,

2.1 Soit n =1, Une forme automorphe sur GA est donc un GrBssencharakter,

. *
On peut écrire f =1 £, od f  est un caractére de F . Soit S le complé-
v

ment dans V de l'ensemble des v € Ve pour lesquels le noyau de fv contient

%

0, . Il est fini. On associe & f le produit
=s,~1

(1 Ls, ) =TT (- £m)aw) ™)™,

v§#S
Ce produit converge dans le demi-plan Rs > 1 et admet un prolongement analyti-
que méromorphe, Complété par des facteurs convenables pour les v € V, , il est
holomorphe si f est non trivial, a un (seul) p31e simple si f # 1, pour
s = 1, et satisfait & une équation fonctionnelle reliant L(s,f) et

L(1 - s,T), (voir par ex. [44; 48]).

2,2 Pour ce §, voir par ex., [32], [41l: Chap. 3]. Soit f une forme modulaire
de poids k pour SLZ(Z) . On lui associe, dans les notations de 1,5(2), avec
d = 1, la série de Dirichlet

(1) L(s,f) = 2 an/ns .
n>1

Supposons a_ = 0, i,e, f parabolique, a; =1, et £ fonction propre des

opérateurs de Hecke T(p). Alors on a

(2) L(s,£) = 1 (1 = ap™ + p7)728)71
P

D'aprés Hecke, L(s,f) converge dans le demi-plan Rs > 1 + (k/2). La fonction
R(s,f) = (2n)-s-r(s)-L(s,f) a un prolongement analytique holomorphe borné dans

les bandes verticales et satisfait & 1'équation fonctionmelle

(3) R(s,£) = i5R(k - s,f) .
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Des résultats semblables valent aussi pour les formes modulaires pour FO(N),

mentionnées en 1.5,

2.3 Pour passer 4 des cas plus généraux, on utilise une définition "locale" des
opérateurs de Hecke, Soit Tn le tore maximal de G = GL et soit W le
groupe de Weyl de GL_  par rapport a T, 3 c'est donc le groupe des automor=
phismes de T, associés aux permutations des vecteurs base canoniques de o
Soit v €V, et soit Ho,v = H(Gv’Kov) 1'algébre de Hecke de G, par rapport
a K= GLn(OV), i.e., 1'algébre de convolution des fonctions complexes biinva-
riantes par Kov et 4 support compact, On sait [35] que Ho,v s'identifie
canoniquement 4 1'algébre P des fonctions polynomiales sur Hom(M,c*), od
M= Tn(Fv)/Tn(OV), qui sont invariantes par W. Or Hom(M,C*) s'identifie a
rn(c), donc P s'identifie & 1'algébre des fonctions réguliédres sur Tn(c) qui
sont invariantes par W. Si y : Ho,v-—> C est un caractére, il existe une et
une seule orbite de W dans Tn(c) telle que h > X(h) soit 1'évaluation
en un point de l'orbite, et cela établit une bijection entre Hom(Ho’v,c) et

Tn(C)/W . D'autre part les orbites de W dans Tn(c) représentent (exactement)

les classes de conjugaison d'éléments semi-simples de an(c). 11 existe donc

une bijection canonique entre caractéres de degré un de Ho v &t classes de con-
= —_— , v o—m =—m22ss TF T

jugaison semi-simples de GmnGE) . Lorsque GLn(C) intervient dans cette

capacité, on le note Lcs et on l'envisage comme un sous-groupe du L-groupe de
G, (cf. §7).
On étend cette terminologie aux places infinies., Si GV = GLn(R) (resp.
6L (C) ), soit K =0(n) (resp., U(n) ). L'algébre H est 1'algébre de
n ov 0,v
A

convolution des mesures a support compact sur Gv biinvariantes par Ko .

v
L'assertion précédente reste valable, et 1l'on pose de nouveau GLn(C) = ch .

2,4 Soit f wune forme automorphe sur GA/GF . En particulier, f est inva-
riante & gauche par un sous-groupe compact ouvert K, de G(Af). Il existe une
partie finie S de V contenant V, et telle que K, ait Kov comme facteur

direct si v ¢ S . Supposons que f soit fonction propre de Ho,v our v £ S,
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1'algébre Hy o opérant par convolution 4 gauche, et soit X, le caractére de
b
Ho,v tel que h* f = Xv(h)-f, (h € Ho,v) . A x, correspond par 2.3 une
L

classe de conjugaison semi-simple {gv} de "G = an(c) . On associe alors a

f 1le produit

(1) L(s,f) = T—T L(s,xv), avec L(s,XV) = (det(l - Nv-s~gv))_1 .

v§Es
Plus généralement, si r est une représentation de dimension finie de LGO, on
pose
- -1
(2) L(s,£,v) = T [ L(s,x,»1), avec L(s,x,,T) = (det(l - Nv  ex(g )N .

v§gs
Cette construction est donnée dans [25] pour les groupes déployés, dans [27] pour
le cas général (cf. 7.4). Le produit L(s,f,r) converge absolument pour Rs

assez grand [25; 27],

2,5 Nous supposons ici n = 2, et faisons le lien avec 2.2, Soit T(p) (resp.
1

?(p) ) 1'opérateur de Hecke associé & la double classe de modulo
SLZ(Z) (resp. GLZCIP) ). Soit f comme en 2,2, soit f la forme automorphe

correspondante sur G,/G (via 1.4, 1.5). Alors [13: p, 48] on a

Q

(1) )y = pM2L Gy « D

Par conséquent, si f est fonction propre de T(p), de valeur propre ap ,

1-k/2_,
P

D'autre part, f est invariante par Z, , et par GLZ(ZP) pour tout p .

~ Pad -~
alors f est fonction propre de T(p) de valeur propre ap =p

L'algébre H p est engendrée par T(p) et la double classe T(p,p) de p.Id.,
2
o~
donc f est fonction propre de H, . En fait, le procédé de 2.4 associe &
~ ?
f le produit
-~ - - - -
(2) L(s,H) =0 (1 - P(1 k)/zap'p s 4 . Zs) 1
P

On a donc L(s,%} = L(s + (k=1)/2,f) .
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§3. Problémes globaux

Ils se rangent en gros en trois types:

3.1 Prolongement analytique, équation fonctionnelle, Les résultats de Hecke

rappelés en 2,1, 2,2, suggérent évidemment de se demander si les séries L de
2.4 admettent un prolongement analytique méromorphe, n'ayant qu'un nombre fini
de pOles, et si la définition de L(s,f,r) peut €tre complétée aux v € S de
maniére 4 ce que L(s,f,r) et L(l-s,f,rv), o r“ est la représentation con-
tragrédiente de 1, soient liés par une équation fonctionnelle, et que L(s,f,1)
soit holomorphe si f est parabolique,

On y reviendra dans les §§4, 5, 6, 8,

3.2 Surjectivité, FEtant dormé f comme dans 2.3, on lui a associé pour presque
tout v € Vf une classe de conjugaison semi-simple dans GLn(C) , autrement dit
un polynOme caractéristique complexe, de degré n , 4 racines non nulles. Or il

y a plusieurs procédés bien connus pour faire cela, en particulier

(i) Séries d'Artin, Soit- E une extension galoisienne de F et soit O une
représentation linéaire complexe de degré n du groupe de Galois G(E/F) de E
sur F, Pour v non ramifiée dans E , soit g, un &lément de Frobenius en v;
il est déterminé 4 conjugaison prés. On peut alors former la série
(1) L(s,0,E/F) = T  (det(l - olp W )" .

v non ram,
Elle admet un prolongement méromorphe au plan complexe, On sait comment multi-
plier cette série par des facteurs locaux correspondant aux v € S de maniére
d ce que le produit ainsi complété soit méromorphe et ait une équation fonction-
nelle liant L(s,0) et L(l-s,0°) . La conjecture d'Artin est que cette
fonction est holomorphe si 0 est irréductible non triviale, Pour la forme de

1'équation fonctionnelle, cf. [5].

(ii) Soit 2Z wune variété projective lisse sur F , Pour tout v € Ve od 2
admet une bonne réduction Z(v) =2 X Ev , soit Dy 1'endomorphisme de Frobenius

de Z( Fixons un entier m > 1, Pour £ premier et premier 4 Nv , 1'endo-

v) *
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morphisme o, induit un endomorphisme Oy m du m-iéme groupe de cohomologie

L-adique de Z<v) . Soit PV(T) = det(l - mv,m-T) . Il est a coefficients

entiers rationnels indépendants de 4 [9]. On considére alors le produit
(2) L (s,2) =1 B (W %)™t
m "’ v v ’

étendu aux v de bonne réduction, On conjecture qu'il admet un prolongement
analytique méromorphe & nombre fini de pOles. Modulo d'autres conjectures, non
toutes réglées par [9], Serre [38] a montré comment compléter cette définition

aux v € V restants, et donné la forme d'une équation fonctionnelle conjecturale

liant les valeurs du produit complet en s et m+ 1 - s,

(iii) Comme dans (i), 4 partir d'un systéme strictement compatible de représen-

tations rationnelles £-adiques de G(E/F) [37], voire d'un groupe de Weil,

Le probléme est ici de savoir si 2,4 (ou son extension & des groupes plus
généraux), donne beaucoup des séries obtenues par l'un de ces procédés, ou des
variantes., La 'philosophie' espére qu'il en est bien ainsi, Comme le montrent
les exemples connus, dont certains seront mentionnés plus loin, cela est d'un

intér€t considérable pour les deux classes d'objets en question,

3.3 Comparaison, Soit D une algébre 4 division centrale sur F , de rang n .
Soit H le F-groupe algébrique associé & D : pour toute F-algdbre L, le
groupe H(L) est le groupe des é&léments inversibles de D®, L . Pour presque
tout v, on a Hv = cmn,v . La construction de 2.4 associe donc aussi des
séries L(s,f) aux formes automorphes sur H,/Hp qui sont fonctions propres des
Ho,v pour presque tout v . Le probléme est ici de voir si les séries L
obtenues & partir de H proviennent aussi de G, ou en tout cas s'il y a des

liens entre elles et par suite entre formes automorphes sur HA/HQ et sur CA/GQ'

Pour n = 2 , une réponse affirmative est donnée dans [20] (cf. 8.6(b)).

3.4 Il y a en gros deux types de réponses ou de conjectures concernant le pro=-

bléme de surjectivité, Dans l'un on impose des conditions analytiques au produit
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eulérien considéré, et 4 d'autres qui en sont dérivés, suivant le modéle de la
réciproque de Weil au théoréme de Hecke (4,2). Une autre maniére de poser le
probléme se trouve dans [27], et ne se formule bien qu'une fois introduits
représentations, groupe de Weil et L-groupe (cf. 8.3). A titre d'exemple, don-
nons déjd ici un cas particulier de la question 3 de [27].

. m Lo - .
Soit M = q GLn. , (n1 + e+ < n) , On pose M, = 1 6L, (C) . Soit

i 1 i
E comme en 3.2, Soit | : LMg X G(E/F) —> LGo un homomorphisme continu,
injectif sur LMv x {1} , indépendant de v ., Soit f une forme automorphe sur
MA/MF , fonction propre des opérateurs de Hecke (Ho,v est ici le produit des
algébres Ho,v des facteurs) pour presque tout v , et soit {mv} la classe de

conjugaison semi-simple de M associée 4 f et 4 un tel v par 2.4, ou son

extension évidente & un produit, La question est alors de savoir si le produit

I det(1 - L((m 0 )) (W) "%

étendu aux v précédents qui sont de plus non ramifiés en E , provient par 2.4

d'une forme automorphe sur GA/GF .

84, Quelques réponses pour GLl et GL2

4,1 Le cas particulier non trivial.le plus simple de 3.4 est celui od M = {e},
et n =1, Le produit 3.4(l) est une série d'Artin abélienne et l'on demande si
elle est associée 4 un GrBssencharakter, La réponse (affirmative) est la loi de
réciprocité d'Artin pour les extensions cyclique, qui, plus précisément, établit
une bijection entre caractéres de degré 1 du groupe de Galois G(FS/F) d'une
clOture séparable de F et les GrBssencharaktere d'ordre fini de F, Cela
démontre aussi la conjecture d'Artin (cf, 3.2) pour o de degré 1, Dans [46],
Weil a introduit une autre classe de GrYssencharaktere qui doivent avoir une
interprétation arithmétique intéressante, les GrYssencharaktere y de "type A
la restriction de y & F: =TT Fj , identifié au groupe des points réels du

VEV,
groupe algébrique RFﬂQ GL, , est le produit d'un caractére de groupe algébrique
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de ce groupe par un caractére d'ordre fini., Les GrYssencharaktere de type (Ao)
qui ne sont pas "triviaux," i.e. produits de ]| "m (m € Z) par un GrBssencha-
rakter d'ordre fini, donnent lieu & des séries L susceptibles d'intervenir
dans des fonctions zéta de variétés algébriques, et dont certaines au moins sont

connues pour le faire [46].

4,2 Soit n = 2, Hecke a déjd donné une réciproque aux résultats de 2,2 pour
= SLZ(Z). Si une série de Dirichlet Y an-n-s = D(s) se prolonge analytique~
ment en une fonction holomorphe et si R(s) = (21-r)-S T"(s)+D(s) satisfait &

R(s) = ik-R(k-s) et est bornée dans des bandes verticales, alors D(s) est
associée 4 une forme modulaire pour SL,(Z) . Weil [47] a étendu cela aux for-
mes modulaires pour les sous-groupes TO(N) : il faut imposer des conditions du
type précédent non seulement & D(s) mais 4 des séries ¥ anx(n)/n-S obtenues en
tordant D(s) par certains caractéres de Dirichlet, avec de plus une valeur pre=

scrite & 1'avance, dépendant de y , de la constante intervenant dans 1'équation

fonctionnelle, Ce résultat est généralisé dans [22; 49] (cf. 5.3).

4,3 Considérons la série d'Artin de 3,2(i) pour F = Q et supposons O irré-
ductible de degré deux. Supposons que, pour tout caractére de degré un de
G(E/Q) , la fonction L(s, 0 ®Yy) satisfasse & la conjecture d'Artin, Alors
les résultats mentionnés en 4,2 entrafnent que L(s,f) provient d'une forme
modulaire de poids 1, C'est donc un analogue de la loi de réciprocité pour des
extensions non abéliennes dont le groupe de Galois a une représentation fidéle
de degré deux, mais prouvé modulo la conjecture d'Artin. On préférerait bien
entendu le démontrer directement et en déduire la conjecture d'Artin, comme
pour n =1, Il y a tout de méme au moins un nouveau cas ol Tate, Atkin and Co
ont construit directement une forme modulaire dont la série de Dirichlet asso-
ciée est la série d'Artin donnée, et ainsi prouvé la conjecture d'Artin pour
-cette derniére. Dans ce cas, l'image de 0o dans PGLZ(C) est le groupe

alterné et on ne peut se ramener au cas abélien car aucun multiple de o

4 !

n'est monomial,
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Par ailleurs [10] fournit une réciproque (cf. 6.5(b)).

4,4 Soit f une forme modulaire pour un TO(N) de poids k > 2 qui soit pri-
mitive, Alors Deligne a montré que sa série de Dirichlet &tait justiciable de
3,2(ii) et ainsi déduit la conjecture de Ramanujan-Petersson de sa démonstration
des conjectures de Weil [9] (en fait, cette réduction n'est explicitée dans [4]

que pour la fonction T de Ramanujan),

4,5 Considérons le produit eulérien défini & partir du H' d'une courbe ellip-
tique sur F , que les spécialistes savent écrire pour tout v . Le théoréme de
Weil montre que, si ce produit et les produits obtenus en le tordant par certains
GrBssencharaktere satisfont 4 des conditions d'analyticité convenables, alors le
produit provient d'une forme modulaire de poids 2, Si F est un corps de fonc-
tions, ces conditions sont satisfaites et l'on a un vrai théoréme. Si F=0qQ,
elles ont été vérifiées dans de nombreux cas, et cela conduit 4 se demander si
une courbe elliptique sur Q est isogéne & un facteur de la jacobienne de la
compactification naturelle d'un quotient H/T (N) [47]. En fait, 1'évidence en
faveur de cette conjecture et la possibilité d'associer des séries L 4 des
formes automorphes sur des groupes semi-simples [25] ont rapidement amené Serre
4 suggérer que les séries L de 3.2(ii) proviennent de formes automorphes.,

On reviendra encore plusieurs fois & GL, (cf. 5.3, 6.4, 6,5, 8,4 d)e)f),

8.6).

§5. Facteur ou produit eulérien 4 associer & une représentation

5.1 Soit | wun Gr¥ssencharakter de F , On note °LE(GA/GF) ou °L$ 1'espace

des fonctions mesurables f sur GA/GF satisfaisant & 1,3(iii), telles que

x —> f(x)-

n
v (det x-1)|n soit de carré intégrable sur GA/ZAGF et qui sont
cuspidales (cf. 1.3, la condition &tant imposée pour presque tout x € N ).
C'est un GA-module, somme directe discrdte & multiplicités finies de GA-modules
unitaires irréductibles. Les formes paraboliques sont, en gros, les combinaisons

. .. P . . 2
linéaires finies des é&léments Ko-flnls des composants irréductibles de oLy et

y
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en forment un sous-espace dense, Soit (n,M) un tel composant. Il existe alors
pour tout v € V une représentation unitaire irréductible (nv,Mv) de G, qui,
pour presque tout v, est "de classe 1," (1'espace (Mv) OV des vecteurs fixes
par Kov est # 0, et alors nécessairement de dimension 1), de sorte que l'on
puisse envisager M comme un produit tensoriel complété M = é% MV , et l'espace
M~ des formes automorphes contenues dans M comme un produit tensoriel @% M: ,
od M: est 1l'espace des éléments K ,-finis de M_ . Par définition ®, M: est
engendré par des produits Gb X, avecK X, € M: , et X, = €, pour presque tout
v, od e, est un générateur de (MV) °V  choisi une fois pour toutes,

Pour pouvoir faire entrer dans ce cadre des espaces de formes automorphes
plus généraux, il est devenu usuel d'algébriser la situation et de considérer
directement des espaces du type 8% M: plutot que des complétions, Malheureuse-
ment, pour v archimédienne, MV n'est pas un Gv-module. Mais c'est tout de
méme un module pour K,, et pour 1'algébre enveloppante de 1'algébre de Lie de
Gv . On peut exprimer cela en envisageant cet espace comme un module sur une
algébre H, , dite aussi de Heéke, algébre de convolution engendrée par les
fonctions €~ 4 support compact K -finies (des deux cOtés) et les coefficients
des représentations de dimension finie de Kov . Pour v & V; on note Ev
1'algébre de convolution des fonctions & support compact sur Gv qui sont bi-
invariantes par un sous-groupe compact ouvert de G, (dépendant de la fonctiom).
Dans tous les cas, on définit une notion de Ev—module admissible; c'est, entre
autres, un Kov-module dont tous les é&léments sont Kov—finis et dans lequel les
représentations de K . sont de multiplicité finie. (Pour v € Ve, cette
notion équivaut en fait & celle de Gv-module admissible.,) Si (nv,Nv) est
admissible irréductible, et de classe 1 pour presque tout v, alors on peut
former N = @L Nv comme plus haut, C'est un H-module irréductible, admissible,
ol H est l'algébre de Hecke globale; par définition H = @, H, est le produit
tensoriel des EV , i.e. l'espace engendré par les produits 8% hv od les hv

sont égaux & 1 pour presque tout v, avec le produit évident. Dans la suite

on considére uniquement des représentations = g%,ﬂv de ce type. Ce sont donc
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des H-modules, mais on se permettra d'en parler comme des GA-modules. Une
telle représentation est dite automorphe si elle est réalisée dans un H-module
de formes automorphes, ou plus généralement comme un sous-quotient d'un H-module

de formes automorphes. On note é(GV) ou év 1'ensemble des classes d'équiva-

lence de Ev-modules admissibles irréductibles (pour tout cela, voir [17; 22]).

5,2 On veut maintenant associer a une représentation automorphe (irréductible
admissible) un produit eulérien indexé par V tout entier., Ce probléme global
se subordonne 4 une question locale: associer & toute représentation admissible
irréductible de H un "facteur eulérien'" convenable, i,e. si v € Ve, une

-1

fonction de la forme (P((Nv) %)) ol PEC[T] et P(O) =1; si vEV,,

un produit de facteurs n-s/2 T((s + m)/2) et n-s T'(s + m) par une exponen-
tielle P | pe fagon un peu moins vague, Langlands [27] a d'abord posé les
problémes suivants (dans le cas général, en fait, cf. §8) qui, pour mn =1, sont
traités dans la Thése de Tate [44].

(i) Fixons un caractére additif non trivial wv de FV . Il faut assigner &
., € év et & une représentation holomorphe r de dimension finie de LG0 un
facteur eulérien L(s,nv,r) et un facteur e(s,ﬁv,r,wv) de la forme c¢ X expo-
nentielle, Si m, est de classe 1, la représentation naturelle de Ho,v sur

1'espace des vecteurs fixes par K définit un caractére Xy de H ;3 on
ov o,V

veut que L(s,nv,r) soit égal au L(s,Xv,r) de 2,4; de plus, on pose

e(s,ﬁv,r,wv) =1 si 0v est le plus grand idéal sur lequel ¢V est trivial,

(ii) Supposons | associé 4 un caractére additif dommé | de A/F quel que

soit v € V. On voudrait que la solution de (i) ait la propriété suivante:

Soit (mr,M) = @b(nv’Mv) un H-module automorphe irréductible admissible,

Alors
(1) L(s,m,r) =11 L(s,wv,r) , et L(s,w,rv)
v

admettent des prolongements analytiques méromorphes avec nombre fini de p&les,
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A

qui satisfont 4 une équation fonctionnelle

(2) L(s,m,r) = E(S,ﬁ,r)L(l'saﬂ9rv): od e(s,m,r) =1 E(S9ﬁv9r’$v) ’
v

et sont holomorphes si M C oL2 et Tt est irréductible non triviale,

Remarquons que les facteurs L et € sont en tout état de cause définis
pour presque tout v, indépendamment de la résolution du probléme local. La

construction de 2.4 s'applique donc & tout H-module irréductible admissible,

5.3 Ces problémes sont résolus affirmativement lorsque n = 2 et que r est
la représentation identique ([22], voir aussi [13; 17]), Le probléme local est
en fait traité par deux méthodes, qui fournissent (heureusement) les mémes
facteurs L et e, L'une généralise assez directement celle de Tate [44], On

considére des fonctions zéta locales de la forme

i
¢(d,cy8) = I 3(x) c(x) [det x!\s;‘-’L dx, od & est une fonction de Schwartz-
G
v

Bruhat sur ‘Mz(Fv) et ¢ est un coefficient de . Cette intégrale converge
pour Rs >> 0, admet un prolongement analytique méromorphe. Il existe un
facteur eulérien L(m,s), combinaison linéaire de telles fonctions, tel que
L(n,s)-l-g(é,c,s) soit entiére quels que soient § et c¢ . C'est le facteur
cherché, Le facteur & s'obtient en considérant 1'équation fonctionnelle qui
lie (¢(3,c,s) et Q(%,E,l-s), od a est la transformée de Fourier de &.
L'autre méthode utilise des intégrales sur Fi formées en considérant une
réalisation de 1 dans un espace de fonctions sur Gv , le modéle de Whittaker
de 1.

Par exemple, si k =R et m est dans la série discréte, alors L(s,m)
est formé d'un facteur gamma; si v est archimédienne et m est dans la série
principale, alors L(s,m) est produit de 2 facteurs gamma (se réduisant parfois
4 1 par la formule de multiplication), Si v est ultramétrique, L(S,ﬂ)_l =1
si 1 est supercuspidale, est de degré 1 si n est spéciale, de degré 2 sinon,

Dans tous les cas, les fonctions L(s,m ® x) et e(s,m ®y), od yx parcourt
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les caractéres du centre, caractérisent m 4 équivalence prés parmi les repré-
sentations dont la restriction au centre est donnée [22: 2,19, 5,18, 6.7].

De plus [22] établit une réciproque: soit m = ®, ™, admissible irréducti-
ble, On suppose qu'il existe un GrYssencharakter §, tel que
nv(a-Id.) = ¢v(a)-1d. quels que soient v €V, a € Fj et surtout que, pour tout
GrYssencharakter, L(s,m @ x) et L(s,n’ G)x-l) admettent des prolongements
\

analytiques holomorphes, bornés dans des bandes verticales, satisfaisant 4

1'équation 5,2(2). Alors 1 intervient dans 0L2 [m ®x est le produit

v
tensoriel de 1 et de la représentation x —> y(det x).]

Remarquons que, méme dans ce cas, on sait trés peu de choses lorsque
n'est pas la représentation identique., En fait, on n'a des renseignements que
pour r = Symm avec m= 2,3, Si m= 2, et g provient d'une forme modulaire
parabolique, prolongements analytiques et équations fonctionnelles sont &tablis

dans [34], et 1'holomorphie dans [42; 43], Si m = 3, 1'existence d'un pro-

longement analytique méromorphe résulte de [25],

5.4 Pour GL (méme sur une algébre & division) une solution est donnée par
Godement-Jacquet [18] et obtenue par une méthode généralisant celle esquissée

ci-dessus,

5.5 Le role joué par les GrBssencharaktere dans la réciproque de 5.3 a amené
Gelfand et Kazdan [15] 4 poser un probléme différent pour GL , mettant en jeu

GL et GL

0 n-1? (cf. 6.3(d)). Du point de vue de 5.3, cela conduit & la

question suivante: associer & tout couple de représentations irréductibles

admissibles n, de G et n; de G; = GL

L]
v des facteurs L(s,nv X nv) et

n-1l,v
' s A : = [ [ -
E(s,nv X nv,wv), de maniédre 4 ce que, si n = R m, et n' =@, m, sont auto
morphes pour G, et GA respectivement, alors L(s,m xnu') =11 L(S,nv X n;) et
v
L(s,m’ x n'Y) admettent des prolongements analytiques méromorphes, holomorphes

si m est parabolique, satisfaisant &

L(S’TT X TT') = E(Sy" X TT')'L(]-'SQTTV X ﬁ'v), od E(S’TT X ﬂ") =1 S(S,n‘vm‘",,ljlv).
v
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' est aussi

Pour n = 3, ce programme est réalisé dans [23] (au moins si n
parabolique et F est un corps de fonctions), De plus [21] annonce une récipro-
que, aussi due & Jacquet et Shalika: supposons 1 irréductible admissible et

satisfaisant aux conditions précédentes pour tout m' automorphe pour GL, et

pour tout GrUssencharakter y , alors g est automorphe parabolique,

5.6 Trds récemment, PiateckiY-Sapiro a annoncé qu'il a démontré pour GL, les
analogues des théorémes de Jacquet-Langlands. En particulier, il suffit de nou=-
veau que 1 ® x satisfasse 4 des conditions d'analyticité et équations fonction-
nelles quel que soit le GrBssencharakter y pour que 1 soit automorphe para-
bolique, Il a également donné un exemple simple montrant que cette réciproque
cesse d'étre valable pour n >4, En fait, il construit une infinité continue

de représentations irreductibles admissibles non &quivalentes de GLAA , qui

ont toutes les mémes facteurs locaux L et €, et dont l'une est automorphe
parabolique., Ces représentations satisfont donc aux conditions de Jacquet-
Langlands, mais ne peuvent Stre toutes automorphes puisque le spectre de

2 z
OL (GA/GF) est dénombrable,

§6. Représentations de GL et représentations de groupes de Weil

Les caractéres d'ordre fini de Ft correspondent canoniquement aux carac-
téres du groupe de Galois G(Fv,ab/Fv) de 1'extension abélienne maximale de Fos
d'aprds la loi de réciprocité locale. Langlands conjecture pour GL ~ des rela-
tions analogues entre représentations irréductibles admissibles de G et repré-
sentations complexes de dimension n du groupe de Galois d'une cldture séparable
de F_, qui se globaliseraient en une loi de réciprocité non abélienne liant

séries d'Artin et représentations automorphes de G, (en partie démontrée pour

A
n = 2, modulo la conjecture d'Artin), En fait, les conjectures mettent en jeu
plus généralement des représentations de groupe de Weil et séries L d'Artin-
Hecke (6.5); en principe, elles comprennent méme les séries L obtenues &

partir de "motifs," mais le conférencier n'ira pas jusque l4.
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6.1 Groupes de Weil. On note wE'/E le groupe de Weil associé a un corps local
ou global E et une extension galoisienne finie E' de E [1l; 45]. Parmi
leurs nombreuses propriétés, on rappelle l'existence:

a) d'une suite exacte

1

(]-) 1 —éwEv/Ev"ewEle‘%G(E /E)—_> 1 ’

b) d'isomorphismes
(2 =E° si E local = i E est de nombres

) wE/E = si est local, WE/E = CE si est un corps de nombres,
c) d'un diagramme commutatif
1
L—>Wpi jpe === Wp, p —> G(EL,/E) —> 1
v'' v v/ v

l .

1— wE./E.—-———> wE,/E——> G(E'/E) —> 1

si E est global, v € VE , et v'E€ VE' prolonge v , et enfin
d) d'un homomorphisme canonique surjectif aE',E" H WE./E-——> WE"/E compa-
tible avec G(E'/E) —> G(E"/E) si E" est intermédiaire entre E et E' et

galoisien sur E , d'od en particulier, si E est local, un homomorphisme

a: Wy p—>12 composé d'applications
Qg ord,
E'JE %
(4) WE./E——>WE/E—E —_—>Z .

6.2 Une représentation continue complexe de dimension finie de W est dite

E'/E
admissible si son image est formée d'éléments semi-simples.

Dans [28] et un célébre diplodocus non publié (mais Deligne a fourni des
démonstrations dans [8]), Langlands a associé & toute paire E, E' (E local,
E' galoisien de degré fini sur E) et toute représentation admissible o de
wE./E un facteur e(s,0,y) de maniédre & ce que les ¢€(s,0,§) et les facteurs

L(s,0,E'/E) de Weil [45] satisfassent, entre autres, 4 la condition suivante:

soit F' une extension galoisienne finie de F et soit 0 une représentation

202



466-21

admissible de W Pour v € V, soit o, la classe de représentations de

F'/F °

W obtenue 4 partir de ¢ a4 l'aide de 6.1(3). Alors la série d'Artin-

Ll
Fv'/FV
Hecke L(s,0) =17] L(s,ﬁv) satisfait 4 1'équation fonctionnelle
v

(1) L(s,0) = e(s,0)+L(1-s,0") , avec e(s,0) =1 E(s,ﬁv,wv) .
v

Suivant Artin et Weil, on conjecture que L(s,0) est holomorphe si o0 est irré-
ductible '"non triviale," i.e. non de la forme w—> HQF,/F(W)"t (t € R).

Rappelons que

(2) L(s,0,E' /E) = (det(l-g (@ )ew™ "),

od ol est la restriction de o & 1'espace des points fixes du groupe d'inertie

local et P, un Frobenius,

6.3 Le Erobléme local., Soit E un corps local. Si E est archimédien, le
probléme local est d'associer camoniquement & tout n € A(GL /E) une repré-
sentation admissible o = o(nr) de degré n de WE/E , de maniére a ce qu'en
passant aux classes d'équivalence de telles représentations modulo automor-
phismes intérieurs de an(c) on obtienne une bijection,

Si E est ultramétrique, le probléme est en principe analogue, mais on a
remarqué rapidement que, ainsi posé, il n'admettait pas une réponse affirmative
déja pour GL, . On veut évidemment que dans ce cas T et 0O(n) ait les memes
facteurs L et € (cf. 5.3, 6.2). Or, en caractéristique résiduelle impaire,
cas ol les deux ensembles & comparer sont connus, on constate l'existence d'une
bijection naturelle satisfaisant & cette condition pour autant que l'on laisse
de cOté les représentations spéciales, i.e, celles dont le facteur L est de
degré 1, Mais la théorie des courbes elliptiques méne 4 attribuer un tel facteur
a4 une représentation 4£-adique dans le module de Tate d'une courbe alliptique
d'invariant j non entier et il y a plusieurs raisons qui suggérent d'associer

Y

cette représentation & la représentation spéciale de GL, qui est triviale sur

2
le centre [4: §3], Cela a conduit 4 raffiner le probléme de maniére & inclure

les représentations f4-adiques de groupes de Weil [8: §8,. On peut cependant le
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formuler en restant sur les complexes, On considére des paires (0,X) ol o
est comme précédemment et X un élément nilpotent de 1'algébre de Lie de

GLn(C) qui satisfont 4 la condition:
(1) Ad 6(w)*X = (Nv)a(w)'X , (w € wE'/E 3 a(w) donné par 6,.1(4)) .

Soit $(G/E) 1'ensemble des classes d'équivalence de telles paires (ou de o si
E = R, C), modulo automorphismes intérieurs de GLn(C) (opérant simultanément
sur o et X) et passage & des extensions plus grandes de E, On demande
encore d'établir une bijection canonique entre A(GE) et $(G/E), Dans les

deux cas, on associe alors & m € é(GE) les facteurs L et ¢ de 1l'é&lément
correspondant de §(G/E) mentionnés ci-dessus, Cette correspondance doit satis-

faire 4 plusieurs conditions données a priori, notamment:

(a) la représentation m(0,X) associée & (0,X) est de carré intégrale modulo
le centre si et seulement s'il n'existe pas de sous-groupe de Levi d'un sous-

o . . :
groupe parabolique propre de Lo qui contienne l'image de O et dont l'algébre

de Lie contienne X ;

(b) si m est de classe 1 et E' non ramifiée, on demande, pour etre en
accord avec 2.4, que O soit triviale sur le groupe d'inertie et envoie un
Frobenius sur un élément de la classe analogue au {gv} de 2.4, et on prend

X =0,

Une autre formulation est donnée dans [8: §8]. On remplace Wi g Par un
groupe de Weil "élargi" Wé./E produit semi-direct d'un groupe distingué N

isomorphe au groupe additif du corps par

a(w)

WE'/E , 1'élément w € wE'/E opérant

par l'homothétie de rapport (Nv) On considére alors des représentations

complexes de dimension finie de Wé./E qui sont admissibles sur WE'/E

potentes sur N , et §(G/E) est l'ensemble de leurs classes d'équivalence,

et uni-

6.4 Conjectures et résultats locaux. (a) Si E=R, C, le probléme de 6.3
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est résolu affirmativement, Si E =€ , c'est contenu dans [30], pour tout n.
Si E=R et n=2, cf. [22]; pour n >3, le résultat général de [30] donne
une partition de A(GE) en parties finies non vides indexées par les 0 ; mais
il sera prouvé, Jacquet dixit, dans l'article donnant les démonstrations des
résultats annoncés dans [21, 23], que ces parties de A(Gy)  se réduisent & un
&lément, Cependant, pour n > 3, on ignore si les facteurs L et ¢ ainsi
obtenus sont ceux de [18].

Les représentations de WC/R qui sont triviales sur c*, i.e, provien-
nent de représentations de Gc(CR) =12/2, correspondent biunivoquement aux
classes de conjugaison d'éléments d'ordre deux de LG . Les T, correspondants
seront dits de type A . Par analogie avec [46], les m, associés aux repré-
sentations de WC/R dont la restriction & C* est somme de caractéres de la
forme z+—> za-Eb »(a,b € 2Z) seront dits de type A .

Supposons n = 2, Les représentations irréductibles de Wh/k sont
induites d'un caractére de c* dont la restriction 4 WU(l) est non-triviale,

Elles correspondent 4 la série discréte, Pour n > m > 0 entiers, soit Ohm
s

s . 3 3 =-N.=-m *
la représentation induite de WC/R 4 partir du caractére z > z 'Z de C.

L'élément n  de la série discréte lui correspondant est de caractére central
b

len-m - .
z —> 2 , et a méme opérateur de Casimir que la représentation holomorphe

To,m de GL, de degré n-m et caractére central z i —> Sl [29: p. 388].
Les représentations réductibles sont d'image commutative et sont sommes de deux
caractéres w;, w, de R, La représentation w @ w, correspond 4 la repré-
sentation de la série principale m(w;,w,) (notation de [22: 5,11], cela inclut
les représentations de dimension finie), Il y en trois de type Aoo’
m(l,sgn), n(1l,1), n(sgn,sgn), correspondant aux classes de conjugaison ’

*
Id, et -Id., od sgn est le caractére tF—> sgnt de R,

(b) Supposons E ultramétrique et n = 2, Si la caractéristique résiduelle est
impaire, il y a correspondance biunivoque; cela résulte de [22] et de la formule

de Plancherel (voir [4: §3] pour une description de la correspondance et des
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références). Dans [22: §12], on associe, par voie globale, un &lément

n(o) € é(GE) 4 une représentation admissible ¢ de degré 2 d'un groupe de Weil
WE'/E , modulo la conjecture d'Artin, ce qui n'est donc pas une restriction si E
est de caractéristique non nulle., En s'appuyant notamment sur ce fait et des
résultats de Drinfeld [12], Deligne a établi la bijectivité pour E de carac-

téristique non nulle quelconque,

(c) Dans [15], Gelfand et Kazdan associent & toute paire 1 € é(GLn),
n' € é(GLn_l), un nombre T'(m,m') ; ils conjecturent pour j > 1 1'existence
d'une injection Kj : ﬁj(E)-——> A(GLj) , od ﬁj(E) est l'ensemble des classes

d'équivalence de représentations de degré j de groupes de Weil sur E

, de
maniére & ce que l'on ait
1 1 v -1 1 -1
(1) Ty Oy 17) = LG50 @ T ) (3,0 @) +Llz,0” @)
A a2l
quels que soient 0 € Wn(E) , T € wn-l(E) , ol L et ¢ sont les fonctions

de Langlands,

6.5 Conjectures et résultats globaux. (a) Soit F' une extension galoisienne

finie de F et soit o wF./F——+> GLn(C) une représentation admissible, A
1'aide de 6.1(3), on déduit de O une représentation admissible o, d'un groupe
de Weil local sur F_ (v €V) , dont la classe ne dépend que de 0 et v, On
conjecture que la série d'Artin-Hecke L(s,g) est associée & un espace irréduc-
tible admissible de formes automorphes, ou plus précisément, admettant 6,3
résolu, que , ﬁ(Uv) est automorphe, De plus, ces formes doivent Stre para-
boliques si 0 est irréductible non triviale.

Modulo la conjecture d'Artin, cela résulte de [22] si n = 2

(b) Disons qu'une représentation admissible irréductible globale m = @% T de

H (5.1) est de type A (resp. Ab) si m, est de type A__ (resp. Ao)

pour v archimédienne (6.4(a)).

Si la représentation o est en fait une représentation du groupe de Galois

G(E'/E) , donc L(s,0) est une série d'Artin, alors 1'hypothétique m sera de
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type Aoo . Réciproquement, on conjecture ou, disons plus prudemment on se
demande, si tout 1 de type Aoo dans 1'espace des formes paraboliques est
associé & une série d'Artin, Si n = 1, cela résulte de la loi de réciprocité
d'Artin, Si n=2, F=Q, et si m est associé & b (cf, 6.,4(a)), cela
est démontré par Deligne-Serre [10]. Ainsi [10] et [ZZ]OfSirnissent, modulo la
conjecture d'Artin, une correspondance bijective canonique entre formes modu-
laires primitives paraboliques de poids un et représentations irréductibles de
degré deux de G(E/Q) 4 déterminant impair. Le cas od m, correspond 4 Id.

ou -Id. (cf. 6,4) n'est pas encore traité cependant, Par ailleurs on sait,

depuis Hecke, que les représentations réductibles correspondent aux séries

d'Eisenstein,

(c) Les séries L associées 4 la cohomologie de variétés sur F , ou & des re-
présentations 4-adiques de groupes de Galois ou de Weil, doivent de méme con=-
duire 4 des m paraboliques de type A s voire & tous. Pour n =1, [46]
donne quelques exemples, mais cette question a été é&tudiée surtout pour n =2,
On a déjd mentionné quelques cas en 4.4, 4,5, Supposons F =Q . Si K. est un
sous-groupe compact ouvert de G(Af) suffisamment petit, alors

MKf = (Kwa)\GA/GQ est réunion d'un nombre fini de courbes modulaires lisses,
quotients du demi-plan de Poincaré par un sous-groupe de congruence de SLZ(Z) .
D'aprés Eichler-Shimura, [41], les fonctions zEta de telles courbes sont asso-
ciées par 2.2 & des formes modulaires paraboliques. Cette relation est étudiée
du point de vue représentations dans [29; 33]. Soient n, m, Ta,m et %, m
comme dans 6.4(a). Dans [29], Langlands associe & tout =@, m, automorphe
une représentation A-adique o de degré 2 de

parabolique, tel que r = ﬁn,m s

6(Q/Q) , par considération de la cohomologie £-adique des courbes L a
f
coefficients dans un faisceau associé 4 la représentation Oom '} il conjecture
E
que, pour tout v € V, les facteurs L et € de m, sont ceux associés 4 ¢

et v . [29] le démontre pour les facteurs L et en partie pour les facteurs

€ . Les cas restants ont été ensuite traités par Deligne, sauf pour p = 2

207



466-26
v p :
(lettre & Piatecki¥-Sapiro). [33] est aussi consacré & cette question, dans le

cas n=1, m=0, pour les p non ramifiés,

(d) Soient n =2, F =Q, et supposons que T provienne d'une forme modu-
laire parabolique sur SLZ(Z). La conjecture de Ramanujan-Petersson équivaut a
demander que les valeurs propres des gp soient de module 1, [13; 27; 36].
Une généralisation de cette condition est donc que les classes g_ rencontrent
U . Vu [27], cela aura lieu si L(s,m,r) est holomorphe pour Rs > 1 quelle
que soit r, Si de plus L(s,m,r) est holomorphe pour Rs > 1 et r irréduc-
tible non triviale, alors les g, sont équidistribués pour la mesure de Haar

normalisée de U [37: I, A.2].

§7. Le L-groupe d'un groupe réductif, Généralisation de 2.4

7.1 Le L-groupe d'un groupe réductif, Soient E un corps et G un E-groupe

connexe réductif quasi-déployé., Soient B un sous-groupe résoluble connexe ma-

ximal de G défini sur E et T un tore maximal de B défini sur E, Soient

*
X(T) Morph(T,GLl) le groupe des caractéres rationnels de T et

X*(T) Morph(cLl,T) celui des sous-tores de dimension < 1 de T. Ces deux
derniers groupes sont commutatifs libres, de rang égal & dim T, en dualité
naturelle., Soient encore & = §(T,G) le systéme des racines de G par rapport
& T, A la base de & définie par B et QVC X*(T) 1'ensemble des coracines,
On a donc une bijection canonique @ +—> ¥ de & sur @v telle que
<g,q7) =2 et (a,sv> soit un entier (de Cartan), Il existe un groupe réductif
complexe, déterminé 4 isomorphisme prds, ayant un tore maximal T , un sous-
groupe résoluble maximal B" contenant T' par rapport auxquels X,(T), Qv,
A jouent les rOles de X*(T), %, A. On le notera Lgo |
Soit E' wune extension galoisienne finie de E sur laquelle G et T sont
déployés, Alors G(E'/E) opére sur les données précédentes et on en déduit une
représentation de G(E'/E) comme groupe d'automorphismes de Leo préservant un
v

épinglage dont T et BY font partie, On peut donc former le produit semi-

direct (direct si G est déployé sur E, auquel cas T 1'est aussi)
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(1) Lo = L6% x a(E'/E) .

.
A

C'est une premiére forme, dite "galoisienne," du L-groupe de G, notée GE'/E
dans [27], G dans [25], G~ dans [30], (et appelée groupe associé), Si ¢,
est aussi quasi-déployé sur F et est une forme intérieure de G (i.e. corres-
pond & un élément de Hl(G(ES/E),Ad G)), alors L et LG1 sont isomorphes
[27; 30]. Enfin, si G n'est pas quasi-déployé, il existe un groupe G' quasi-
déployé sur F dont G est une forme intérieure. On pose alors G = LG' par

définitien, Il y a un certain nombre de vérifications 4 faire pour s'assurer que

cette définition est suffisamment canonique, pour lesquelles on renvoie & [27;
30].

. L o .
si 6=6. , alors G = GLn(C). Si G =SL (resp. SpZn) alors

e® = psL_(€) (resp. S0, . (C)).

7.2 Supposons E local ou global. Comme WE'/E s'envoie sur CG(E'/E), on
peut aussi former le produit semi-direct (toujours direct si G est déployé)
Lgo X WE'/E . C'est la "forme de Weil" du L-groupe [30], qui sera aussi notée
LG . Il y a donc une forme galoisienne et une forme de Weil, et on utilise 1l'une
ou l'autre suivant les besoins du contexte, On se permet aussi d'agrandir E'
4 volonté, Le lecteur que cette derniédre indétermination géne peut toujours pas-
ser 4 la limite et remplacer WE'/E par un groupe de Weil absolu [8]. Suivant
la littérature, Le® est complexe, mais rien n'empEche de considérer ses points
dans d'autres corps, en particulier, il devient utile de considérer LGo(Qz) .

$i E =F est global, v €V, et v' prolonge v, le groupe associé &
G X F, est Lgo X wF',/F ou ch X G(F'./Fv). Il sera noté LGv .

vty

7.3 Dorénavant, G est un F-groupe connexe réductif réalisé linéairement et F'
une extension galoisienne finie de F sur laquelle G est déployé. Pour pres-

que tout v, le groupe G X F_ est quasi-déployé sur F, et G(Ov) est un sous-

groupe compact maximal spécial de G, - Modulo Bruhat-Tits, cela implique que
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1'algébre de Hecke H = H(GV,G(OV)) est commutative et justiciable de [35],
b
Supposons encore Vv non ramifiée dans F' et soit o, € G(F;./FV) le Frobenius,

Alors [35] fournit une bijection canonique entre caractéres de H , st classes
i) = , v o — ===

742 L
de conjugaison, par rapport & LGO, d'éléments de la forme (g,mv) € G avec g

semi-simple (cf. [27]).
Cela étant, si 1'on se donne de plus une représentation r holomorphe de
L .
dimension finie de ~G° , on peut répéter verbatim la construction de 2.4, ou

son analogue en termes de représentations, Par exemple, si (m,M) = @, (ﬁV,MV)

est automorphe, alors, pour presque tout v, 1l'espace des vecteurs fixes de

G(0_ ) dans M_ est de dimension un, dé&finit un caractére y_ de H , d'od
s v v 0,V
une classe (gvjmv) € LG , et 1'on peut former le produit
-sy\-1
(1 L(s,m,x) =11 L(s,nv,r), avec L(s,nv,r) = (det(l-r(gv)-Nv Syy™t
v

I1 converge pour Rs assez grand [27].

7.4 Sous-groupes paraboliques de Le. par définition [30], ce sont les norma-

lisateurs dans LG des sous-groupes paraboliques de LGo , qui de plus rencon-
trent toute classe de LG modulo LGo . Un sous-groupe de Levi M d'un sous-
groupe parabolique P est, par définition, un sous-groupe fermé contenant un
sous-groupe de Levi au sens usuel de P N LGo et tel que P soit produit semi-
direct de M et du radical unipotent de P n LG0 . L'ensemble R(LG) des clas-

ses de conjugaison par rapport & LGO de tels sous-groupes est en correspondance

bijective naturelle avec l'ensemble des parties de AY

qui sont stables par
G(E'/E). Si G est quasi-déployé la bijection A+—=> AY &tablit donc une bi-
jection entre R(LG) et 1'ensemble R(G) des classes de conjugaison de F-sous~-
groupes paraboliques de G,

Si G n'est pas quasi-déployé, il y a encore une injection canonique

p(G) —> E(LG) dont 1'image sera notée LB(LG) . Si G est anisotrope, cette

image se réduit & {LG} .
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§8. Problémes et résultats

Nous passons aux problémes posés par [27], & cela prds que nous tenons compte
de la formulation plus récente et plus précise du probléme local & 1l'aide de

groupes de Weil,

8.1 Le probléme local, Soient E un corps local, G un E-groupe connexe ré-

ductif et E' une extension galoisienne finie de E sur laquelle G est dé-

ployé, On a la suite exacte

L L

(1) 1—> ¢°—> ¢ —Y> G(E'/E) —> 1 .

On considére des homomorphismes continus ® : WE,/E-——> LG ou aussi, si E est
ultramétrique, des paires (¥,X), od X est un élément nilpotent de 1'algébre
de Lie de Tg° , et ¢, X satisfont & 6.3(1)., L'homomorphisme ¢, ou la paire

(p,X), est admissible si les conditions suivantes sont satisfaites:

(1) 1'image de ¢ est formée d'éléments semi-simples;

(ii) veo® est la projection canonique;

(iii) si un sous-groupe parabolique propre P de Le (7.4) posséde un sous-
groupe de Levi M tel que Imgp C M et que X soit dans 1'algébre de Lie de

M N Lgo , alors P € PE(LG) (cf. 7.4).

On note §(G/E) 1'ensemble des classes d'équivalence de ¢ (resp. (p,X)) admis=-
sibles modulo automorphismes intérieurs par éléments de Lgo et passage 4 des
extensions plus grandes, On peut aussi considérer la forme de Weil de LG )
i.e. remplacer G(E'/E) par wE'/E dans (1), A ce moment, ¢ sera un scindage
de (1), admissible s'il satisfait 4 (i), (iii), et &(G/E) sera l'ensemble des
classes d'équivalence de scindages admissibles [30].

Le probléme est alors de définir une partition de A(GE) en parties finies

kY

non vides Hc ou 1[I indexées par &(G/E), satisfaisant & un certain nom-

(6,X)
bre de conditions données a priori, en particulier:
les éléments de H(c xy ©°¢ I, sont simultanément de carré intégrable
9

modulo le centre ou nonj ils le sont si et seulement si il n'existe pas de sous=
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groupe de Levi M d'un sous-groupe parabolique propre P € LBﬂLG) qui con-
tienne l'image de o0 et tel que l'algébre de Lie de M 0 LGo contienne X (7.4).

I1 s'ensuit par exemple que, si G est anisotrope et si G' est une forme
intérieure quasi-déployée de G , alors &(G/E) s'identifie 4 la partie de
3(G'/E) qui doit définir une partition de la série discréte de G'(E) .

On exige également 1'analogue de 6.3(b), et des compatibilités avec 1'induc-
tion de représentations. Contrairement & ce qui se passe, ou est conjecturd,
pour GL_ , on ne peut espérer ici que les My ou n(U,X) soient réduits & un
&lément, Par exemple, des éléments de la série discréte ayant méme caractére
infinitésimal sont dans le méme paquet. Les é&léments d'un tel ensemble sont dits
L-indiscernables,

Si E =R, C, ce probléme est résolu dans [30]. Si E=C, les N, sont
réduits & un élément. Si G est un tore, alors Lg® st le tore dual, X est
automatiquement nul, et il y a une bijection canonique entre A(G), i.e, les
homomorphismes continus de G(E) dans c* , et les représentations admises
de WE'/E dans T [26]. si E est ultramétrique on n'a & part cela de
résultats que pour GL, (6.4). Ily a tout de méme des signes encourageants.
Par exemple, les résultats annoncés par Lusztig sur la conjecture de Macdonald
(C.R, 280 (1975), 317-320) et démontrés dans un article de Deligne et Lusztig &
paraltre aux Annals of Mathematics fournissent, par induction, des représentations
supercuspidales (étudiées par P. Gérardin) que Langlands veut associer & des ©

modérément ramifiés,

8.2 Prolongement analytique., Equation fonctionnelle. On se place dorénavant

sous les hypothéses de 7.3. On demande tout d'abord si la série L de 7.3(1)
admet un prolongement analytique méromorphe, [25] donne un certain nombre de
paires (G,r), od G est simple déployé, pour lesquelles cela est vrai pour tout
ﬁ.= Q% m, automorphe parabolique dont les facteurs locaux m, appartiennent
presque tous & la série principale (voir aussi [16]), La méthode consiste &
envisager G , ou un groupe isogéne, comme un sous-groupe semi-simple maximal

d'un sous-groupe parabolique propre maximal d'un sous-groupe semi-simple déployé
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G' et & se ramener aux résultats de [24] (voir aussi [19]) sur le prolongement
analytique et é&quations fonctionnelles des séries d'Eisenstein de G' .

Si 1'on admet 8,1 résolu pour G/F, (v € V), le probléme plus précis est
le suivant: soit 1 = gb m, une représentation automorphe (5.1). A m, est
associé @, € @(G/Fv) donc des facteurs L(s,re mv) et e(s,re mv,wv) d'aprés
6.2, On demande alors si les produits globaux correspondants admettent un pro-
longement analytique méromorphe & nombre fini de pdles et satisfont & une
équation fonctionnelle comme en 5,2(1).

Si G =GL, X GL et si 1, ' sont automorphes. paraboliques pour GLZ

2 2

cela est démontré pour m X m' dans [20], A l'origine de ce résultat est le fait

: -s -s ; ‘ s ;
que si T a n et ¥ bn n sont associées 4 des formes modulaires paraboli-

ques (cf, 1.5, 2,2) alors I a, bn n™° admet un prolongement analytique avec
équation fonctionnelle [34].

8.3 Surjectivité, Soient H un F-groupe réductif connexe et F" une exten-

sion galoisienne finie de E' sur laquelle H est déployé, Soit ¢ : LH-—4> LG

un homomorphisme continu, holomorphe sur Lye , tel que le diagramme

Ly —— G(F'/F)

W L ls

g — > G(F' /F)

soit commutatif, g é&tant 1'homomorphisme canonique. Par restriction, on en

déduit pour v'" € Vo prolongeant v' € Vgr , un diagramme commutatif

L "
HV —_—> G(FV"/FV)

(2) J/av lﬁv

L '
G, ——> G<Fv'/Fv) .

Soit n' = 8& n; une représentation automorphe pour H ., Pour presque tout v,
il lui est associé une classe (hv,Frv), avec h = semi-simple dans Lye (7.3).
On demande alors si {av(hv,Frv)} est associé de la méme manidre & une repré-

sentation automorphe sur G [27: Question 3].
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On peut de nouveau préciser si l'on admet 8.1, A m! est associé un é1é-
ment ?, (ou ($V,XV) si v est ultramétrique) de @(H/Fv) . Supposons que
(ou (qvo mv,av(xv)) soit dans §(G/FV) (la condition (iii) de 8.1

a,°®

v v

empéche de dire que c'est automatique). On demande alors si 1'on peut choisir

my €A, assigné & 1'élément donné de Q(G/Fv) de maniédre 4 ce que m = 8% T

v v

soit automorphe pour G,

Ce probléme qui maintenant englobe celui de comparaison (cf, 8.6) apparait
en somme comme le probléme de base de la théorie globale,
8.4 Exemples. (a) Supposons H = {e}. On a déjd remarqué que si G =6L ,
une réponse positive 4 cette question est fournie par la loi de réciprocité
d'Artin, (4.1) et que si G =GL_ , elle donnerait une "loi de réciprocité non
abélienne,"

(b) Si H={e} et G est un tore, la réponse est aussi affirmative,
grace 4 la dualité de Tate-Nakayama [26]. En fait, les représentations automorphes
sont ici les caractéres de GA/GF et [26] fournit une surjection canonique, de

noyau fini, du groupe des représentations admises de W (F' extension

F'/F
galoisienne finie de F) dans LG sur le groupe des caractéres de GA/GF .

(c) Si H est un sous-groupe de Levi d'un F-sous-groupe parabolique
propre de G , alors LH est un sous-groupe de Levi (cf, 8,1) d'un sous-groupe
parabolique de LG appartenant & LB(LG) (7.4, 8,1), et la théorie des séries
d'Eisenstein [24] conduit aussi 4 des exemples.

(d) Soit E une extension quadratique séparable de F et soient

_ _ Vs ses A . :
H= RE/FGLI , G = GLZ . Alors H s'identifie 4 un F~tore maximal de G, On a

"= (e, x L) % G(E/F) ,

1'élément non trivial de G(E/F) permutant les deux facteurs GLl . Soit My
un isomorphisme de LH sur le normalisateur d'un tore maximal de LGO = GLZ(C).

L' homomorphisme

w6 = a,©) x o(e/m) ,
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est alors défini par ((h) = (ul(h),uz(h)) od My 3 Ly —» G(E/F) est la pro-
jection canonique, Une forme automorphe pour H est un GrBssencharakter
de E. On demande donc de lui associer une forme automorphe sur GL2 dont la
série L est la série L de Hecke de y . Si F=Q et E est imaginaire
quadratique, Hecke a ainsi obtenu des formes modulaires paraboliques, Du point
de vue représentations, on obtient des représentations automorphes paraboliques
T = @% m, pour lesquelles _ appartient & la série discréte. S8i F = Q mais
par contre E est réel quadratique, alors la série L a deux facteurs I' et
1'hypothétique m_ doit appartenir & la série principale., Du point de vue
formes automorphes, les premiers exemples sont diis 4 H. Maass, qui a ainsi con-
struit des fofmes paraboliques non-holomorphes sur le demi-plan de Poincaré, et
a jeté les bases de la théorie des formes automorphes non-holomorphes précisément
& cette occasion (Math, Annalen 121 (1949), 121-143), Cela a été généralisé dans
[22; 39] (voir aussi [13]).

On peut de méme partir d'une extension galoisienne E de degré n et d'un
GrBssencharakter y de E . On est alors amené 4 chercher s'il existe une repré-
sentation ou forme automorphe sur GLn dont la série L est celle de X « Le
résultat de PiateckiI-gapiro mentionné en 5.6 devrait entralner que c'est bien le
cas pour -.n = 3 et ainsi permettre (enfin) d'exhiber des formes paraboliques
pour GL3 .

(e) Supposons que G soit le groupe multiplicatif d'une algébre de quater-
nions D sur F . Une extension quadratique E de F contenue dans D dé-
finit un F-tore maximal H de G . Les formes automorphes de H sont les
Gr8ssencharaktere de E , On est donc conduit & vouloir leur associer des formes

automorphes sur G , 4 série L prescrite, ce qui est fait dans [39] (voir aussi

[13]), pour des GrYssencharaktere convenables,

(f) Soit F' une extension quadratique séparable de F . Prenons H = a,

et G Le groupe G(F) (resp. G(AF)) s'identifie donc canoniquement

= Rpo M
a H(F") (resp. H(AF.)). La forme galoisienne la plus simple de LG est
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Yo = (@, (©) x a,(€) M c(F'/P) ,

1'élément non trivial de G(F'/F) échangeant les deux facteurs GLZ(C) . Soit

b= @) xo(r/m — o,

1'homomorphisme qui applique GLZ(C) sur la diagonale de L6 et est 1'identité

sur G(F'/F) . Le probléme est donc ici d'associer 4 une forme ou représentation

automorphe de GL une forme ou représentation automorphe de GL Cela

2,A 2,Ap *
a &té fait dans certains cas par Doi-Naganuma [11] et H. Jacquet [20: Thm 20.6].

8.5 Fonctions z8ta de variétés de Shimura, Supposons que le quotient G_/K_

soit un domaine borné symétrique; soient K; un sous-groupe compact ouvert de
G(Af) et K=KKc. Le quotient K\GA/GF admet alors une structure de
variété quasi-projective. Dans beaucoup de cas, ol ce quotient paramétre certai-
nes familles de variétés abéliennes, Shimura en a donné un corps de définition
naturel; [6] énonce une conjecture générale "de Shimura" sur ce corps. En
prenant K. suffisamment petit, on peut toujours faire en sorte que cette
variété soit lisse, Suivant une voie inaugurée par Eichler, Shimura et Shimura-
Kuga ont dans certains cas construit une forme automorphe parabolique dont la
série L associle est essentiellement la fonction zéta de Hasse-Weil (le pro-
duit alterné des Lm(s,z) de 3,2(2)), (cf. [2]). Dans un certain nombre de cas
ol le quotient est compact, Langlands a un procédé conjectural pour décrire cette
fonction, ou la série L associée 4 la cohomologie & coefficients dans un
faisceau défini & partir d'une représentation de G , 4 l'aide de séries L de
représentations automorphes, et a démontré 1'égalité en question pour certains
d'entre eux, en particulier lorsque G est le groupe multiplicatif d'ume
algdbre de quaternions sur un corps totalement réel non ramifiée & 1'infini (non

publié, cf. [31] pour quelques indications sur ce probléme),

8.6 bomparaison (locale et globale). Ce probléme, qui é&tait distinct de la sur-

jectivité dans le cadre du §4, en est maintenant en fait un cas particulier,

celui od H est une forme intérieure de G .
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(a) Supposons H et G définis sur un corps local E, et G quasi-

déployé. Alors Ly =L et LR(LH) s'identifie 4 une partie de LR(Lc) . I1

i

s'ensuit que 3(H/E) s'identifie & une partie de ¢$(G/E). Une solution positive
4 8.1 entrafne donc 1'existence d'une injection qui associe 4 tout paquet de
représentations L-indiscernables de A(H) une partie L-indiscernable de A(G).
Si E est archimédien, cela est contenu dans [30]. Si H est le groupe multi~
plicatif d'une algébre de quaternions sur E, G = GL, , c'est un des résultats
frappants de [22]. On a alors en fait une bijection entre éléments de A(H) et
les éléments de la série discréte dans A(G) telle que les caractéres de deux
&léments prennent, au signe préds, les "mémes valeurs" sur les &léments elliptiques
réguliers. D'autre part, les résultats de R. Howe sur les représentations du
groupe multiplicatif d'une algébre & division sur un corps local plaident en
faveur d'une telle correspondance,

(b) Supposons maintemant H et G définis sur F ., Alors LHv est
isomorphe & LGV pour tout v et H X Fv est isomorphe & G X Fv , et quasi-
déployé sur F, , pour presque tout v . Supposons de nouveau G quasi-déployé.
On a donc §(H/Fv) s @(G/Fv) pour tout v et @(H/Fv) = @(G/Fv) pour presque
tout v . Le probléme de surjectivité prend la forme suivante: supposons que
= Q%,n; soit automorphe pour H . Peut-on trouver m_ € A(Gv) correspondant
au méme &lément de §(G/FV) o) §(H/Fv) que n; , et égal 4 n; pour presque tout
v , de maniére & ce que m = 8% my soit automorphe pour G ?

Supposons que H soit le groupe multiplicatif d'unme algébre de quaternions

D sur F et que G = GL Une réponse positive est alors fournie par [22],

2+
(voir aussi [13]) et générslise des résultats antérieurs de Shimizu [40]. Plus
précisément, soit S 1'ensemble des places de F en lesquelles D est ramifiée,
Alors [22] établit une bijection entre représentations automorphes de H de
degré > 1 et les représentations automorphes paraboliques m = @L s de G
telles que m, soit dans la série discréte quel que soit v € § .

Remarquons enfin que comme H X F, et G X Fv sont isomorphes pour presque

tout v , on peut déjd poser un probléme global dans le cadre de 7.3, indépendam-

217



466-36
ment de 8,1, comme cela est fait dans [27]: 4 savoir si, pour r domné, les
séries L de 7.3(1l) associées aux représentations automorphes de H proviennent

aussi de représentations automorphes de G .

Texte revisé en septembre 1975,
P
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