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Séminaire BOURBAKI 45C-01
26e année, 1973/74, n° 450 Juin 1974

BASES NORMALES ET CONSTANTE DE L‘éQUATION

FONCTIONNELLE DES FONCTIONS L D'ARTIN
par Jacques MARTINET

Soit k un corps de nombres, et soit X une extension galoisienne
finie de k dont le groupe de Galois est noté G ; pour tout corps de nom-
bres L , nous notons 0L son anneau d'entiers. Nous examinons dans cet exposé

les deux problémes suivants :

(1) Que peut-on dire de la structure de OK en tant que Ok[G]-module ?

Nous étudierons en particulier 1l'existence de bases normales d'entiers, c'est-
a4-dire d'entiers @ formant avec leurs conjugués une base du Ok—module OK
L'existence d'une base normale est clairement équivalente & la propriété pour

0y d'étre un module libre sur Ok[G] .

(2) Soit X un caractére de G , et soit s+ L(s,x,K/k) la fonction L
d'Artin correspondante. La "fonction L étendue" est une fonction méromorphe
sur € qui possdde une équation fonctionnelle de la forme

A(s,x) e W(x,K/k)A(1-s,i) ; le symbole - désigne ia conjugaison complexe.
et W(x,K/k) = W(x) est un nombre complexe de module 1 , la constante de
1'équation fonctionnelle. La relation évidente W(Y) = ﬁ?{} montre que 1l'on a
W=+ ou W=-1 lorsque X est & valeurs réelles. Le second probléme est

précisément 1'étude du signe de W(x) dans ce cas.

11 est apparu, il y a peu de temps, que les problémes (1) et (2) sont liés.
Les résultats sont encore fragmentaires, et 1'on doit faire souvent des hypo-
theéses restrictives sur l'extension K/k ;5 ainsi, sauf mention du contraire,
nous ne considérons gue des extensions modérément ramifiées dans les paragra-
pres 1 et 2, consacrés respectivement aux bases normales et au sigre de la
constante W ; de plus, le corps de base k sera souvent le corps des nombres

rationnels.

Divers mathématiciens ont obtenu des résiltats sur ces problémes. Comrme
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nous le verrons, la contribution de A. Frdhlich est particuliérement importante.
Le rapporteur le remercie vivement de lui avoir transmis ses tout derniers ré-

sultats.

§ 1. Bases normales

1.1 On dit qu'une extension L'/L de corps de nombres est modérément ramifiée

si pour tout idéal premier non nul p de L et tout idéal premier p' de

L' au-dessus de p , 1l'indice de ramification e(p‘/p) n'est pas divisible
par la caractéristique de OL/p 3 il revient au méme de dirg que la trace dans
1'extension L'/L est une surjection de OL' sur OL . Pour une extension
galoisienne K/k , on montre facilement que OK est un Ok[G]-module projectif
si et seulement si 1l'extension K/k est modérément ramifide ; en particulier,

seules les extensions modérément ramifiées peuvent posséder une base normale.

Le plus ancien résultat sur les bases normales est dd a Hilbert ([27],
théordme 132) qui démontre qu'une extension abélienne des rationnels dont le
discriminant est premier avec le degré possede une base normale. Le résultat
est en fait exact pour toutes les extensions abéliennes modérément ramifiées
des rationnels, le cas général étant dl & Speiser. Le principe de la démonstra-
tion est trés simple : si K/@ est une extension abélienne, soit f le plus
petit entier positif (le conducteur) tel que K soit contenue dans e(w) ,
®w désignant une racine d'ordre f de 1l'unité (1'existence du plongement dans
un corps cyclotomique est le théoréme de Kronecker-Weber). On constate que w
est une base normale de Q(m)/Q . I1 est alors clair que la trace ® de w

dans Q(w)/K est une base normale de K/€Q .

1.2 Bien entendu, le procédé ci-dessus ne s'applique qu'aux extensions abé-
liennes ; pour décrire d'autres résultats, il est nécessaire de donner quelques
indications sur 1l'arithmétique des algtbres semi-simples, résultats que nous

appliquerons ensuite aux algébres de groupes.
Soit A une algébre semi-simple sur un corps de nombres k .

DEFINITIONS.~ Un ordre 0 de Ok dans A est un sous-anneau unitaire de A

qui est un Ok-module de type fini et contient une base de A considérée comme

espace vectoriel sur k .
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On dit qu'un O-module (& gauche) M est de rang r si M est un Ok-

module sans torsion de type fini et vérifie en outre la conditon ik ®O M est
k

libre de rang r sur A .

On dit qu'un O-module M est localement libre si pour tout idéal pre-

. _ . '
mier p de Ok , Mp = (Ok)p ®Ok M est un module libre sur 1l'anneau

= (Ok)p ®0k 0, anneau qui est un ordre de (ok)p dans A .

%
Soit E 1l'ensemble des classes d'isomorphisme de O-modules localement
libres. Considérons comme équivalentes les classes dans E de deux O-modules
M et M' s'il existe deux O-modules libres L et L' et un isomorphisme
de M®L sur M' @ L' . L'opération somme directe induit sur 1l'ensemblz quo-
tient une structure de groupe ;.le groupe ainsi obtenu sera appelé groupe des
classes de O et noté C£(0) . C'est un groupe abélien fini. Lorsque 0O = Ok ,
c'est le groupe usuel des classes d'idéaux de Ok . L'é1lément neutre de C£(0)
est constitué des classes des modules M stablement libres, qui possédent en

fait la propriété plus précise suivante : M® O est isomorphe 3 0 0 .

1.3 Si 0' est un ordre contenant 0O , l'extension des scalaires induit un
homomorphisme surjectif : C£(0) +— C£(0') . Cela s'applique au cas oh Q'
est un ordre maximal. Le noyau de 1'homomorphisme Ct(g) — cz(_g') , dont
nous allons voir qu'il ne dépend pas du choix de l'ordre maximal Q' conte-

nant 0 , sera noté D(0) .

La considération des idempotents centraux irréductibles de 1l'algdbre A
permet d'identifier A & la composée d'algébres simples Ai de centres ki
et 1l'ordre maximal Q' au composé d'ordres maximaux Q"L de Ai contenant
1'anneau des entiers de ki . On est ainsi ramené & considérer un ordre maxi-
mal Q' d'une k-~algebre centrale simple A . Un 0O'-module & gauche de rang
r est alors localement libre (théorime de Auslander-Goldman,l:Ll]), et est iso-
morphe & la somme directe d'un module libre de rang r-~1 et d'un idéal &
gauche I de 0O' (théorime de Chevalley-Steinitz). L'idéal I étant locale-

ment libre, on peut défini~ sa norme réduite, Nred(I) ; c'est un idéal de

Ok . Si M est un Q'-module de rang r isomorphe & une somme directe
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-1 . P
0" eI, on pose Nred(M) = Nred(I) , et 1l'on vérifie la formule

'-
Nred(M @ M') = Nred(I).Nred(I') si M' est isomorphe & 0'° ~' & I' .

On dit qu'une place & 1l'infini v de k est remifide dans A si v
est une place réelle et si 1'algebre étendue kv ®k A, ou kv est le complété
de k pour v identifié au corps des nombres réels, est isomorphe & une algé-
bre de matrices sur le corps des quaternions de Hamilton. Soit CZA(k) le
groupe des classes d'idéaux de k dans le sens restreint suivant : CIA(k)
est le quotient du groupe des idéaux non nuls de k par le sous-groupe des
idéaux principaux possédant un générateur positif & toutes les places & 1'infini
de k ramifides dans A . La norme réduite définit par passage aux quotients
un homomorphisme N : C£(0') = CIA(k) . Au vocabulaire prés, le théoreme sui-
vant est di & Eichler ([12]) ; on pourra aussi consulter 1l'ouvrage de Swan-

Evans ([40]).

THéOREME.— L'homomorphisme N est un isomorphisme de ct(g') sur CIA(k) .

Si de plus 1l'algébre A n'est pas un corps de quaternions totalement défini

(i.e. s'il existe une place & 1l'infini de k non ramifide dans A ou si A

n'est pas de rang 4 sur son centre), alors tout 0'-module stablement libre

est libre.
I1 est & noter que la seconde partie du théoréme s'étend & un ordre 0

quelconque (Jacobinski [29] ; Frohlich [18]). De plus, on a une suite exacte
0 - p(@) - ce(9) % cz,(k) - 0, dans laquelle 1'homomorphisme @

s'obtient en composant N avec 1'homomorphisme CZ(Q) — cz(gv) provenant

de l'extension des scalaires. Cela justifie la notation D(Q) .

1.4 Les considérations qui précédent s'appliquent dans le cas suivant :

K/k désignant toujours une extension galoisienne de corps de nombres de groupe
de Galois G , on prend A =k[G] , 0 = Ok[G] , et 1'on considére le 0O-module
OK . L'extension K/k étant modérément ramifiée, OK est un 0O-module locale-
ment libre de rang 1 , théoréme dd & E. Noether ([36]) ; du reste, Swan ([39])
a montré que tous les 0O-modules projectifs sont localement libres. Quant aux
facteurs simples de 1'algebre k[G] , ils sont naturellement en bijection avec

les classes de conjugaison sur k de caractéres absolument irréductibles de G,
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le centre d'un facteur simple associé au caractére ¥ ©&tant 1l'extension abé-

lienne k&) de k .

Exemple.- On prend pour G le groupe diédral d'ordre 2p , p premier, et

k = Q@ . On montre que le groupe D(Q) est réduit & 1'élément neutre, et 1'on
démontre un théoréme de base normale pour ces extensions en prouvant que 1'image
de OK dans CZA(Q') est triviale, Q' désignant le sous-corps réel maximal
du corps des racines p-iémes de l'unité, centre du facteur simple associé aux

caractéres irréductibles de degré 2 de G (thése du rapporteur [33], 1968).

Limitons-nous maintenant au cas ol le corps de base k est le corps @
des nombres rationnels. L'étape suivante est due & Cougnard ([7]) qui a étudié
les extensions non abéliennes & groupe de Galois d'ordre pg , p et g pre~
miers. L'interprétation de ses résultats m'a conduit & proposer la conjecture
suivante, dans 1'énoncé de laquelle il n'y a pas lieu de faire une hypotheése

de ramification modérée :

CONJECTURE.- Soit X wune extension galoisienne de @& de groupe de Galois G ,
et soit O' un ordre maximal de @[G] contenant l'ordre 0 = Z[G] . Alors,

le sous-module Q'.OK de K est un 0'-module stablement libre.

Revenant au cas modéré, la conjecture s'exprime en disant que 1l'image de
’ &

OK dans cz(g) est dans le sous-groupe D(Q) , puisque les 0'-modules

9'.OK et O ®O 0K sont isomorphes du fait que 0K est projectif sur 0 ;

de plus, il suffit de considérer les modules QK ®O OK , %X Dparcourant 1l'en-
semble des caractéres de G et 5& désignant un ordre maximal convenable du

facteur simple correspondant & X .

1.5 Une démonstration. L'exemple suivant n'est pas intéressant en lui-méme,

puisqu'il s'agit d'une extension abélienne des rationnels, mais permet de domner
une idée des procédés utilisés par Cougnard et le rapporteur sans allonger
démesurément 1'exposé. Soit G le groupe cyclique diordre un nombre prezier p,
et soit N = E: s la "norme" dans Z[G] . Si M est ur E[G]-zodule ce

s€G
rang 1 , le quotient M/MG est un module sur l'anneau A = ZZG?/(N) , qui

est isomorphe & 1'anneau des entiers du corps de racines p-%res de 1l'unité.
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La classe de M/MG dans C£(A) caractérise M & isomorphisme prés. Si donc
K est une extension de ® & groupe de Galois isomorphe & G , il suffit de
prouver que la classe dans A de OK/Z est triviale. Choisissons un caractére
X non trivial de G ; notons Q' le corps des racines p-émes de 1l'unité et
K' 1le composé KQ' . Pour tout x de K , on peut former la résolvante de

Lagrange (x,X) = 2: x(s-1) (sx) , & valeurs dans K' . Choisissons une base
SEG

normale (*) 8 de X/Q, et posons a(x) = ((6,x>)p ; c'est un élément de Q' ,
et 1'idéal principal qu'il engendre s'écrit de fagon unique sous la forme
I(x)pJ(x),oh I(x) est un idéal fractionnaire de Q' et J(x) un idéal entier

sans puissance p-éme. Le caractére ¥ permet d'identifier les anneaux A et

<X9X)
(8,%?

morphisme de A-modules de OK/Z sur un idéal fractionnaire I' de Q' . On

OQ' , et 1'application x v définit par passage au quotient un iso-

vérifie la double inclusion pI(x)_1 cI'c I(X)-1 ; comme 1'idéal pA est

la puissance (p- 1)-tme d'un idéal principal, la classe dans ce(A) de

OK/Z est la classe de 1'idéal I(x)-1 . Ecrivons maintenant 1'idéal J(x)
p-1
. i N iz .
sous la forme d'un produit 11_ Ji(x) , ou les idéaux Ji(x) sont entiers,
i=1
sans facteur carré et premiers entre eux deux 3 deux. La décomposition de J(x)
est unique. Soit s, i #0 mod. p, 1'6lément du groupe de Galois H de
€'/ élevant chaque racine p-tme de 1'unité & la puissance i ; pour
i #0 mod. p , soit i' 1l'inverse de i mod. p compris entre 1 et p-1 .
En étudiant 1'action sur a(x) des éléments s; » on constate que 1l'on a
p-1
I(x) = J1(x)r , ou r est 1'élément E: i'si de EZ[H) . On reconnait 13
i=1
"1'élément de Stickelberger" du corps Q' : c'est un élément de E[H] qui

annule le groupe des classes de @' . Il en résulte que J(x) est principal,
donc que I(x)®? est principal. En étudiant 1'action de H sur 1'idéal I(x)
et en utilisant une nouvelle fois la relation de Stickelberger, on montre que

ﬂx) lui-méme est principal, ce qui achéve la démonstration. (I1 faut consi-

(*) on suppose seulement que les conjugués de © forment une base d'espace

vectoriel de K sur Q .

278



450-07
dérer 1'idéal de Z[G] engendré par N et I i'si , qui annule le groupe des
i
classes de Q' .)

On peut définir un élément de Stickelberger pour toute extension cyclo-
tomique (voir par exemple [30], chapitre IV), et en déduire un élément de

Stickelberger r. pour toute extension abélienne L des rationnels ; on

obtient ainsi unz relation sur les classes d'idéaux de L qui n'est triviale
que si L est réelle. Etant donnés meintenant une extension galoisienne K/Q
de groupe de Galois G et un caractére ¥ de G induit par un caractére
d'un sous-groupe, on peut associer & ¥ des résolvantes de Lagrange (x,V) ,

et démontrer dans certains cas la conjecture par des procédés analogues & ceux
de l'exemple ci-dessus mais nettement plus compliqués, en utilisant 1'élément

de Stickelberger du centre du facteur simple associé & ¥ . Le théordme d'induc-
tion de Brauer pourrait peut-&tre permettre d'atteindre tous les caractéres.

I1 est & noter que ce type de démonstration permet d'obtenir des résultats sans

hypothése de ramification modérée ; c'est le cas dans 1'exemple traité.

1.6 Un théoréme de Frohlich. Tout récemment, et & la suite de nombreux résul-

tats partiels, la conjecture proposée en 1.4 est devenue un théoréme de

Frohlich (dans le cas modéré).

THEOREME.- Soit K/@ une extension galoisienne modérément ramifiée de groupe

de Galois G , et soit 0' un ordre maximal de oG] contenant Z[G] . Alors,

0'.0, est un 0O'-module stablement libre.

K
A la suite d'un travail de Cougnard sur les groupes quaternioniens (cf.

§ 2) a'ordre 4p , Frohlich a prouvé le résultat pour les groupes dont tous
les caractéres sont réels. Ce cas particulier était fondamental pour étudier
les problémes exposés au § 2. Il s'agissait entre autres choses de résoudre
les difficultés créées par l'existence de facteurs simples de @[G] conte-
nant un corps de quaternions, ce qui impose de prouver que certains idéaux
principaux ont des générateurs totalement positifs (cf. 1.3). Frohlich a en-
suite résolu le probléme pour des classes trés étendues d'extension avant

d'obtenir le résultat final.

La démonstration utilise des résolvantes qu'il avait définies il y a une

douzaine d'années et qui ont fait 1'objet de deux articles en 1966 ([14], [15]).
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Une nouvelle rédaction adaptée aux problémes que nous étudions dans cet exposé

existe sous forme polycopiée ([22]).

Etant donnés une extension galoisienne modérément ramifiée K/k de groupe
de Galois G et un caractéere X de G réalisable sur k par une représen-

tation p , posons (xl|x) = det( E: sx.p(s-1)) pour tout élément x de K .
sEG
Si X est de degré 1 , on retrouve les résolvantes de Lagrange. Si ¥ n'est

pas réalisable sur k , on augmente le corps de base, et 1l'on doit résoudre les
difficultés causées par le fait que K 8& k(x) peut ne pas &tre un corps (dans
1'article (23], K et k(x) sont supposées linéairement disjointes sur k ,

mais Fréhlich sait traiter le cas général). Soit alors (Ole) 1'idéal engendré

par les (x|x) , x € OK . On considére de fagon analogue & ce qui a été fait
dans 1.5 1'idéal I(x) = (Ole).(elx)-1 , o ® désigne une base normale de

K sur k . Les idéaux I(x) permettent la détermination de 1'image de OK
dans Cl(Ok[G]) . Frohlich démontre un certain nombre de propriétés des résol-

vantes dont nous retiendrons les deux suivantes :
(i) (Ole).(OK|x) = Ok(x).f(x) , ou f(x) est un idéal entier de k , le

conducteur de X ; le membre de gauche est un idéal qui peut &tre défini dans
k(x) . Cette formule relie donc résolvantes et conducteurs d'Artin. Elle permet
en particulier de démontrer que K/k ne peut posséder une base normale d'en-

tiers que si les différents conducteurs f(x) sont principaux.

(ii) si k=@, (Oxlx) = OQ(X) T(x) , o T(x) est une somme de Gauss au

sens de Hasse ([26]) : on & T(x) = W(x) N(f(x))%' , o W(x) est défini au

o~
§ 2, et N(f(x)) est la norme du conducteur modifiée en introduisant les places

3

& 1'infini (on se raméne aux caractéres de degré 1 ).

C'est cette derniére forrmule qui conduit & la démonstration du théoréme.
La relation de Stickelberger n'intervient pas explicitement : cela est df &
liutilisation de sommes de Gauss, qui interviennent précisément dans la démons-

tration de cette relation (cf. [30]).

1.7 Revenons maintenant aux bases normales proprement dites. I1 y a des exem~

ples d'extensions galoisiennes =odérément ramifides du corps €@ qui ne possé-
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dent pas de base normale. Le premier exemple a été donné par le rapporteur
([34]). On prend pour groupe de Galois G le groupe quaternionien d'ordre 8
(G est le groupe multiplicatif des quaternions #1 , +i , #j , *k ). On montre
que les groupes CL(E[G]) et D(E[G]) coincident et sont d'ordre 2 . Il
existe alors des extensions qui possédent une base normale et d'autres qui n'en
possédent pas. D'autres exemples ont été trouvés comme conséquence des résul-

tats du § 2.

Il y a aussi des résultats positifs. Ainsi, le corps de base étant toujours
Q@ , Frohlich a démontré des théoreémes de base normale lorsque G est 1l'un des

groupes suivants :

(i) G est un groupe non abélien d'ordre pg , p premier, q divise p-1 .
*

(ii) G est un groupe quaternionien 4'ordre 2" , n24 . ( )

L'existence de bases normales est peut-€tre un "cas général", une fois que cer-
taines obstructions sont levées ; le résultat (ii) est particulidrement frappant

4 cet égard. Nous verrons des exemples d'obstructions au § 2 .

L'étude des bases normales d'entiers proprement dites nécessite le calcul
de C£(2Z[G]) ou de D(Z[G]) . Plusieurs procédés de calcul sont décrits dans
la littérature. Jacobinski donne une formule globale analogue & celle du théo-
réme de Eichler, mais faisant intervenir les groupes d'idéaux définis modulo un
conducteur de la théorie du corps de classes ([29]). Frohlich donne une formule
écrite en termes d'idéles qui permet des calculs locaux et est de ce fait trés
commode dans les applications ([18]). Enfin, Reiner et Ullom ont donné une suite
exacte issue de la suite exacte de Mayer-Vietoris en X-théorie qui peut étre

utilisée pour ces calculs ([38]).

§ 2. Fonctions L

On ne fait aucune hypothése sur la ramification de K/k dans les n°S 2.1

4 2.4.

2.1 Soit K/k une extension galoisienne de corps de nombres de groupe de
Galois G , et soit ¥ un caracteére de G . E. Artin ([2], [3]) a associé

& l'extension K/k et au caractére x une fonction s+ L(s,x ,K/k)

définie lorsque s est un nombre complexe de partie réelle supérieure & 1 ,

N

(*) On n'a qu'une "base norrale & stabilité pres".
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et prolongeable dans tout le plan complexe. Lorsque G est un groupe abélien
et X un caractére de degré 1 , on retrouve via 1l'application de réciprocité
les fonctions L de la théorie du corps de classes (fonctions L abéliennes).

Les fonctions L 4'Artin possédent les propriétés suivantes :
(1) L(s ,x +x! ,K/k) = L(s,x ,K/k).L(s X! ,K/k) .

(ii) Si K'/k est une sous-extension de K/k correspondant au sous-groupe
H de G, et si x est induit par un caractére ¢ de H , on a :

L(s,x ,K/k) = L(s, ¥ ,kK/X") .

(iii) si K'/K est galoisienne et si X provient d'un caractére encore noté
x de G/H , on a

L(s,x,K/x) = L(s,x,K'/k) .

Comme tout caractére est combinaison ZE-linéaire de caractéres induits par
des caractéres de degré 1 de sous-groupes (théoréme de Brauer), on voit que
les fonctions L d'Artin s'expriment comme produits de puissances entidres po-
sitives ou négatives de fonctions L abéliennes ; en particulier, les fonctions

L d'Artin sont méromorphes.

2.2 Les fonctions L possédent une équation fonctionnelle reliant L(s X ,K/k)

2

a L(1-s ,i ,K/k) . i désignant le conjugué complexe du caractére ¥ .

Les fonctions L sont définies par un produit de termes locaux associés
aux idéaux premiers de k . En introduisant des termes locaux associés aux
places & 1'infini de k et un "terme exponentiel", on obtient la "fonction

L étendue" s ¥ Als,x , K/k) , qui vérifie 1l'équation fonctionnelle :
A(S » X nK/k) = W(X,K/k)A(1—S,{,K/k) s

ol w(x ,K/k) = W(x) est un nombre complexe de module 1 , la constante de
1'équation fonctionnelle qui nous intéresse, "Artin root number" dans la termi-

nologie anglaise.

La constante W possdéde les propriétés analogues aux propridtés (i), (ii)
et (iii) des fonctions L d'Artin, si bien que le calcul de W se raméne
grace au théoréme de Brauer au calcul de la constante analogue des fonctions
abéliennes. Or, la littérature contient des formules pour les fonctions L

abéliennes (voir par exemple Lang [30], ou le "Bericht" de Hasse [25]). On peut
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donc calculer effectivement dans le cas général la constante W(x) .

Signalons que les formules donnant les constantes W des fonctions abé-
liennes se présentent sous la forme d'un produit de termes locaux associés &
chaque place de k , presque tous égaux & 1 , et qui sont essentiellement des
sommes de Gauss. I1 est tentant de définir dans le cas général des constantes
locales en utilisant le théoréme de Brauer. Malheureusement, le résultat
dépend de 1l'expression du caractére comme combinaison linéaire de caractéres
induits. Dwork ([11]) avait obtenu en 1955 des constantes locales définies au
signe prés. Deligne ([10]) a défini de "bonnes" constantes locales en 1972 &

la suite des travaux de Langlands ([31]).

I1 est possible que les démonstrations des résultats que nous allons

exposer puissent &tre simplifides gréce & ce résultat de Deligne.

2.3 Revenant & 1'équation fohctionnelle, on voit immédiatement la relation

W(X , K/k) = W(x , X/k) , qui entraine que W(x) est un nombre réel égal &
+1 oud -1 lorsque X est un caractére & valeurs réelles. Nous ne nous

occupons plus désormais que de caractéres & valeurs réelles.
Ces caractéres sont de deux types :

. type 1 ¢ X est le caractére d'une représentation de G par des matrices

& coefficients réels ; on dit que x est réalisable sur R .

. type 2 : il n'existe aucune représentation de G par des matrices 2

coefficients réels qui ait pour caractire ¥ .

Lorsque % est absolument irréductible, il lui correspond un facteur
simple AX de centre R de l'algdbre R[G] . Alors, x est de type 1 (resp.
de type 2) si 1'algdbre Ax est isomorphe & une algébre de matrices sur R

(resp. 4 une algtbre de matrices sur le corps des quaternions).

Jusqu'd une époque récente, on ne connaissait pas d'exemple de caractére
x vérifiant W(x) = -1 . Ainsi, si K/k est une extension quadratique, la
fonction L correspondante posséde une constante égale & + 1 , puisqu'elle
est quotient de deux fonctions zé&ta. Les premiers exemples avec W = -1 ont
été obtenus indépendamment par Armitage ([1]) et Serre (lettres de Serre au

rapporteur) en 1971.
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L'exemple d'Armitage est fondé sur un article de Serre ([43]) consacré
au conducteur d'Artin des caractéres réels, (le conducteur d'Artin d'un carac-
tére x , noté F(x ,K/k) , est un idéal de k qui intervient dans le terme
exponentiel de 1'équation fonctionnelle (pour une définition, voir [42], chapi-
tre VI) ; la détermination de F(x , K/k) se ramine au cas ol x est de degré
1 , cas dans lequel il coincide avec le conducteur de la théorie du corps de
classes). Frohlich avait posé le problime de savoir si le conducteur d'un carac-
tére réel était dans le carré d'une classe. Serre démontre que c'est le cas
pour les caractéres du type 1 , et donne un contre-exemple pour une extension
munie d'un caractére du type 2 (il connaissait déja des contre-exemples dans
le cas des corps de fonctions). Armitage considére alors une extension K/k
possédant un caractére ¥ pour lequel F(x ,K/k) n'est pas dans le carré
d'une classe, puis choisit un caractére quadratique ¢ sur le groupe des
classes de k qui applique F(x ,K/k) sur =1 . Au caractere V| est atta-
chée une extension quadratique k' de k , et x et ¢ définissent natu-
rellement des caractéres x' et §' sur K' = k'K . Armitage montre alors

que le produit W(X').W(y') est égal & -1

A la méme époque, Serre avait conjecturé que la constante W(x) était
égale & +1 lorsque le caractére ¥ était réalisable sur R ; il avait
méme une démonstration de ce fait dans le cas des corps de fonctions. Il lui
fallait donc un corps possédant un caractére réel du type 2 . Il considéra un
de mes exemples de corps quaternionien de degré 8 dépourvu de base normale,
fit pour ce corps le calcul des sommes de Gauss pour un caractére de degré 1
induisant le caractére irréductible de degré 2 du groupe de Galois de l'exten-
sion, et trouva ainsi par un calcul direct un exemple de constante W(x) égale

4 -1, exemple qui devait jouer un rdle important dans la suite.

2.4 La conjecture de Serre mentionnée ci-dessus fut résolue indépendamment
par A. Frohlich et J. Queyrut en 1972, et a été publiée dans un article commun

34 Inventiones ([24]). Les auteurs démontrent le

THEOREME.- Soient k wun corps de nombres (ou un corps de fonctions d'une

variable sur un corps fini), K une extension galoisienne de k et X un

caractére réalisable sur R du groupe de Galois de K/k . Alors, la constante

Wiy ,K/k) a la valeur + 1
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La démonstration repose sur un résultat de théorie des groupes utilisé
par Serre dans 1'étude du conducteur des caractéres réels : tout caractere
réalisable sur R est combinaison Z-linéaire de caractéres induits par des
caractéres réalisables sur R de degré 1 ou 2 de sous-groupes de G . Les
caractéres de degré 1 ne présentent aucune difficulté. Dans le cas des carac-
teres de degré 2 , on se raméne au cas d'un caractére fidele. Le groupe de
Galois de l'extension est alors un groupe diédral, et l'on peut faire des cal-
culs explicites, les caractéres de degré 2 d'un groupe diédral étant induits

par un caractére de degré 1 d'un sous-groupe cyclique d'indice 2 .

2.5 Examinons maintenant le groupe quaternionien d'ordre 8 . C'est le groupe
multiplicatif G formé des quaternions {#1,+i,=+j, 2k} . Il possdéde 4 ca-
ractéres de degré 1 et un caractére irréductible ¥ de degré 2 ; l'algebre
Q[G] s'identifie au produit @ X @ X @ X @ X H , oi H est le corps des qua-
ternions "usuels" sur @ . Les ordres maximaux ont pour nombre de classes 1 ,

et 1'on a vu que le groupe C£(Z[G]) = D(Z[G]) est d'ordre 2 ; nous 1'iden~

tifions & {-1,+1} . Pour une extension modérément ramifiée K/Q , on note U

K
en suivant Frohlich, 1'image de OK dans ce groupe. Frohlich ([17]) démontre
THEOREME . - Wik, K/@) = T .

Cela met en évidence un lien surprenant entre le signe de W et la
structure de G-module de 0K , envisagé par Serre dés le premier exemple,
et qui s'est avéré rapidement probable & la suite de nombreux cas particuliers

traités par Armitage.

I1 n'est pas possible de donner des indications sur la démonstration, qui
est trés technique. Frohlich donne des formules permettant un calcul immédiat
de W(x) pour une extension K/Q donnée. L'égalité W(X) = Uk s'obtient
ensuite en comparant ces formules avec celle que j'avais donnée pour UK . On
ne posséde pas de démonstration plus directe de cette égalité dont la raison
profonde nous échappe.

2

I1 était alors naturel de chercher & obtenir un résultat analogue au pré-
cédent pour tous les caractdres & valeurs réelles, mais non réalisables sur PR.
Les résultats que je vais décrire succinctement porten: essentiellezent sur des

extensions galoisiennes des rationnels & groupe de Galois quaternionien (il est
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du reste vraisemblable que 1l'étude du signe de la constante W se raméne au
cas des extensions relatives galoisiennes ayant pour groupe de Galois un groupe
quaternionien ou éventuellement un des trois sous-groupes finis "exceptionnels"
d'ordres respectifs 24 , 48 et 120 du groupe multiplicatif du corps des
quaternions, extensions de 1l'un des groupes m4 , 54 , ﬂ5 par un groupe d4'or-
dre 2 .

DEFINITION.- Soit n un entier positif. Le groupe quaternionien d'ordre 4n
4

est défini par deux générateurs ¢ et T 1liés par les relations T =1,

2 - -
on =T et TOT ! =0 ! .

Pour n =1, on obtient le groupe cyclique d'ordre 4 . Pour n> 1 ,
on obtient un groupe dont le centre est d'ordre 2 , et dont le quotient par
le centre est isomorphe au groupe diédral d'ordre 2n . Celui-ci étant noté
d'ordinaire Dn , Je noterai Hn le groupe quaternionien d'ordre 4n , exten-

sion du groupe Dn par un groupe d'ordre 2 .
Avant d'entrer dans les détails, donnons un résultat général di 2
Frohlich :

THEOREME.- Soit K/k une extension galoisienne modérément ramifiée de groupe

de Galois G . Soient Xy et X deux caractéres réels de G conjugués sur

Q . Alors, W(x1 ,K/k) = W(xz , K/x) .

Revenons & une extension XK de @ . Les facteurs simples de Q[G] sont
associés aux classes de conjugaison de caractéres irréductibles. Par consé-

quent, la valeur de W(X) ne dépend que du facteur simple associé & x .

Le groupe H, a été considéré par Queyrut ([37]) , qui utilisait les

3
classes d'isomorphisme de modules de rang 1 au lieu des classes stables
(mais cela n'a pas d'importance pour ce groupe particulier). Frohlich ([19])

a ensuite considéré les groupes H s * P premier impair. Il y a dans ce
p

cas r classes de conjugaison sur €@ de caractéres absolument irréducti-
bles de type 2 ; soient Q1""'§r ces classes. Notons O 1'anneau

r(H r] . I1 définit des homomorphismes 8, pour 1 <isr de D(0) dans
P

{-1,+1} . Comme 1'image de Oy dans C£(0) est en fait dans D(Q) , on
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peut considérer les nombres ei = ei(oK) . Frohlich démontre alors le

THEOREME.- (1) Soient el ,i=1,...,r, des nombres égaux & +1 ou & -1

I1 existe une infinité d'extensions galoisiennes modérément ramifides K/@

ayant un groupe de Galois isomorphe & H . vérifiant pour tout i
P
= 1 "
W(Qi) el

(2) Si p=3 mod. 4 , on &, pour tout i , €, = W(Qi) .

(3) S5i p=1 mod. 4, on a, pour tout i, e, = +1 .

On a donc une bonne interprétation du signe de W en termes de G-modules
lorsque p est congru & 3 modulo 4 ; dans 1'autre cas, on ne fait que lever

une obstruction & 1l'existence de bases normales.

On peut interpréter le rdle de la congruence modulo 4 de la fagon sui-

vante : soit Hi le facteur simple de Q[H r] correspondant & @i ; son cen-
P

tre est le sous-corps réel maximal du corps des racines pi-émes de 1'unité ;

il posséde un unique idéal premier pi au-dessus de p , et il est clair que

1 est le seul idéal premier du centre éventuellement ramifié dans Hi . Or,

toutes les places & 1'infini du centre de Hi sont ramifiées dans H, . Comme

celles-ci sont au nombre de (_1)(p— 1)/2 , la loi de réciprocité de Hasse mon-
tre tout de suite que Hi posséde de la ramification pour une place finie si

et seulement si p est congru & 3 modulo 4 .

Frohlich a confirmé cette interprétation en étudiant les groupes H2r :
un des facteurs simples de 1l'algébre sur @ de ce groupe est un corps de qua-
ternions. Pour r 2 2 , ce corps de quaternions est non ramifié pour les places
finies, et l'invariant analogue & celui que nous avons considéré pour le groupe
d'ordre 8 prend la valeur +1 sur l'anneau des entiers de l'extension, bien
que la constante W puisse prendre chacune des valeurs -1 et +1 ; du reste,

pour r =2, OK est un E{G]-module stablement libre. Il serait intéressant

d'avoir d'autres exemples.

Signalons pour terminer ce paragraphe la suggestion suivante de Frohlich :

considérer des E[G]-modules munis d'une forme bilinéaire, et définir un groupe
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Cl1(Z[G]) 4 1l'aide de cette structure additionnelle. L'image de OK dans ce
groupe est un invariant plus fin que son image dans CI(Z[G]) , et Frohlich
m'a dit avoir des résultats dans cette direction. Peut-&tre peut-on espérer

obtenir par ce procédé une interprétation dans le cas général du signe de W.

§ 3. Extensions "sauvagement" ramifiées

3.1 Il s'agit de celles qui ne sont pas modérément ramifides (wildly ramified
extensions). Nous nous proposons de domner quelques indications concernant les
problémes traités dans les paragraphes 1 et 2. Soit donc K/k une extension
galoisienne de corps de nombres de groupe de Galois G . Il est clair que l'on
ne peut pas espérer trouver des bases normales lorsque l'extension n'est pas

modérément ramifiée. Une idée naturelle est de remplacer Ok[G] par "1'ordre
associé & 1'extemsion" : O(K/k) = {x ¢ k[G] | MO © OK} . S'il existe un ordre

0 sur lequel OK est un module libre, alors 0 = Q(K/k) .

La situation est beaucoup plus compliquée que dans le cas modéré. Ainsi,
il est en général faux que 0K soit projectif sur son ordre associé
(F. Bertrandias et M.-J. Fertom,[6]) ; la situation est peut-8tre plus simple
lorsque le corps de base est le corps des rationnels, voir Jacobinski [28]).
Par ailleurs, il existe des modules projectifs sur Q(K/k) qui ne sont pas
localement libres ; cette situation se présente pour k =Q et G 1le groupe
symétrique sur 3 lettres, exemple dans lequel on peut trouver pour Q(K/k)
un ordre héréditaire non maximal. Enfin, il semble extrémement difficile de

donner une description de 1l'ordre Q(K/k) .

Lorsque k est le corps des nombres rationnels, on & néanmoins des ré-—

sultats positifs. Ainsi, OK est libre sur Q(K/Q) dans les cas suivants :

- Le groupe G est abélien. C'est un théortme dd & Leopoldt (1959, [32] ;
voir aussi Jacobinski [28]). La démonstration se fait en plongeant K dans un

corps cyclotomique, mais est beaucoup plus difficile que dans le cas modéré.

- Le groupe G est un groupe diédral d'ordre 2p , p premier. Le résultat
est dli & £.-M. Bergé. Elle définit des invariants caractérisant & isomorphisme
prés les modules de rang 1 sur E[G] , et les calcule dans le cas d'une

extension. Un des invariants sert exn particulier & assurer que le module consi-
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déré, supposé projectif sur un ordre contenant Z[G] , est localement libre

sur cet ordre ([5]).

3.2 On peut considérer dans le cas "sauvage" la conjecture du § 1 (qui est
évidemment vérifiée pour les deux classes de groupes considérées ci-dessus) :
si 0' est un ordre maximal de @Q[G] contenant Z[G] , 0.0y estun 0'-
module stablement libre. La conjecture est vérifiée pour les groupes non
abéliens d'ordre pg , p et q premiers ; elle résulte du travail de Cougnard
aéja cité ([7]). Cougnard ([9]) vient d'en obtenir une démonstration pour les
p-groupes, sous la seule restriction que 1'extension K/Q so0it linéairement
disjointe sur @ des corps Q(x) , X parcourant les caractéres irréducti-
bles de G . Cette restriction, qui n'est pas fondamentale, provient de la
nécessité d'étendre le corps de base pour réaliser les représentations. La
bonne catégorie & considérer pour ces problémes est celle des algdbres galoi-
siennes au sens de Hasse, catégorie qui a 1'avantage sur celle des extensions

d'étre stable par extension du corps de base.

3.3 On aimerait aussi relier dans le cas saiLvage le signe de la constante de
1'équation fonctionnelle pour les caractéres réels & des propriétés de 1'anneau
des entiers considéré comme G-module. Hors du cas modéré, il n'y a & ma con-
naissance aucun résultat, ni aucune conjecture. Les deux remarques suivantes

mettent en évidence la difficulté du probléme.

. Soient X et x' deux caracteres réels conjugués sur € de G . On a
vu que les constantes W(x) et W(x') coIncident dans le cas modéré. Frdhlich
a donné un exemple montrant gqu'il n'en est plus de méme dans le cas sauvage ;
autrement dit, étant donné un caractére réel ¥ de G , il se peut que le
signe de W(X) ne dépende pas uniquement du facteur simple de 1'algibre du

groupe de Galois associé & X

. Considérons maintenant les extensions K/Q quaternioniennes de degré 8.
Il y a, rappelons-le, un unigue caractére irréductible ¥ de degré 2 , qui
est réel mais non réalisable sur R . Frohlich ([17]) a zontré le résultat
suivant : la suite des groupes de ramification de 1'idéal 2Z éiant donnée
parmi les suites a priori possibles, il existe une infinité d'extensions avec

W(x) = +1 et une infinité d'extensions =zvec W(y) = -1 . Plus précisérent,

289



450-18

étant donnés deux ensembles finis et disjoints S et T de nombres premiers
impairs, on conserve la liberté de choix pour le signe de W(x) en se res-
treignant aux extensions ramifiées sur S et non ramifides sur T . Or, si

2 se ramifie, c'est-a-dire si 1l'extension K/Q n'est pas modérément ramifiée,
le rapporteur a montré que 0 est libre sur son ordre associé ([35]).

§ 4. Ce que 1'on peut espérer

Les résultats de 1.6 et 3.2 permettent de considérer la conjecture de 1.4
comme trés vraisemblable. On ne peut évidemment pas faire la conjecture analo-
gue pour des extensions relatives K/k : il y a de nombreux exemples pour
lesquels le module obtenu n'est méme pas libre sur 0k . On peut toutefois
espérer que les classes des modules de la forme g'.oK constituent un sous-
groupe de C£(0') , 0O' désignant un ordre maximal de k[G] contenant
Ok[G] . Dans 1l'esprit du rapporteur, la détermination d'un tel sous-groupe
serait liée & l'existence d'une relation de Stickelberger dans le groupe des

classes d'idéaux des extensions cyclotomiques relatives, existence conjectu-

rale mais trés vraisemblable & la suite des travaux récents de A. Brumer.

Il y & un résultat de Frohlich dans cette direction (1es notations sont

celles de 1.6). Il démontre dans le cas modéré la formule :

*
N = .
(*) /ol (Oglk)) = 0gy (k)
I1 définit par ailleurs une norme N : cx(ok[G]) +— C£(2[G]) , et il déduit

de (*) que la classe de 0y dans Cl(Ok[G]) est envoyée par N dans le sous-

groupe D(Z[G]) de ce(z[c]) .

3,

Signalons & ce propos que la formule (%) jointe & celles de 1.6 a d'inté-
ressantes conséquences pour les sommes de Gauss. Elle montre immédiatement que

T(x) est un entier algébrique, résultat dfi & Dwork. Frohlich a en outre mon-

)@(1) T(¢)X(1)

) . -1 . P
tré que 1'expression T(x T(x¢) est un entier algébrique.

Limitons-nous toujours aux extensions modérées, et fixons k et G .

On peut espérer que les classes des modules OK constituent un sous-groupe

o de C£(0,[G]) . I1 faudrait définir un sous-groupe convenable D de
x,G k k,G
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Ct(Ok[G]) contenant Ck ) et, pour toute classe de conjugaison sur @
’
® de caractéres réels non réalisables sur R , un homomorphisme
. -~ {_ _ . - .
8 ° Dk,G {-1,+1} , tel que W(%) = +1 entraine GQ(OK) +1 . L'image

réciproque par N de D(2[G]) est peut-&tre un bon candidat. Mais il n'y &
4 ma connaissance aucun exemple d'interprétation de W en termes de Ok[G]—

modules lorsque k n'est pas le corps des nombres rationnels.
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